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Meinen  umfangreicbeu  Verlag  auf  dem  GcY>iete  der  Matliematisohen, 
der  Teohnisohen  und  KaturwiBsenschaften  naeh  alien  llichtuugeu  biu 
weiter  auszubauen,  ist  mein  stetes  durch  das  Yertraueii  und  Woblwollen 
zablreicber  bervorragender  Vertret<jr  obigor  Ge})iete  von  Erlblg  begleitetes 
BemtLben,  wie  mein  Verlagskatalog  zeigt,  und  icb  hoife,  dafi  bei  gleieber 
Unterstiitzung  seitens  der  Gelebrten  iind  ScbiUmUnner  dos  In-  und  Auslandes 
aucb  meine  weiteren  Unternebmungen  Lebrenden  und  Lemenden  in  Wissen- 
schaft  und  Scbule  jederzeit  torderlicb  sein  werden.  Verlagsanerbieten  go- 
diegener  Arbeiten  aut*  einscblagigem  Gebiete  werden  mir  desbalb,  wenu 
aucb  scbon  gleicbe  oder  &bulicbe  Wurke  Uher  denselben  Gegcnstand  in 
meineni  Verlage  erscbienen  sind,  stets  sebr   willkomnien  sein. 

Unter  meinen  zahlreicben  Unternebmungen  macbo  icb  ganz  besonders 
auf  die  von  den  Akademien  der  Wissenscbai'ten  zu  (lutiingen,  Leipzig, 
MQncben  und  Wien  berausgegebene  Enoyklop&die  der  Mathematischen 
WiBsenBOhaften  aufmerksam,  die  in  7  Biindeu  die  Aritbinetik  und  Algebra, 
die  Analysis,  die  Geometric,  die  Mecbanik,  die  Plij^ik,  dio  GeodHsie  und 
Geopbysik  und  die  Astronomic  bebandelt  und  in  einem  ScbluBband  bisto- 
riscbe,  pbilosopbiscbe  und  didaktiscbe  Fragen  besprecben,  sowie  ein  General- 
register  zu  obigen  B&nden  bringen  wird.  £ine  franzbsischc  Ausgabe  der 
Encykloplidie  but  zu  orscbeiucn  begonn^'U. 

Weit^ster  Verbreitung  erfrouen  sicb  die  matbematischcn  und  natur- 
wissenscbaftlicbpn  Zeitscliriften  meines  Verlags,  nls  da  sind:  Die  Mathe- 
matisohen  Annalen,  di(*  Bibliotheca  Mathematioa,  das  Arohiv  der 
Mathematik  und  Ftaysik,  die  Jahreflberiohte  der  Deutschen  Mathe- 
matiker-Vereinigung,  die  Zeitschrift  itir  Mathematik  und  Fhysik, 
Organ  fiir  angewandtc  Matbematik,  die  Zeitschrift  fiir  mathematischen 
und  naturwissenschaftliohen  Unterricht,  fcrner  Natur  und  Sohule 
(Zeitscbriffc  fiir  ilen  gosamten  naturkundlicbcn  Unterricb.t  alb»r  Schnlen),  die 
Geographisehe  Zeitschrift  u.  a. 

Seit  1868  verciffentlicbe  'u:h  in  kurzen  Zwisclienrauraon:  „Mitteilungen 
der  Verlagsbuehhandlung  B.  G.  Teubner".  Hiosi'  „Mitteilungen",  welcbe 
unentgeltlicb  in  3nOOO  Exomplaren  sowobl  iiu  In-  als  aucb  ini  Auslande 
von  mir  verbreitet  werden,  sollen  das  Publikum,  wolcli«\s  ineincm  Verlage 
Aufmcrksamkeit  scbenkt,  von  den  erscbienenen,  unter  der  Presse  b«»lindlicben 
und  von  den  vorbereit<»ten  Unternebmungen  des  Teubner.'sclK'n  Verlags  in 
Kenntnis  sctzen  und  sind  ebenso  wie  das  bis  auf  di»»  .Iung.st/.*:;it  fortgefiibrte 
Verzeichnis  des  Verlags  von  B.  G.  Teubner  auf  dem  Gebiete  der 
Mathematik,  der  Technisohen  und  Naturwissenschafton  nebst  Grenz- 
gebieten,  KK).  Ausgabe  [XLVIII  n.  *J72  S.  ^r.  8;,  in  nllen  Iiuolibnndlun«ren 
unentfrelthcb  zu  balien,  werden  auf  Wunscb  aber  uucb  unt<r  Kreu/band  von 
mir  unnjitielbar  an  di»;   lJest^»Her  uliersamlt. 

Lkip/ki,  Tn^tstraBe  3.  B^    Q^  Teublier. 
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ALLE  BEGHTE, 
KINSCHLIES8LICH  DES  tTBEBSETZUNOSBEGHTS*  YOBBEHALTEN. 


Vorwort. 


Der  Ausschnfi  fiir  die  Vorbereitung  des  III.  Internationaleii  Mathe- 
matiker-KongresseB  hat  in  seiner  Sitzung  vom  20.  April  1903  dem 
SchriftftUirer  die  VeroflFentlichnng  eines  Berichtes  liber  die  Verhand- 
lungen  des  Kongresses  tibertragen.  Ich  bin  daher  sofort  nach  Be- 
endigung  des  Kongresses  an  die  ErfQllung  dieser  Anfgabe  gegangen 
and  bin  heute  in  der  Lage,  dem  mathematischen  Publikum  die  ,,Ver- 
handlungen  des  III.  Intemationalen  Mathematiker-Eongresses^'  zu  dber- 
geben. 

Das  Buch  besteht  den  Beschltlssen  des  Ausschusses  gemafi  aus 
drei  Teilen. 

Der  erste  Teil,  „Chronik  des  Kongresses",  enthalt  die  Vorgeschichte 
des  Kongresses,  das  Programm  desselben,  das  Verzeichnis  der  Kongrefi- 
mitglieder,  eine  Schilderung  des  Yerlaufes  des  Kongresses,  einen  Be- 
richt  iiber  die  Tatigkeit  der  Sektionen  und  das  Protokoll  der  Oeschafts- 
sitznng. 

Der  zweite  Teil,  „Wi8senschaftliche  Vortrage",  enthalt  die  Konigs- 
bergersche  Gedachtnisrede  auf  Jacobi,  die  vier  in  den  allgemeinen 
Sitzungen  gehaltenen  Vortrage  von  Painleve,  Greenhill,  Segre  und 
Wirtinger  und  die  Sektionsvortrage.  Von  diesen  fehlen  nur  zwei, 
der  Vortrag  von  Guichard:  „Sur  les  systemes  triples  orthogonaux" 
aus  der  dritten  und  der  Vortrag  von  Volterra:  „Sur  la  theorie  des 
ondes"  aus  der  vierten  Sektion,  deren  Manuskripte  von  den  Verfassem 
nicht  eingesandt  worden  sind. 

Der  dritte  Teil,  „Die  Literatur-  und  Modellausstellung^',  enthalt 
einen  Bericht  iiber  die  Ausstellung,  das  Verzeichnis  der  Aussteller  und 
die  in  der  Ausstellung  gehaltenen  Vortrage  von  Runge,  Wiener  und 
Schilling. 

Zum  Schlusse  erfQlle  ich  noch  eine  angenehme  Pfiicht,  indem  ich 
meinero    verehrten    KoUegeu    Gutzmer    fiir    die    Freundlichkeit,    mit 


^l^Z^ 


IV  Vorwort. 

welcher  er  alle  Korrekturen  mit  mir  gelesen  hat^  und  der  verehrlichen 
Verlagsbuchhandlung  fQr  die  BereitwiUigkeit,  mit  welcher  sie  bei  der 
Herstellung  des  Werkes  auf  alle  meine  Wiinsche  eingegangen  ist, 
bestens  danke.  Ebenso  habe  ich  Herm  J.  Horning  in  Heidelberg  zu 
danken^  welcher  mir  das  schone  Bild  von  Heidelberg  aus  dem  in  seinem 
Verlage  erschienenen  Werke  von  Pfaff,  ^Heidelberg  und  XJmgebung" 
zur  Ausschmiickung  unserer  Verhandlungen  bereitwillig  zur  Verfiigimg 
gesteUt  hat. 

Traunstein,  Villa  Heimgarten^  den  21.  Marz  1905. 

Krazer. 
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Chronik  des  Kongresses. 


Verb  d  III.  Intonuii  Matbem-Koiifrr.    Heidelberg  1904. 


A,  Vorgesehiehte  des  KongresBeB. 

Auf  dem  U.  Intemationalen  Mathematiker-Eongrefi  zu  Paris  1900 
hatte  die  Deutsche  Mathematiker-Yereinigimg  den  Auftrag  tlbernommen, 
den  nachsten  KongreB  im  Jahre  1904  einzuberufen.  Schon  in  der  Qe- 
schaftssitzung  der  Deutschen  Mathematiker-Vereinigong  zn  Hamburg 
im  Herbste  1901  wurde  Weber-StraBburg  zum  Vorsitzenden  des 
III.  Intemationalen  Mathematiker-Eongresses  gewahlt  und  in  einer 
Vorbesprechung  zu  Leipzig  am  27.  Marz  1902  wurde  eine  erste  Grund- 
Ii^e  fUr  die  Organisation  des  Eongresses  gewonnen.  Es  trat  damals 
schon  eine  deutliche  Stimmung  ftlr  Heidelberg  hervor,  und  nachdem 
inzwischen  der  Stadtrat  zu  Heidelberg  sich  bereit  erklart  hatte  den 
EongreB  gastlich  aufzunehmen,  wurde  in  der  Geschaftssitzung  vom 
25.  September  1902  zu  Earlsbad  endgiiltig  beschlossen  den  EongreB 
anfangs  August  1904  nach  Heidelberg  einzuladen.  Es  wurde  der  Be- 
richterstatter  zum  Schriftfiihrer  des  Eongresses  gewahlt  und  ein  Aus- 
schuB  fiir  die  Vorbereitung  des  IH.  Intemationalen  Mathematiker-Eon- 
gresses eingesetzt;  der  nach  einigen  nachtraglich  erfolgten  Eooptationen 
aus  folgenden  Mitgliedem  bestand: 

A.  Ackermann-Tenbner,  Verlagsbuchhandler  in  Leipzig.  A.  v.Brill, 
Professor  an  der  Universitat  Tubingen.  M.  Cantor,  Professor 
an  der  Universitat  Heidelberg.  M.  Disteli,  Professor  an  der 
Universitat  StraBburg.  W.  v.  Dyck,  Professor  an  der  Tech- 
nisehen  Hochschule  Miinchen.  A.  Gntzmer,  Professor  an  der 
Universitat  Jena.  6.  Hanck,  Professor  an  der  Technischen 
Hochschule  Berlin.  D.  Hilbert,  Professor  an  der  Universitat 
Gottingen.  F.  Elein,  Professor  an  der  Universitat  Gottingen. 
A.  Kneser,  Professor  an  der  Bergakademie  Berlin.  L.  K5nigs- 
bepger,  Professor  an  der  Universitat  Heidelberg.  A.  Krazer, 
Professor  an  der  Technischen  Hochschule  Earlsruhe.  J.  Lfiroth, 
Professor  an  der  Universitat  Freiburg.  R.  Hehmke,  Professor 
an  der  Technischen  Hochschule  Stuttgart.  P.  Meyer,  Professor 
an  der  Univei-sitat  Eonigsberg.     M.  NSther,    Professor  an  der 
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Universitat  Erlangen.  C.  Rnnge,  Professor  an  der  Technischen 
Hochschule  Hannover.  H.  Sehnbert,  Professor  am  Johanneam 
Hamburg.  P.  Schnr,  Professor  an  der  Technischen  Hochschule 
Karlsruhe.  H.  A.  Schwarz,  Professor  an  der  Universitat  Berlin. 
P.  StSckel,  Professor  an  der  Universitat  Kiel.  J.  P.  Trentlein, 
Direktor  des  Real-  und  Reform-Gjmnasiums  Karlsruhe.  H.  Weber, 
Professor  an  der  Universitat  Strafiburg. 

Dieser  Ausschufi  trat  zum  erstenmal  am  20.  April  1903  in  Heidel- 
berg zu  einer  Beratung  zusammen.  Die  damaligen  BeschlQsse  blieben 
f{ir  die  spatere  Gestaltung  des  Kongresses  mafigebend  und  mogen  daher 
hier  mitgeteilt  werden. 

Da  in  das  Jahr  1904  der  hundertste  Jahrestag  der  Geburt  des 
grofien  deutschen  Mathematikers  G.  G.  J.  Jacobi  fallt^  so  wurde  der 
Gedanke  einer  Jacobi-Feier  erwogen,  und  nachdem  Konigsberger- 
Heidelberg  sich  bereit  erklart  hatte  die  Festrede  zu  dbemehmen  und 
eine  umfassende  wissenschaftliche  Biographie  Jacob  is  dem  Kongresse 
vorzulegen^  wurde  beschlossen  mit  dem  Kongresse  eine  Jacobi-Feier 
zu  verbinden,  welche  in  einer  in  der  ersten  allgemeinen  Sitzung  durch 
Konigsberger  zu  haltenden  Gedachtnisrede  auf  Jacobi  gipfle. 

Beziiglich  der  wissenschaftlichen  Yortrage  wurde  beschlossen,  daB 
in  zwei  weiteren  allgemeinen  Sitzungen  vier  groBere  Vortrage  statt- 
finden  sollen  und  zwar  so,  dafi  je  ein  Vortrag  in  deutscher,  in  eng- 
lischer,  in  franzosischer  und  in  italienischer  Sprache  gehalten  werde. 
Die  Bestimmung  der  Yortragenden  wurde  dem  Yorsitzenden  iibertragen. 

Alle  anderen  Yortrage  sollen  in  Sektionssitzungen  stattfinden,  f&r 
welche  zwei  Tage  in  Aussicht  zu  nehmen  sind.  Es  wurden  6  Sektionen 
gebildet  und  fiir  diese  aus  den  Reihen  der  Ausschufimitglieder  Ein- 
fiihrende  gewahlt  mit  dem  Auffcrage  fftr  Sektionsvortrage  zu  sorgen 
und  die  Konstituierung  der  Sektionen  auf  dem  Kongresse  zu  leiten. 

I.  Sektion:  Arithmetik  und  Algebra. 
Einfiihrende:  Kneser-Berlixi  und  Lwrott -Freiburg. 

II.  Sektion:  Analysis. 
Einfahrende:  i/t/ft^r^Gottingen  und  Schwarz-Berlm. 

lU.  Sektion:  Geometric. 
EinfUhrende:  v.  7/r/W  Tttbingen,  Mfyer-Konigsherg  und  iScAwr-Karlsruhe. 

lY.  Sektion:  Angewandte  Mathematik. 
Einffthrende:  //micA  Berlin,  ^teVi-Gottingen  und  l?KW^«-HannoverJ 
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V.  Sektion:  Geschichte  der  Mathematik. 
EinfUhrende:  31.  Caw^-Heidelberg  und  Stdckel-Kiel, 

VI.  Sektion:  Padagogik. 
Einf&hrende:  Schuhert-Us,mhurg  iind  TreUtlein-Kiurhruhe. 

Nachdem  scliou  in  Karlsbad  der  Wunsch  ausgesprochen  worden 
war  mit  dem  Kongresse  eine  Ausstellung  zu  verbinden,  wurde  nunmehr 
beschlossen^  dafi  auf  dem  Kongresse  sowohl  eine  Ausstelliing  mathema- 
tischer  Modelle  und  Apparate  als  auch  eine  solche  mathematischer 
Literatar  veranstaltet  werde^  dafi  aber  beide  Ausstellnngen  sich  auf  die 
wichtigeren  Erscheinungen  der  letzten  zehn  Jahre  beschranken  soUten, 
und  nur  die  erstere  auch  altere^  historisch  interessante  Original- 
modelle  umfassen  dUrfe.  Mit  den  Ausstellnngen  sollten  einleitende  und 
erlauternde  Vortrage  und  Demonstrationen  verbunden  werden.  Fiir  die 
Modellausstellung  wurde  eine  Komraission  bestehend  aus  Disteli-Strafi- 
burg,  V.  Dyck-Miinchen  und  Mehmke- Stuttgart  gewahlt;  mit  der  Lite- 
raturausstellung  wurden  Gutzmer-Jena  und  der  Berichterstatter  be- 
auftragt. 

tFber  die  Verhandlungen  des  Kongresses  ist  nach  deu  damaligen 
BeschlQssen  durch  den  Schriftfahrer  ein  Bericht  zu  veroflfentlichen. 
Dieser  Bericht  soil  eine  Schilderung  der  Vorgeschichte  des  Kongresses 
und  seines  Verlaufes,  ganz  besonders  aber  alle  auf  dem  Kongresse 
gehaltenen  Vortrage  in  der  Sprache,  in  der  sie  gehalten  wurden,  um- 
fassen; er  soil  moglichst  bald  herausgegeben  und  alien  Kongrefi- 
mitgliedem  gratis  zugestellt  werden.  Die  Gedachtnisrede  Konigs- 
bergers  soil  besonders  gedruckt  und  noch  vor  Schlufi  des  Kongresses 
alien  Teilnehmem  als  Festgabe  iiberreicht  werden. 

Beziiglich  der  auf  dem  Kongresse  stattfindenden  Festlichkeiten 
hatte  die  Stadt  Heidelberg  von  vomherein  sich  erboten  eine  Schlofi- 
beleuchtung  auf  stadtische  Kosten  zu  veranstalten  und  den  Teilnehmem 
Schiffe  zur  Besichtigung  der  Beleuchtung  zur  Verffigung  zu  stellen. 
Femer  hatte  Seine  Konigliche  Hoheit  der  Grofiherzog  von  Baden  mitteilen 
lasscn,  dafi  er  bereit  sei,  einen  Empfang  der  Kongrefiteilnehmer  im 
SchloBgarten  zu  Schwetzingen  anzubieten.  Vom  Kongresse  selbst  war 
ein  Bankett  in  Aussicht  genommen,  zu  dessen  Teilnahme  jedes  Mit- 
glied  berechtigt  sein  soUte.  Endlich  hatte  die  Deutsche  Mathematiker- 
Vereinigung  die  Veranstaltung  einer  Abendunterhaltung  ins  Auge  gefafit. 

Zur  finanziellen  Sicherstellung  des  Kongresses  hatte  die  badische 
Regierung  schon  damals  einen  Zuschufi  von  3000  M.  in  Aussicht  ge- 
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siellty  und  fcmer  hatte  die  Firma  B.  G.  Teubner  einen  Beitrag  von 
2000  M.  dem  Kongresse  zar  beliebigen  Verwendung  Qberwiesen. 

Eg  wurde  beschloBsen  Ton  jedem  Teilnehmer  des  Kongresses  einen 
Beitrag  von  20  M.  gegen  Aushandigong  einer  Hauptkarte  zn  erheben; 
dabei  soil  das  Kecht  Teilnehmer  zu  werden  an  keine  besondere  Be- 
dingung  gekndpft  sein.  Eine  solche  Hauptkarte  berechtigt  zur  Teil- 
nahme  an  alien  Sitzungen  und  Festlichkeiten  des  Kongresses^  zur  Be- 
sichtigung  der  Ausstellung,  zum  Bezuge  der  Festschrift  und  der  Yer- 
handlungen  des  Eongresses  und  verleiht  auBerdem  die  Berechtigung^  die 
im  Verlage  von  B.  G.  Teubner  erscheinende  Jacobi-Biographie  Konigs- 
bergers  zu  einem  bedeutend  ermaBigten  Preise  (von  ungefar  y,  des 
Ladenpreises)  zu  beziehen.  Jedem  EongreBteilnehmer  stehen  auBerdem 
fttr  seine  Angehorigen  Nebenkarten  zum  Preise  von  10  M.  zur  Ver- 
ftigung  zur  Teilnabme  an  den  allgemeinen  Sitzungen  und  an  alien 
Festlichkeiten  des  Eongresses. 

Zur  Deckung  der  dartlber  hinausgehenden  Eosten  des  Eongresses 
insbesondere  der  Drucklegung  der  Festschrift  und  der  Verhandlungen 
sowie  der  mit  dem  Eongresse  verbundenen  Ausstellung  wurde  eine  Eom- 
mission  beauftragt^  von  der  Reichsregierung  und  dem  preuBischen  Eul- 
tusministerium  unter  Hervorhebung  des  Momentes  der  nationaleu  Re- 
prasentation  einerseits  und  der  Jacobi-Feier  andererseits  einen  ZuschuB 
von  zusammen  10  000  M.  zu  erbitten. 

Die  AusschuBmitglieder  M.  Cantor  und  Eonigsberger  traten 
mit  den  Stadtraten  Ellmer,  Fuchs,  Erall  und  Erieger  in  Heidel- 
berg zu  einem  LokalausschuB  zusammen^  und  es  wurde  weiter  ein 
Damenkomitee  fiir  den  Empfang  und  die  Unterhaltung  der  Damen  in 
Aussicht  genommen. 

Die  nun  folgenden  Monate  waren  der  Vorbereitung  des  Eongresses 
auf  Grund  dieser  BeschlUsse  gewidmet. 

Bereits  im  Juni  1903  wurde  eine  erste  Einladung  zur  Teilnahme  an 
dem  Eongresse  an  2000  Mathematiker  aller  Lander  versendet.  Dabei 
war  fUr  die  Ausdehnung  dieser  personlichen  Einladungen  das  Prinzip 
maBgebend^  daB  zimachst  eingeladen  werden  sollten  die  Mitglieder  der 
groBen  mathematischen  Gesellschaften :  Deutsche  Mathematiker-Vereini- 
gung,  Societe  mathematique  de  France,  London  Mathematical  Society, 
Wiskundig  Qenootschap  te  Amsterdam,  Circolo  Matematico  di  Palermo, 
mathematische  Gesellschaft  zu  Moskau  und  Easan,  American  Mathe- 
matical Society.  FClr  andere  Lander  wie  Ungam,  Schweden,  Norwegen, 
Spanien,  Portugal  u.  a.  wurden  von  dortigen  Mathematikem  Verzeich- 
nisse  von  Adressen  mitgeteilt.  Neben  diesen  personlichen  Einladungen 
wurde  fiir  die  Verbreitung  der  Einladung   durch  Beilegung  derselben 
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in  mehr  als  25000  Exemplaren  zu  den  wichtigeren  mathematischen 
Zeitschriften  gesorgt.  Die  Firma  B.  G.  Teubner  hat  weiter  in  alien 
ihren  mathematischen  Zeitschriften  ein  kurzes  Einladungszirkular  un- 
entgeltlich  zum  Abdruck  gebracht.  Endlich  wurden  Notizen  an  die 
AUgemeine  Zeitung  in  Mtlnchen  und  an  die  Kolnische  Zeitung  gesandt. 

Den  personlichen  Einladungen  waren  Postkarten  beigelegt  zum 
Zwecke  einer  unverbindlichen  Mitteilung^  ob  der  Adressat  dem  Eon- 
gresse  wahrscheinlich  beiwohnen  werde  oder  nicht.  Bis  Ende  Sep- 
tember 1903  waren  daraufhin  Zusagen  auf  357  Haupt-  und  134  Neben- 
karten  eingelaufen^  welche  Zahlen  sich  spater  noch  auf  380  und  140 
erhohten. 

Fiir  die  allgemeinen  Sitzungen  sagten  auf  Einladung  des  Vor- 
sitzenden  Wirtinger-Wien,  Greenhill-London,  Darboux-Paris  und 
S  eg  re-Turin  Vortrage  zu;  zu  unserem  lebhaften  Bedauem  mufite  Dar- 
boux  spater  infolge  anderweitiger  an  ihn  herantretender  Verpflichtungen 
seine  Zusage  zurtickziehen.  Painlev^-Paris  hatte  die  grofie  Freundlich- 
keit  an  seiner  Stelle  einen  Yortrag  zu  iibemehmen. 

Auf  eine  am  27.  Juni  1903  an  den  preufiischen  Minister  der  geist- 
lichen,  Unterrichts-  und  Medizinalangelegenheiten  gerichtete  Eingabe  um 
BewiUigung  eines  Zuschusses  von  10000  M.  zu  den  Kosten  des  Kon- 
gresses  aus  Mitteln  des  Reiches  und  von  PreuBen  beschlofi  der  Bundes- 
rat  5000  M.  zu  diesem  Zwecke  in  den  Etat  einzustellen,  und  weiter 
wurde  aus  dem  Allerhochsten  Dispositionsfond  Seiner  Majestat  des 
Kaisers  und  Konigs  ein  ZuschuB  von  5000  M.  insbesondere  zur  Er- 
moglichung  der  Herstellung  der  dem  Andenken  Jacobis  gewidmeten 
Festschrift  Konigsbergers  bewiUigt. 

Unter  dem  5.  Februar  1904  hatte  Seine  Konigliche  Hoheit  der 
Grofiherzog  von  Baden  dem  Schriftfiihrer  des  Kongresses  mitteilen  lassen, 
dafi  er  gern  in  Aussicht  nehmen  wolle  einer  Einladung  zur  Teilnahme 
am  ni.  Internationalen  Mathematiker-Kongresse  zu  folgen.  Am  7.  Mai 
empfing  er  den  Vorsitzenden  und  den  Schriftfiihrer  in  einer  Audienz, 
um  die  Einladung  zum  Kongresse  personlich  entgegenzunehmen,  teilte 
aber  zugleich  mit,  dafi  er  mit  RUcksicht  darauf,  dafi  der  Kongrefi  in 
die  Zeit  des  ihm  von  den  Arzten  angeratenen  Aufenthaltes  in  St.  Moritz 
falle,  genotigt  sei,  sich  durch  Seine  Konigliche  Hoheit  den  ErbgroB- 
herzog  vertreten  zu  lassen.  Seine  Konigliche  Hoheit  der  Erbgrofiherzog 
sagte  nicht  nur  in  einer  Audienz  vom  18.  Juni  sein  Erscheinen  in 
der  I.  allgemeinen  Sitzung  imd  auf  dem  Bankette  zu,  sondem  erwies 
auch  dem  Kongresse  die  hohe  Auszeichnung  das  Ehrenprasidium  zu 
iibemehmen. 

Am  6.  Marz   1904  fand  eine  zweite  Sitzung  *  des  Ausscbusses   ia 


8  I.  Teil:  Chronik  des  Kongresses. 

Heidelberg   statt^   in   welcher  das  Programm   des  Kongresses  im   ein- 
zelnen  durchberaten  und  genauer  festgesest  wurde. 

Im  Mai  1904  wurde  die  definitive  Einladung  zum  Kongresse  in 
der  gleichen  Weise  wie  die  friihere,  vorlaufige  verbreitet.  Den  person- 
lichen  Einladungen  war  jetzt  eine  Postkart^  beigelegt,  venuittels  welcher 
der  Adressat  sich  durch  den  inzwischen  zusammengetretenen  Wohnungs- 
ausschufi  Wohnung  in  einem  Gasthofe  oder  in  einem  Priyathause  be- 
sorgen  lassen  konnte.  Besondere  Einladungen  wurden  an  den  Reichs- 
kanzler^  an  das  preufiische  Kultusministerium^  an  die  badischen  Mini- 
sterien  des  Auswartigen  und  des  Unterrichts,  an  die  Universitat  und 
an  die  naturwissenschaftlich-niathematische  Fakultat  Heidelberg,  an  die 
Universitat  Freiburg,  an  die  Technisclie  Hochschule  Karlsruhe,  an  die 
Stadt  Heidelberg  und  speziell  zur  Jacobi-Feier  an  die  Akademie  der 
Wissenschaften  zu  Berlin,  an  die  Universitaten  Berlin  und  Konigsberg, 
so  wie  an  eine  Reihe  von  Verwandten  Jacobis  gerichtet. 


B.  Programm  des  III.  Internationalen  Mathematiker- 
Kongresses  in  Heidelberg  1904. 

Hontag,  deu  8.  Angusi 
Abends  S  Ulir:  Empfang  der  Kougrefiteilnehmer  in  der  Stadthalle. 

Dienstag,  deu  9.  Angnst 

Vormittays  10  Uhr:  Erste  allgemeine  Sitzung  im  Museumssaal. 

1.  ErofiPnung  des  Kongresses;  Begriifiungsansprachen. 

2.  Gedaclitnisrede  des  Herrn  Konigsberger-Heidelberg  auf  C.  G. 
J.  Jacobi. 

3.  Ansprache  des  Herrn  Sell  war z-Berlin. 

Nii€hmitia{fs  4  Vhr:  Bildung  der  Sektionen,  Festsetzung  der  Geschafts- 
ordnung  und  der  Reihenfolge  der  angemeldeten  Vortrage  in  den  Hor- 
salen  des  Museumsgebaudes. 

Ahetids  7  Uhr:  Bankett  in  der  Stadthalle. 

Mittwoch,  den  10.  August 

Vormittags  9  Uhr:  Sektionssitzungen  in  den  Horsalen  des  Museums- 
gebaudes. 

Nacfimittags  5  Uhr:  Empfang  des  Kongresses  durch  Seine  Konigliche 
Hoheit  den  GroBher/og  von  Baden  in  Schwetzingen. 

Douuerstag,  den  11.  August. 

Vormittags  10  Uhr:  Zweite  allgemeine  Sitzung  in  der  Aula  der  Uni- 
versitat. 

1.  tJberreichung  der  Gescliichte  der  Deutschen  Mathematiker-Ver- 
einigung  durch  Herrn  Gutzmer-Jena. 

2.  tJberreichung  des  ersten  Bandes  der  Enzyklopadie  der  mathe- 
matischen  Wissenschaften  durch  Herrn  Klein- Gottingen  und 
des  ersten  Heftes  der  franz5sichen  Ausgabe  der  Enzyklopadie 
durch  Herrn  M oik-Nancy. 

3.  Vortrag  des  Herrn  Painleve- Paris:  Le  problfeme  modeme  de 
Tintegration  des  Equations  differentielles. 


10       I-  Teil:  Cbronik  des  Kongresses.    B.  Progr.  d.  Internat.  Mattu-Kongr. 

4.  Vortrag  des  Herm  Greeuh ill-London:  The  mathematical  theory 
of  the  top  (considered  historically). 
Nac/imittags  4  Ukr:  Eroffnung  der  Ausstellung  im  Museumssaal  durch 
die  Herren  Disteli-StraBburg   und   Gutzmer-Jena.     Yortrage    und 
Demonstrationen. 
Abends  6Ji5  Uhr:   Eisenbahnfahrt   nach    Schlierbach.     Cberfahrt   nach 
Ziegelhausen.    Von  dort  8  Uhr  Ktlckfahrt  auf  dem  Neckar  imd  SchloB- 
beleuchtung  (gegeben  Ton  der  Stadt  Heidelberg). 

Freitag,  den  12.  Angnst. 

VormiUags  9  Uhr:   Sektionssitzungen  in  den  Horsalen   des  Musenms- 


NachmiUoffs  4Y,  Uhr:  Vortrage  und  Demonstrationen  in  der  Ausstel- 
lung. r 

Abends  7%  Uhr:  Abendunterhaltung  in  der  SchloBrestauration  (ver- 
anstaltet  von  der  Deutschen  Mathematiker-Vereinigung). 

Samstag,  den  13.  August. 

Vormitiags  ^V,  Uhr:  Geschaftssitzuug  (Beschlufifassung  fiber  die  dem 
Kongrefi  vorgeschlagenen  Resolutionen;  Festsetzung  des  IV.  Inter- 
nationalen  Mathematiker-Eongresses),  und 

Vormitiags  10  Uhr:  Dritte  allgemeine  Sitzung  in  der  Aula  der  Uni- 
yersiiat. 

1.  Vortrag  des  Herm  Segre- Turin:  La  geometria  d'oggidi  e  i  suoi 
legami  coll'  analisi. 

2.  Vortrag   des   Herm  Wirtinger-Wien:    Riemanns  Vorlesungen 
fiber  die  hypergeometrische  Reihe  und  ihre  Bedeutung. 

3.  SchluB  des  Kongresses. 

Nadimiitags  4  Uhr:  Damen-Kaflfee  in  der  Stiftsmfihle. 

Sonutag,  den  14.  August 

Ausflfige  in  die  Umgegend  Heidelbergs. 


C.  Verzeichnis  der  Kongrefimitglieder. 


Ehrenprasident: 
Seine  Konigliche  Hoheit  der  Erbgrofiherzog  Fried  rich  von  Baden. 

In  seiner  Begleitung  erschienen: 

Generalleutnant  Exz.  v.  M filler,  Generaladjutant  Seiner  Konigliclien 

Hoheit  des  Grofiherzogs, 

Hofmarschall  Freiherr  v.  Freystedt,  Exz. 


Oberleutnant  Freiherr  v.  Go 

eler. 

Mitglieder: 

- 

Namen 

Stand 

Wohnort 

Ackermann-Teubner,  A. 

Verlagsbuohhandler. 

Leipzig. 

Allardice,  R.  E. 

Professor. 

Stanford. 

Anderegg,  F. 

Professor. 

Oberlin. 

Andrade,  J. 

Professor. 

Besan^on. 

Autonne,  L. 

Professor,  Ingenieur. 

Lyon. 

Axer,  A. 

Dr. 

Przemysl. 

Bartlett,  D. 

Professor. 

Boston. 

Beke,  E. . 

Professor. 

Budapest. 

Beliankin,  J. 

Professor. 

Kiew. 

Bendixon,  I. 

Professor. 

Stockholm. 

Bernhard. 

Professor. 

Stuttgart. 

Bernstein,  S. 

Dr. 

Paris. 

Berry,  A. 

Professor. 

Cambridge. 

Frau  Berry. 

Bloch,  B. 

Professor. 

StraBburg. 

Blumenthal,  0. 

Privatdozent. 

Marburg. 

Frl.  Blumenthal. 

Bobay,  L. 

stud.  math. 

Thann  i.  E. 
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Bobylew,  D. 

Professor. 

iSt.  Petersburg. 

Bochnidek,  St. 

Dr. 

1  Agram. 

Bohm. 

Ministerialrat. 

!  Karlsruhe. 

Bohm,  K. 

Privatdozent. 

1  Heidelberg. 

Borsch,  A. 

Professor. 

Potsdam. 

Bonaparte,  Prince  1{. 

Paris. 

Bonnesen,  T. 

Privatdozent. 

'  Kopenhagen. 

Bopp,  K. 

Dr. 

Heidelberg. 

Frau  Bopp. 

Borel,  E. 

Professor. 

Paris. 

Borelius,  J. 

Professor. 

1  Lund. 

Boucheny,  M. 

Professor. 

Paris. 

Castles,  L. 

Boutroux,  P. 

Dr. 

Paris. 

Braune. 

Prorektor  d.  Universitat. 

Heidelberg. 

Braunmiihl,  A.  v. 

Professor. 

MUnchen. 

Breznyik,  J. 

Professor. 

Selmecbanya. 

BriU,  A.  V. 

F^rofessor. 

Tubingen. 

Brocard,  H. 

Chef  de  bataiilon. 

Bar-le-Duc. 

Brocke,  E. 

Wissenschafkl.       Hilfs- 
lehrer,  cand.  prob. 

Mttnster  i.  E. 

Brflckner,  M. 

Oberlehrer. 

Bautzen. 

Bryan,  G.  H. 

Professor. 

Bangor. 

BuUard,  W.  G. 

Professor. 

Syracuse. 

Bunitzky,  J. 

Privatdozent. 

Odessa. 

Burger,  E. 

Lehramtspraktikant. 

Freiburg  i.  B. 

Burger,  R. 

Professor. 

Freiburg  i.  B. 

Burkhardt,  H. 

Professor. 

Ziirich. 

Byskow,  J. 

Professor. 

Gjedved. 

Giodesen  C.  C. 

Cahen. 

Professor. 

Paris. 

Cantor,  G. 

Professor. 

Halle. 

Frl.  Else  Cantor. 

Frl.  Marie  Cantor. 

Cantor,  M. 

Professor. 

Heidelberg. 

CapeUi,  A. 

Professor. 

Neapel. 

Caratheodory,  C. 

Dr. 

Gottingen. 

C.  Verzeichnis  der  Kongrefimitglieder. 
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Wohnort 

CarvaUo,  E. 

Professor. 

Paris. 

Frl.  CarvaUo. 

Caspar,  M. 

stud.  math. 

Tabingen. 

Castelnuovo,  G. 

Professor. 

Rom. 

Ceresole,  P. 

Dr. 

Lausanne. 

Christensen,  V. 

Kopenhagen. 

Frau  Christensen. 

1 
1 

Coolidge,  J.  L. 

Professor. 

Cambridge,  Mass. 

Crathorae,  A.  U. 

i  Instruktor. 

Madison. 

Frau  Crathome. 

Crayen,  W. 

Verlagsbuehhandler. 

Leipzig. 

Cunningham,  A.  J. 

Leutenant-Colonel. 

Kensington. 

Curjel,  H. 

M.  A. 

Southport. 

Czuber,  E. 

Professor. 

Wien. 

Czufter  jun. 

Dalwigk,  F.  V. 

Privatdozent. 

Marburg. 

Darboux,  G. 

Professor. 

Paris. 

DauB,  St. 

Professor. 

Mannheim. 

Degen,  R. 

Dr. 

Heidelberg. 

Dehn,  M. 

Privatdozent. 

MUnster. 

Delaunay,  N. 

Professor. 

Warschau. 

Delaunay,  B. 

Dickstein,  S. 

Professor. 

Warschau. 

Dingier,  H. 

stud.  math. 

Aschaffenburg. 

DisteU,  M. 

Professor. 

Strafiburg. 

Doehlemann,  K. 

Professor. 

Mfinchen. 

Duclout,  G. 

Ingenieur. 

Buenos-Aires. 

Dziwinski,  P. 

Professor. 

Lemberg. 

Eckhardt,  E. 

Professor. 

Homburg  v.  d.  H. 

Ellmer. 

Stadtrai 

Heidelberg. 

Emanuel,  D. 

Professor. 

Bukarest. 

Enestrom,  G. 

Bibliothekar. 

Stockholm. 

Engel,  F. 

Professor. 

Greifswald. 

Epstein,  P. 

Privatdozent. 

Strafiburg. 

Frau  Epstein. 

, 

Ette,  C.  R. 

Magister. 

Kopenhagen. 
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Faber,  G. 

Gymnasiallehrer. 

Traunstein. 

FrL  Faber. 

Farber,  K. 

Oberlehrer. 

Berlin. 

Fehr,  H. 

Professor. 

Genf. 

Feldhaus,  F.  M. 

Ingenieur. 

Rohrbach. 

Finsterbusch,  J. 

Professor. 

Zwickau. 

Finsterwalder,  S. 

Professor. 

Miinchen. 

Fischer,  P.  B. 

Gymnasiallehrer. 

Gera. 

Flatt,  R. 

Privatdozent. 

Basel. 

Fouet,  E.  A. 

Professor. 

Paris. 

Fredholm,  J. 

Privatdozent. 

Stockholm. 

Fricke,  R. 

Professor. 

Braunschweig. 

Fuchs,  C. 

Stadtrat. 

Heidelberg. 

tialdeano,  Z.  de. 

Professor. 

Saragossa. 

Galvani,  L. 

Professor. 

Bologna. 

GanB,  R. 

Privatdozent. 

Tilbingen. 

Gauthier-Villars,  A. 

Verlagsbuchhandler. 

Paris. 

Geek,  E. 

Oberlehrer. 

Stuttgart. 

Geiser,  C.  F. 

Professor. 

ZQrich. 

Frl  Geiser. 

Genese,  R.  W. 

Professor. 

Aberystwyth. 

Glaser. 

Professor. 

Stutigart. 

Gordan,  P. 

Professor. 

Erlangen. 

Frau  Gordan. 

Gram,  J.  P. 

Direktor. 

Kopenhagen. 

Frau  Gram. 

GraBmann,  H. 

Professor. 

Halle. 

Greber,  J. 

Professor. 

Heidelberg. 

Greenhill,  A.  G. 

Professor. 

London. 

Gubler,  E. 

Privatdozent. 

Zttrich. 

Guccia,  G.  B. 

Professor. 

Palermo. 

Gilnther,  N. 

Privatdozent. 

St.  Petersburg. 

Guichard,  C. 

Professor. 

Clermont-Ferrand. 

Guldberg,  A.*) 

Privatdozent. 

Christiania. 

J^Vau  Guldberg. 

Gutzmer,  A. 

Professor. 

Jena. 

*)  Vertreter  der  GeHellschaft  der  VViss.  za  Christiania. 
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Stand 

Wohnort 

Hadamard)  J. 

Professor. 

Paris. 

Hfthn,  H. 

Dr. 

Wien. 

Hamel,  G. 

Privatdozent. 

Karlsruhe. 

Hansen^  C. 

Dr. 

Kopenhagen. 

Frau  Hansen. 

HaB,  P. 

stud.  math. 

Hamburg. 

Hauff. 

Professor. 

Bensheim. 

HausdorfF,  F. 

Professor. 

Leipzig. 

Haveland,  K. 

Bank-Mathematiker. 

Mannheim. 

Hebting. 

Oberamtmann. 

Heidelberg. 

HefiPter,  L. 

Professor. 

Bonn. 

Helm,  G. 

Professor. 

Dresden. 

Hensel,  K. 

Professor. 

Marburg. 

Herterich. 

Referendar. 

Heidelberg. 

Hettner,  G. 

Professor. 

Berlin. 

Hubert,  D. 

Professor. 

Gottingen. 

Frau  Hilbert. 

Hocevar,  F. 

Professor. 

Graz. 

Frau  Ho6evar. 

Jaccottet,  Ch. 

Professor. 

Lutry. 

Jacobi,  H. 

Zehlendorf. 

Frl.  Q.  Jacobi. 

Cannstadt. 

Frl.  M.  Jacobi. 

Cannstadt. 

Frau  Prof.  Jacobi. 

Charlottenburg. 

Jacobsthal,  E. 

stud.  phil. 

Berlin. 

Jacobsthal,  W. 

Oberlehrer. 

Strafiburg  i.  E. 

Jahnke,  E. 

Privatdozent. 

Berlin. 

Janisch,  E. 

Professor. 

Prag. 

JoUes,  St. 

Professor. 

Charlottenburg. 

Frau  JoUes. 

Jonescu,  J. 

Professor. 

Bukarest. 

Juel,  C. 

Dozent. 

Kopenhagen. 

Kagan,  B. 

Privatdozent. 

Odessa. 

Ealahne,  A. 

Privatdozent. 

Heidelberg. 

Eamp,  H.  v.  d. 

Professor. 

Middelburg. 

Kaptejn,  \V. 

Professor. 

Utrecht. 

Keller,  H. 

Dr. 

Heidelberg. 
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Kemlein^  Q. 

Ludwigshafen  a.  Rh. 

Kempe^  A. 

Professor. 

Hotterdam. 

Kiepert,  L. 

Professor. 

Hannover. 

Klein,  F. 

Professor. 

Gottingen. 

Klug,  L. 

Professor. 

Klausenburg. 

Kneser,  A. 

Professor. 

Berlin. 

Knoblauch,  J. 

Professor. 

Berlin. 

Kobald,  E. 

Professor. 

Leoben. 

Kobe,  P. 

cand.  math. 

Berlin. 

Kohler,  C. 

Professor. 

Heidelberg. 

Kolmel,  F. 

Professor. 

Baden-Baden. 

Konig,  J. 

Professor. 

Budapest. 

Konigsberger,  L. 

Professor. 

Heidelberg. 

Frau  Konigsberger. 

Frl.  Konigsberger. 

Koster,  G. 

Buchhandler. 

Heidelberg. 

Kollros,  L. 

Professor. 

La  Chaux  de  Fonds. 

Kolossoff,  C. 

Professor. 

Dorpat. 

Krall,  J.  H. 

Stadtrat. 

Heidelberg. 

Krause,  M. 

Professor. 

Dresden. 

Frau  Krause. 

Krazer,  A. 

Professor. 

Karlsruhe. 

Krieger. 

Stadtrat. 

Heidelberg. 

Kriemler,  K. 

Privatdozent. 

Karlsruhe. 

Kilrschak,  J. 

Professor. 

Budapest. 

Frau  Kiirschak. 

' 

Kuhse,  F. 

cand.  math. 

Wismar. 

Frl.  Kuhse. 

Kwietniewski,  St. 

Dr. 

Warschau. 

Laisant,  C.  A. 

Dr. 

Paris. 

Lamey. 

Hauptmann. 

Heidelberg. 

Lampe,  E. 

Professor. 

Berlin. 

Frau  Lampe. 

Lancelin,  F. 

Astronom. 

Paris. 

Landau,  E. 

Privatdozent. 

Berlin. 

Landsberg,  G. 

Professor. 

Heidelberg. 

Larsen,  0. 

Dr. 

Aarhus. 

Frau  Larsen. 

C.  Veneichnis  der  Kongrefimitglieder. 
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Wobnort 

Laub,  J. 

stud.  math. 

Gottingen. 

Lebeuf,  A. 

Professor. 

Besan9on. 

Levi-Civita,  T. 

Professor. 

Padua. 

Levi-Civita. 

• 

Lewent^  L. 

cand.  prob. 

Berlin. 

Lez,  H. 

Lorrez-le-Bocage. 

Liebmann,  H. 

Privatdozent. 

Leipzig. 

Lilienthal,  R.  y. 

Professor. 

Miinster. 

Lindelof,  L.                     | 

Staatsrat. 

Helsingfors. 

Frl.  Esther  Lindelof. 

Frl.  Thyra  Lindelof.  1 

Lmdel()f,  E. 

Professor. 

Helsingfors. 

Linnemann,  M. 

cand.  astr. 

Gottingen. 

Loewy,  A. 

Professor. 

Freiburg  i.  B. 

London,  F. 

Professor. 

Breslau. 

Loria,  Q. 

Professor. 

Genua. 

Ludwig,  W. 

Privatdozent. 

Karlsruhe. 

Lttroth,  J.*) 

Professor. 

Freiburg. 

Macaulay,  F.  S. 

Professor. 

London. 

Macfarlane,  A. 

Professor. 

Chatham. 

Majcen,  G. 

Professor. 

Agram. 

Mantell,  L. 

etud.  en  Math. 

Paris. 

Marschall,  Frh.  v. 

Ministerialdirektor. 

Karlsruhe. 

Martin,  A. 

Washington. 

Maurer,  R. 

Professor. 

Eberbaeh. 

Maximova,  E. 

Gymnasiallehrerin. 

UstUschna. 

Mayer,  A. 

Professor. 

Leipzig. 

Mehmke,  R. 

Professor. 

Stuttgart. 

Menzel. 

Dr. 

Hoxter. 

Merlin,  E. 

Professor. 

BrUssel. 

Mestschersky,  J. 

Professor. 

St.  Petersburg. 

Meyer,  F.**) 

Professor. 

Konigsberg  i.  P. 

Minkowski,  H. 

Professor. 

Gottingen. 

Frau  Minkowski. 

Mirimanoff,  D. 

Privatdozent. 

Genf. 

Mittag-LeflFler,  G. 

l^rofessor. 

Stockholm. 

•)  Vertreter  der  Universitilt  Freiburg  i.  U. 
**)  Vertreter  der  Univer8it3,t  Kunigsberg  i.  P. 

Verb.  d.  III.  Intern»t.  Matbem.-Kongr.   Heidelbttrg  1904. 
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Miwa,  K.*) 

Professor. 

Kyoto. 

Molk,  J. 

Professor. 

Nancy. 

Frau  Molk. 

MoUerup,  J.                ♦ 

Dr. 

Kopenhagen. 

Morera,  6. 

Professor. 

Turin. 

Morley,  F. 

Professor. 

Baltimore. 

Mailer,  C. 

Dr. 

GSttingen. 

Milller,  Emil. 

Professor. 

Wien. 

Mailer,  Eugen. 

Professor. 

Konstanz. 

MaUer,  H. 

Dr. 

Gottingen. 

MttUer,  R. 

Professor. 

Berlin. 

Muimik,  F.  de. 

Professor. 

Utrecht. 

Naetsch,  E. 

Professor. 

Dresden. 

Nakagawa,  S. 

Dr. 

Tokio. 

Nalenz. 

Feldraesser. 

Koln. 

Netto,  E. 

Professor. 

Giefien. 

Noether,  M. 

Professor. 

Erlangen. 

Frau  Noether. 

06,  S.  L.  van. 

Professor. 

Zalt-Bommel. 

Pahl,  F. 

Professor. 

Charlotlenburg. 

Painleve,  P. 

Professor. 

Paris. 

Papperitz,  E. 

Professor. 

Freiberg  i.  S. 

Pcheborsky,  A. 

Privatdozent. 

Charkow. 

Perlewitz. 

Dr. 

Hamburg. 

Perrin,  E. 

Professor. 

Paris. 

Reibel,  Ch. 

PerroD,  0. 

Dr. 

Frankenthal. 

Petersen,  L. 

Adjunkt. 

Horsens. 

Frau  Petersen. 

Pfeiffer,  G.  F. 

Privatdozent. 

Kiew. 

Phragmen,  E. 

Professor. 

Stockholm. 

Plamenewsky,  If. 

Dr. 

Tiflis. 

Poliakoff,  A. 

Magistrand. 

Moskau. 

")  Vertreter  der  jupanischen  Kegierung. 
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Wohnort 

Prandtl,  L. 

Professor. 

.  Hannover. 

Probst,  P. 

Dr. 

Potsdam. 

Pund,  0. 

Oberlehrer. 

'  Hamburg. 

Quelle,  R. 

Verlagsbuchhandler. 

'  Leipzig. 

i      • 

Reuschle,  C. 

Professor. 

Stuttgart. 

Reye,  Th. 

Professor. 

StraBburg  i.  E. 

Koe,  E.  D. 

Professor. 

Syracuse. 

Rohn,  K. 

Professor. 

Dresden. 

Rost,  G. 

Professor. 

Warzburg. 

Runge,  K. 

Professor. 

Hannover. 

Salkowski,  E. 

Dr. 

Berlin. 

Schafstein,  K. 

Dr. 

Gottingen. 

Schatunowsky,  S. 

Lehrer. 

Odessa. 

ScheflFers,  G. 

Professor. 

Darmstadt. 

Frau  Scheffers. 

Schilling,  F. 

Professor. 

Danzig. 

Frau  Schilling. 

Schimmack,  R. 

Assistent. 

Gottingen. 

Frau  Schimmack. 

Sclilesinger,  L. 

Professor. 

Klausenburg. 

Schlink,  W. 

Privatdozent. 

Darmstadt. 

Schmid,  Th. 

Professor. 

Wien. 

Schnarrenberger,  C. 

Dr. 

Heidelberg. 

Schnockel,  J. 

Landmesser. 

Aachen. 

Schonflies,  A. 

Professor. 

Konigsberg  i.  P. 

Frau  Schonflies. 

Schotten,  H. 

Gymnasialdirektor. 

Halle. 

Schoute,  P.  11. 

Professor. 

Groningen. 

Schubert,  H. 

Professor. 

Hamburg. 

Schatte,  Fr. 

Oberlehrer. 

Dilren. 

Schumpelick,  A. 

Oberlehrer. 

Hamburg. 

Schur,  F.                         1 

Professor. 

Karlsruhe. 

Schur,  I. 

I^rivatdozent. 

Berlin. 

Schwacha,  B. 

Gymnasialdirektor. 

Wilhering. 

20 


I.  TeU:  Chronik  dea  Kongresses. 


Namen 

Stand 

Wohnort 

Schwarz,  H.  A.*) 

Professor 

Berlin. 

Schwering,  K. 

Gymnasialdirektor. 

Koln. 

Segel;  M. 

Professor. 

Riga. 

Segre,  C. 

Professor. 

Turin. 

SeliwanoflF,  D. 

Professor. 

St.  Petersburg. 

Shilow,  M. 

Rechnerin  an  der  Stem- 
warte. 

Pulkowa. 

Simon,  F. 

Gymnasialdirektor. 

Szaszvaros. 

Simon,  M. 

Professor. 

StraBburg  i.  E. 

Frl.  Simon. 

Sixtel,  W. 

Direktor. 

Orenburg. 

Smith,  D. 

Professor. 

NewTork. 

Prau  Smith. 

Smith,  0.  A. 

cand.  mag. 

Kopenhagen. 

Frau  Smith. 

Sommer,  J. 

Professor. 

Danzig. 

Sommerfeld,  A. 

Professor. 

Aachen. 

Sourek,  A.  v.**) 

Professor. 

Sofia. 

Souslow,  6. 

Professor. 

Kiew. 

SpieB,  0. 

Privatdozent. 

Basel 

Stackel,  P. 

Professor. 

Kiel. 

Stanewitsch,  W. 

Dr. 

St.  Petersburg. 

Steinitz,  E. 

Professor. 

Berlin. 

Stephanos,  K. 

Professor. 

Athen. 

Steraeck,  D.  v. 

Professor. 

Czemowicz. 

Study,  E. 

Professor. 

Bonn. 

Stuyvaert,  M. 

Professor. 

Gent. 

Suppantschitsch,  R. 

Professor. 

Lichtenwald. 

Suter,  H. 

Professor. 

Kilchberg  bei  Zflrich. 

Tannery,  P. 

Directeur  des  Manufac- 

Pantin, Paris. 

Frau  Tannery. 

tures  de  TEtat. 

Thieme,  H. 

Professor. 

Posen. 

Timtschenko,  J. 

Privatdozent. 

Odessa. 

Frau  Timtschenko. 

Titov,  B. 

Assistant     am     techni- 

Tomsk. 

Frau  Titov. 

schen  Institut. 

•)  Vertreter  der  Universitat  und  der  Akademie  der  Wiss.  zu  Berlin. 
**)  Vertreter  des  bulgariscben  Unterrichtsministeriums. 
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Namen 

Stand 

Wohnori 

TotoBsy,  B.  V. 

Professor. 

Budapest. 

Treiber,  6. 

Professor. 

Plankstadt. 

Tyler,  H.  W. 

Professor. 

Boston. 

^ 

UUrich,  E. 

Professor. 

Heidelberg. 

Frau  Ullrich. 

Vacca,  G. 

Professor. 

Genua. 

Vailati,  G. 

Professor. 

Como. 

Valentiner,  H. 

Direktor. 

Kopenhagen. 

Fraa  Valentiner. 

Valentiner,  W. 

Professor. 

Heidelberg. 

Vleck,  J.  M.  van. 

Professor. 

Middletown. 

Frl.  Jenny  v.  Vleck. 

•• 

FrlKlarav.  Vleck. 

Volterra,  V. 

Professor. 

Rom. 

Frau  Volterra. 

Voronoi,  G. 

Professor. 

Warschau. 

Walz. 

Biirgermeister. 

Heidelberg. 

WasBiljef,  A. 

Professor. 

Easan. 

Weber,  E.  v. 

Professor. 

Miinchen. 

Weber,  H. 

Professor. 

StraBburg. 

Frl.   Anna  Weber. 

Frl.  Mila  Weber. 

Frl.  Helene  Bauer. 

Weber,  K.  H. 

Privatdozent. 

Heidelberg. 

Weingarten,  J. 

Professor. 

Freiburg  i.  B. 

Weinmeister,  J.  Ph. 

Professor. 

Tharandt. 

Frau  Weinmeister. 

WeiB,  F. 

Oberlehrer. 

GroBlichterfelde. 

Frau  WeiB. 

Westfall,  W.  D.  A. 

stud.  math. 

Port  Jervis. 

Wieland. 

Biirgermeister. 

Heidelberg. 

Wieleitner,  H. 

Gymnasiallehrer. 

Speyer. 

Wiener,  H. 

Professor. 

Darmstadt. 

Wilckens. 

Oberbtirgermeister. 

Heidelberg. 

Wilczynski,  E. 

Professor. 

Berkeley. 

WUd,  J. 

Professor. 

St.  Gallen. 
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Natnen 

Stand 

Wohnort 

WUbou,  E.  B.*) 

Instruktor. 

New  Haven. 

Wilson,  R.  E. 

stud.  math. 

'  Gottingen. 

Wiman,  A. 

Professor. 

Upsala. 

Wirth,  J. 

Leliramtspraktikant. 

Freiburg  i.  B. 

Wirtinger,  W. 

Professor. 

Wien. 

Wolffing,  E. 

Professor. 

Stuttgart. 

Wolf,  M. 

Professor. 

Heidelberg. 

Frau  Wolf. 

Wolkow,  A. 

Magister. 

1  Moskau. 

Woronetz,  P. 

Professor. 

,  Kiew. 

Wulkow,  H. 

Privatgelebrter. 

:  MUnchen. 

Zahler,  R. 

Dr. 

TUrkheim. 

Zaremba,  St. 

Professor. 

[  Krakau. 

Zermelo,  E. 

Privatdozent. 

•  Gottingen. 

Zeuthen,  H.  0. 

Professor. 

Kopenhagen. 

Zindler,  K. 

Professor. 

\  Innsbruck. 

Zahlke,  P. 

Oberlehrer. 

Charlottenburg. 

*)  Vertreter  dcr  Yale-Univer»itat  zu  New  Haven. 


Nach  Landern  geordnet  ergibt  diese  Teilnehmerliste  die   folgende 
Qruppierung: 

Land  Hauptkarten    Nebenkarten 

Deutsches  Reich 173  31 

RuBland         30  4 

Osterreich-Ungarn 25  3 

Frankreich 24  5 

Vereinigte  Staaten  von  Nordamerika         15  4 

Danemark ^.     .     .     .         13  8 

Italian       12  2 

Schweiz 12  1 

Schweden  und  Norwegen    ....           8  1 

GroBbritannien        7  1 

Niederlande        6  — 

Belgien 2  — 

Japan       2  — 

Rnmanien 2  — 

Argentinien 

Bulgarien 

Canada      

Griechenland 

Spanien 

336  60 
bn  ganzen  waren  aleo  19  Lander  durch  396  Personen  vertreten. 


D.  Verlauf  des  Kongresses. 

Montag,  den  8.  Angnst. 

Nachdem  schon  im  Laufe  des  Nachmittags  die  bis  dahin  einge- 
trofFenen  KongreBteilnehmer  sich  auf  eine  AuflForderung  im  Tageblatt 
liin  im  Cafe  Imperial  zusammengefunden  liatten,  begami  der  of&zielle 
Teil  des  Kongresses  abends  8  Ubr  mit  dem  Empfang  der  KongreBteil- 
nehmer in  der  Stadthalle.  Der  Saal  fQllte  sich  rasch  mit  Gasten  aus 
aller  Herren  Landem.  Um  YjlO  XJhr  begr^te  Cantor-Heidelberg  als 
Vorsitzender  des  Lokalausschusses  die  Erschienenen  und  hiefi  sie  in 
Heidelberg  herzlich  willkommen.  Weitere  Reden  wurden  nicht  gehalten; 
der  Abend  war  nur  dazu  bestimmt,  den  Kongrefiteilnehmem  Gelegenheit 
zu  geben  sich  gegenseitig  kennen  zu  lemen^  den  schon  Bekannten  sich 
zu  begrii£en. 

Dienstag  den  9.  Angnst. 

Gegen  V4IO  Uhr  vormittags  fiihr  Seine  Konigliche  Hoheit  der  Erb- 
groBherzog,  der  kurz  zuvor  in  Heidelberg  eingetroffen  und  von  den 
Spitzen  der  staatlichen  und  stadtischen  Behorden  am  Bahnhofe  em- 
pfangen  worden  war^  mit  seiner  Begleitung  an  dem  jetzt  Universitats- 
zwecken  dienenden  Museumsgebaude  vor,  wo  er  von  dem  Vorsitzenden 
und  dem  Schriftfiihrer  des  Kongresses  empfangen  und  zu  dem  groBen 
Saale,  in  welchem  die  erste  allgemeine  Sitzung  stattfinden  sollte^  hinauf- 
geleitet  wurde.  Dort  batten  sich  die  KongreBteilnehmer  bereits  voU- 
zahlig  eingefunden  und  brachten  -dem  eintretenden  Erbgrofiherzog  eine 
lebhafte  Ovation.  Nachdem  Dieser  Sich  die  Mitglieder  des  Ausschusses 
hatte  vorstellen  lasseU;  erofihete  Weber-StraBburg  den  KongreB  mit 
folgender  Bede: 

Seine  Konigliche  Hoheit  der  ErbgroBherzog  Priedrich  von  Baden 
hat   die    Gnade    gehabt^    das   Ehrenprasidium    des   HI.   Intemationalen 
Mathematiker-Kongresses  zu  Ubemehmen,  und  hat  mich  zu  beauftragen  ^ 
geruht  den  KongreB  zu  erofl&ien.     So  rufe  ich   alien,   die  Sie  unserer 
Einladung  gefolgt  sind;  ein  herzliches  Willkommen  zu* 
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Zum  drittenmal  haben  sich  die  Mathematiker  aller  Lander  ^u 
gemeinsamer  Arbeit  zusammengefundeu^  und  da  drangt  sich  die  Frage 
anf:  Was  hat  una  zusammengeftihrt?  Was  haben  wir  erreicht  und 
was  hoffen  wir  noch  zu  erreichen? 

Es  ist  in  der  Mathematik  nicht  anders  als  in  alien  anderen  6e- 
bieten  der  Kultur.  Man  hat  erkannt,  dafi  mehr  zu  gewinnen  ist  durch 
gemeinsame  Arbeit  der  Gleichstrebenden^  als  wenn  jeder  seinen  eigenen 
Weg  geht.  Man  hat  eingesehen^  dafi  auch  die  Wissenschaft  die  Auf- 
gabe  hat^  mit  dem  Leben  in  Beriihrung  zu  bleiben^  dafi  der  einzelne 
nicht  filr  sich  steht,  sondem^  seine  Arbeit  der  Gesamtheit  schuldig  ist. 
Wenn  auch  auf  wissenschaftlichem  Gebiete  jeder  bedeutsame  Fortschritt 
zunachst  die  Tat  eines  einzelnen  erleuchteten  Geistes  ist,  so  soil  doch 
der  grofie  Strom  nicht  in  lauter  kleine  Rinnsale  auseinanderlaufen. 

Darum  bedarf  die  Wissenschaft  neben  der  immer  mehr  in  die  Tiefe 
gehenden  Einzelforschung  einer  zusammenfassenden  Tatigkeit,  in  der 
sie  sich  ihrer  Stellung  und  Aufgabe  im  ganzen  Organismus  unseres 
Kulturlebens  bewuBt  wird.  Solche  Zeiten  der  Sammlung  sind  zugleich 
die  Zeiten  reichsten  wissenschaftlichen  Lebens,  wo  jede  Tatigkeit  die 
andere  anregt  und  fordert.  So  waren  die  Tage  von  Newton  und 
Leibniz.  Und  so  war  es  an  der  Wende  des  18.  und  19.  Jahrhunderts, 
wo  von  Frankreich  die  grofie  geistige  Bewegimg  ausging,  als  neben 
der  reichsten  wissenschaftlichen  Produktion  jene  klassischen  Lehrwerke 
entstanden,  die  wir  noch  heute  bewundem.  Ob  wir  jetzt  wieder  in 
einer  solchen  Periode  stehen  und  welche  Frucht  der  Wissenschaft 
daraus  erwachst,  das  wird  erst  die  kommende  Zeit  beurteilen  k5nnen. 
Wir  aber  erftiUen  unsere  Pflicht,  wenn  jeder  einzelne  sein  Bestes  tut, 
und  wenn  wir  uns  in  neidlosem  Zusammenarbeiten  die  Hand  reichen. 

Gestatten  Sie  mir,  einen  fliichtigen  Blick  auf  die  Schicksale  unserer 
Wissenschaft  wahrend  der  seit  unserem  ersten  Kongrefi  verflossenen 
Jahre  zu  werfen.  Gar  viele,  zu  denen  wir  damals  noch  in  Verehrung 
als  zu  unseren  Meistern  aufblickten,  sind  nicht  mehr  unter  den  Leben- 
den.  Manchem  von  uns  ist  der  eine  oder  andere  von  ihnen  mehr  als 
Lehrer,  er  ist  ihm  Freund  und  Vater  gewesen.  Es  drangt  mich,  an  dieser 
Stelle  ihnen  einige  Worte  dankbaren  Andenkens  zu  widmen. 

Wir  beklagen  zunachst  unseren  Karl  Weierstrafi,  der  im  Jahr 
1897  hochbetagt  von  uns  geschieden  ist,  betrauert  von  zahlreichen 
Schiilern  und  Freunden.  Er  hat  der  funktionentheoretischen  Forschung 
auf  lange  hinaus  die  Kichtung  gegeben.  Er  hat  unablassig  auf  die 
Punkte  hinge wiesen,  wo  die  Grundlagen  der  Mathematik  nicht  sicher 
genug  erschienen,  und  hat  mit  Gliick  und  Scharfsinn  an  der  Befestigung 
dieser  Fundamente  gearbeitet.    Der  Einflufi  seiner  machtigen  imd  liebens- 
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wardigen  Personlichkeit  liat  unausloschliche  Spuren  bei  una,  die  wir  ihn 
gekannt  haben,  zurQckgelasseu,  und  weit  flber  die  Grenzen  seines  Yater- 
landes  hinaus  geht  seine  Wirksamkeit.  Sind  es  doch  heutzutage  nicht 
minder  als  Deutschland  die  aufierdeutscheu  Lander,  die  die  Weier- 
straBsche  Funktionentheorie  weiterbilden. 

Ich  gedenke  sodann  mit  Wehmut  eines  Mannes,  der  jedem,  der 
mit  ihm  in  BerUhrung  zu  kommen  das  Gliick  hatte,  unvergefilich  ist, 
Charles  Hermite,  der  im  Jahr  1901  aus  dem  irdisehen  Leben  abge- 
rufen  wurde.  Seine  wissenschaftliche  GroBe  auch  nur  flUchtig  zu  be- 
r&hren  gestattet  mir  die  Euge  dieser  Stunde  nicht.  Aber  gedenken  darf 
ich  des  warmherzigen  bescheidenen  Mannes  obne  Falsch,  der  fUr  jedes 
wissenschaftliche  Streben,  von  welcher  Seite  es  auch  kommen  mochte, 
selbstlose  Anerkennung  hatte,  der  jedem  aus  dem  Beichtum  seines 
Geistes  freigebig  mitteilte  und  jedes  aufstrebende  Talent  durch  An- 
regung  und  Aufmunterung  forderte.  UnvergeBlich  sind  mir  die  Stunden, 
die  ich  vor  achtzehn  Jahren  hier  mit  ihm  verleben  durfte,  da  er  der 
Uniyersitat  Heidelberg  zu  ihrem  grofien  Jubelfeste  die  Gliickwdnsche 
der  Pariser  Akademie  tiberbrachte. 

England  hat  im  Jahr  1897  durch  den  Tod  des  83jahrigen  Sylvester 
einen  herben  Verlust  erlitten.  Wenn  er  auch  das  ganze  weite  Gebiet 
der  Mathematik  nicht  so  allseitig  beherrschte  und  bebaute,  wie  sein 
jiingerer  groBerer  Landsmann  und  vertrauter  Arbeitsgenosse  Arthur 
Cayley,  der  ihm  zwei  Jahre  friiher  im  Tode  vorangegangen  war',  so 
sind  seine  originellen  Ideen  imd  eigenartigen  Methoden,  sein  genialer 
Blick,  der  die  Resultate  yorausahnte  und  die  Wege  zu  ihnen  bahnte> 
fflr  die  Algebra  und  Zahlentheorie  von  unver^nglichem  Werte.  Auch 
der  dritte  in  dem  Bunde  der  groBen  englischen  Algebraiker  des  10.  Jahr- 
hunderts,  George  Salmon,  der  Meister  in  der  Anwendung  der  Algebra 
auf  die  Geometric,  ist  vor  kurzem  aus  dem  Leben  gegangen. 

Ich  gedenke  ferner  des  jung  verstorbenen  Sophus  Lie,  der, 
geistesverwandt  seinem  groBen  Landsmann  Abel,  in  der  modernen 
Gruppentheorie  neue  Wege  geoflriet  hat,  der  den  besten  Teil  seines 
Lebens  bei  uns  in  Deutschland  gewirkt  hat,  den  aber  dann,  schon  er- 
krankt,  die  Liebe  des  Nordlanders  zur  Heimat  nach  Norwegen  zuriick- 
gefiihrt  hat,  wo  er  ein  frtihes  Grab  fand. 

Auch  Brioschi,  der  als  verehrter  Senior  den  Mittelpunkt  unseres 
ersten  Kongresses  bildete,  ist  kurze  Zeit  darauf  aus  dem  Leben  ge- 
schieden.  Was  die  modeme  Algebra  ihm  verdankt,  wie  er  die  von 
GauB,  Abel,  Galois  ausgehenden  neuen  Gedanken  weiter  bildete  und 
dem  Yerstandnis  zuganglich  machte,  ist  in  frischem  Andenken  bei  den 
Zeitgenossen.     Unvergessen  ist  aber  auch  in  seinem  Yaterlande  seine 
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Tatigkeit  als  Staatsmann,  die  Verdienste^  die  er  sich  in  dem  neuerstan- 
denen  Konigreich  Italien  urn  die  Hebung  des  Unterrichtswesens  und 
auf  anderen  Gebieten  der  Staatsverwaltung  erworben  hat. 

Und  als  wir  die  Vorbereitungen  zu  diesem  unserem  dritten  Kon- 
gresse  ins  Werk  setzten,  da  batten  wir  die  Hoffnung,  den  MitbegrUnder 
der  neueren  Geometrie,  den  grofien  Mathematiker  und  tapferen  Patrioten, 
dem  das^heutige  Italien  so  viel  verdankt,  Luigi  Cremona  bier  zu  be- 
grtlfien  und  vielleicht  sprechen  zu  boren.  Vor  wenigen  Monaten  hat 
der  Tod  audi  diesem  tatenreichen  Leben  ein  Ende  gemacht. 

Lassen  Sie  mich  auch  dem  Andenken  anErwin  Bruno  Christoffel 
einige  Worte  widmen,  der  im  Jahre  1900  unter  schweren  korperlichen 
Leiden  sein  einsames  Leben  beschlofi.  Wer  den  stattlichen  und  inter- 
essanten  Mann  gekannt  hat^  bewahrt  das  Bild  einer  ungew5hnlichen 
und  bedeutenden  Personlichkeit.  In  der  Wissensehaft  und  wo  er  als 
Lehrer  gewirkt  hat,  in  Ztlrich,  in  Berlin,  in  StraBburg  hat  er  tiefe 
Spuren  hinterlassen.  Der  deutschen  Universitat  StraBburg  hat  er  von 
ihrer  Begriindung  an  durch  mehr  als  20  Jahre  als  eines  ihrer  hervor- 
ragendsten  Mitglieder  angehort,  bis  ihn  die  Beschwerden  des  Alters 
zwangen,  der  Lehrtatigkeit  zu  entsagen. 

Endlich  kann  ich  —  gerade  in  Heidelberg  —  nicht  an  dem  An- 
denken eines  Mannes  mit  Stillschweigen  voriibergehen,  Lazarus 
Fuchs.  Mit  Freuden  hat  er  noch  die  Nachricht  begriiBt,  daB  gerade 
bier  auf  dem  ihm  zur  zweiten  Heimat  gewordenen  Boden  sich  die  Mathe- 
matiker versammeln  sollten.  Aber  er  selbst  durfle  es  nicht  mehr  er- 
leben.  In  seinen  Arbeiten  zur  Theorie  der  DiflFerentialgleichungen  hat 
er  sich  ein  unvergangliches  Denkmal  gesetzt. 

Es  ist  damit  die  Liste  derer  noch  lange  nicht  erschopft,  die  in  den 
letzten  Jahren  aus  dem  v/issenschafklichen  Schaffen  abgerufcn  sind. 
Ich  kann  sie  nicht  alle  erwahnen  imd  ich  bitte,  es  nicht  als  ein  Zeichen 
minderer  Schatzuug  zu  betrachten,  wenn  ich  von  den  flbrigen  nicht 
spreche. 

Ich  muB  gestehen,  als  ich  begann,  mir  aus  AnlaB  des  bevorstehen- 
den  Kongresses  die  Geschichte  der  Wissensehaft  der  letzten  Jahre  ins 
Gedachtnis  zurilckzurufen,  da  hatte  ich  zuerst  den  Eindruck,  als  ob  ich 
nur  an  Grabern  der  Vergangenheit  stehe;  eine  so  reiche  Emte  hat  der 
Tod  gehalten. 

Ein  anderes  Bild  aber  zeigt  sich  mir,  wenn  ich  die  Arbeiten  und 
Erfolge  unserer  heutigen  Wissensehaft  betrachte.  Hier  ist  (iberall  frisches 
Leben.  Nirgends  ist  Stillstand.  Die  Qedanken  und  Anregungen  der  ver- 
gangenen  Periode  sind  auf  alien  Gebieten  weiter  verfolgt.  Neue  Fragen 
sind  gestellt,   neue  Forschungsgebiete  erschlossen.     Diesem  Eindruck 
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eines  stetigen  Fortschrittes  kann  sich  niemand  entziehen^  der  auf  ein 
geraumes  Sttlck  Geschichte  der  Wissenschaft  in  eigener  Erinnerung 
zurtlckblickt. 

Fragen,  die  in  unseren  Jugendjahren  im  Vordergrund  des  Interesses 
standen^  treten  zuriick,  teils  weil  sie  als  definitiv  beantwortet  gelten, 
teils  weil  sich  die  Forschung  neuen  Fragen  zugewandt  hat. 

Eine  nicht  lange  hinter  uns  liegende  Zeit  hat  mit  Meisterschaft 
die  formale  Seite  der  Mathematik  gepflegt,  ihre  Methoden  zu  einem 
schon  gerundeten  Ganzen  gestaltet^  dessen  wir  uns  noch  jetzt  erfreuen, 
wenn  auch  die  gegenwartige  Generation  nicht  mehr  in  dem  MaBe  das 
entscheidende  Gewicht  darauf  legt. 

Von  groBem  EinfluB  auf  die  Fortbildung  unserer  Wissenschaft  ist 
die  durchgreifende  Umgestaltung  der  Physik  gewesen,  die,  teils  durch 
die  Entdeckung  neuer  Tatsachen,  teils  aber  auch  durch  eine  veranderte 
Anschauung  iiber  das  Wesen  von  Kraft  und  Materie,  in  unseren  Tagen 
einen  machtigen  Aufschwung  genommen  hat.  Die  Folgerungen  aus 
diesen  neuen  Anschauungen  zu  sichem  ist  eine  Aufgabe  der  Mathe- 
matik, der  die  alten  Hilfsmitt^l  nicht  immer  gewachsen  waren. 

Es  ist  wohl  mehr  ein  Zukunftsbild,  wenn  ich  auf  eine  Entwick- 
lung  der  Analysis  hinweise,  deren  Ansatze  sich  wohl  hie  und  da  — 
besonders  bei  englischen  Forschem  —  erkennen  lassen,  die  unter  Ver- 
zicht  auf  die  mathematische  Scharfe  der  Begri£Pe  den  Beddrfnissen  der 
Physik  gentlgt,  indem  sie  mit  den  unserer  Wahmehmung  der  AuBen- 
welt  anhaftenden  unscharfen  Grenzen  und  allmahlichen  tJber^ngen 
rechnet.  In  dem  gleichen  Sinne  wirken  die  Anforderungen,  die  die 
modeme  Technik  an  unsere  Wissenschaft  stellt. 

DaB  hierdurch  eine  Menge  neuer  Gedanken  in  Bewegung  gesetzt 
werden,  die  nach  Klarung  und  Weiterbildung  ringen,  gibt  unserer 
Wissenschaft  frisches  reges  Leben. 

Auf  der  anderen  Seite  stehen  die  abstrakten  Zweige  der  Wissen- 
schaft, die  sich  —  nach  einem  drastischen  Ausdruck  von  Dirichlet 
—  noch  mit  keiner  Anwendung  befleckt  haben,  im  Ernst  gesprochen, 
in  denen  die  Reinheit  der  mathematischen  Idee  Selbstzweck  ist.  In  der 
Tat  ist  es  der  Natur  der  Sache  nach  unmoglich,  daB  Fragen  wie  die 
nach  der  Quadratur  des  Kreises  oder  der  Dreiteilung  des  Winkels  je- 
mals  irgend  welche  praktische  Bedeutung  erlangen.  Gleichwohl  haben 
gerade  solche  Fragen,  soweit  die  historische  tTberlieferung  zuriick- 
reicht,  das  wissenschaftliche  Denken  unausgesetzt  und  intensiv  be- 
schaftigt,  und  far  die  Entwicklung  des  mathematischen  Geistes  sind  sie 
von  der  allergr5Bten  Bedeutung  gewesen. 

Hier  geht  durch  die  ganze  Geschichte  der  Wissenschaft  ein  Zug 
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steiigen  Zusammenhanges^  der  im  19.  Jahrhundert  durch  die  glanzenden 
Namen  yon  6auB,  Lagrange,  Abel  gekennzeichnet  ist.  Auch  unsere 
Zeit  hat  auf  diesem  Gebiete  manches  alte  Problem  gel5st  und  den  Aus- 
bliek  anf  nene  ge5ffhet.  So  ist  uns  die  Quadratur  des  Kreises  heute 
eine  abgetane  Sache,  und  Algebra  und  Zahlentheorie  haben  sich  zu 
einem  Oanzen  yereinigt,  in  dem  die  Harmonie  und  GesetzmaBigkeit  des 
Zahlenreiches  inimer  schoner  hervorleuchtei 

Wohl  kaum  hai*  es  eine  Zeit  gegeben,  da  der  philosophische 
Teil  unserer  Wissenschaft,  die  Frage  nach  dem  letzten  Grunde  unserer 
mathematischen  tTberzeugung  ein  so  allgemeines  Interesse  in  Anspruch 
nahm,  wie  jetzt.  Diese  uralten  Fragen  sind  wieder  in  FluB  gebracht 
durch  die  Untersuehungen  yon  Gaufi,  Kiemann,  Helmholtz,  und 
sind  in  unseren  Tagen  von  einer  neuen  Seite  angegriflfen  worden.  Und 
wenn  dadurch  der  naiye  Glaube  an  die  Yoraussetzungslosigkeit  unserer 
Wissenschaft  erschtlttert  ist,  so  hat  sich  dagegen  gezeigt,  daB  wir  eben- 
so  wie  nach  oben  an  dem  Weiterbau  der  Wissenschaft,  nach  unten  an 
dem  Suchen  nach  den  Wurzeln  und  letzten  Grtlnden  ein  Ziel  haben, 
dem  wir  uns  zwar  nahem,  das  wir  aber  niemals  ganz  erreichen  werden. 

Eine  groBe  Rolle  spielen  heutzutage  endlich  die  padagogischen 
Fragen.  Das  yielgestaltige  Leben  unserer  Zeit  hat  auch  dem  Jugendunter- 
richt  neue  Aufgaben  gestellt.  Der  Stoff  hat  sich  erweitert  und  die  Frage 
drangt  sich  auf,  wie  es  zu  yereiuigen  ist,  der  Jugend  die  Summe  der 
fSrs  Leben  notwendigen  Kenntnisse  und  Fertigkeiten  beizubringen,  ohne 
doch  die  harmonische  Ausbildung  des  Geistes  zur  yoUen  Humanitat 
preiszugeben.  Und  auf  der  Stufe  des  Hochschul-Unterrichts  handelt 
es  sich  gleichfalls  darum,  die  Gymnastik  des  Geistes,  die  durch 
die  strenge  Diss^lin  des  mathematischen  Denkens  gewonnen  wird, 
ohne  Oberlastung  mit  den  Anforderungen  des  Faehstudiums  zu  yer- 
einigen. 

Es  wird  die  Aufgabe  unseres  Eongresses  sein,  yon  dem  gesamten 
Leben  unserer  Wissenschaft  und  yon  ihrem  gegenwartigen  Stande 
Rechenschaft  zu  geben.  Wir  waren  bemttht,  in  den  Sektionen  und  in 
den  allgemeinen  Versammlungen  fiir  jeden  Zweig  unserer  Wissenschaft 
charakteristische  Proben  zu  geben,  und  wir  haben  bereitwilliges  Ent- 
gegenkommen  gefunden,  fiir  das  ich  schon  jetzt  Dank  sage. 

Aber  wir  haben  noch  eine  Aufgabe  der  Pietat  zu  erfiillen.  Vor 
zwei  Jahren  haben  wir  das  hundertjahrige  Geburtsjubilaum  yon  Niels 
Uenrik  Abel  unter  herzerfreuender  Gastfreundschaft  seines  Heimat- 
landes  Norwegen  glanzend  gefeiert.  Zwei  Jahre  spater  als  Abel  ist 
sein  Nebenbuhler  und  Mitstreiter  Jacobi  geboren.  Es  fallt  also  in 
das  Jahr  unseres  Eongresses  der  hundertste  Geburtstag  dieses  groBen 
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Mathematikers.  Seinem  Gedachtnis  gilt  in  erster  Linie  der  heutige 
Eroffiiungstag  imseres  Kongresses. 

Hiermit  erklare  ich  den  dritten  intemationalen  Mathematikei^Kon- 
greB  ftlr  eroflfnet. 

Nach  Beendignng  dieser  Rede  sprach  Seine  KonigHche  Hoheit  der 
ErbgroBherzog  den  KongreBteilnehmern  in  herzlichen  Worten  Seinen 
und  Seines  Hohen  Vaters  WillkommengruB  aus,  welchen  Weber  mit 
einigen  Worten  des  Dankes  erwiderte.  Hierauf  begriiBten  den  Kon- 
crreB  Ministerialdirektor  Freiherr  v.  Marschall  im  Namen  der  badi- 
schen  Regierung,  Prorektor  Professor  Braune  im  Namen  der  Univer- 
sitat  Heidelberg  und  der  beiden  anderen  Hochschulen  Badens  und 
Oberbdrgermeister  Dr.  Wilckens  im  Namen  der  Stadt  Heidelberg. 
Nachdem  sodann  der  Schriftfiihrer  ein  BegrfiBungstelegramm  des  PreuBi- 
schen  Kultusministers  verlesen  und  der  Vorsitzende  auf  die  stattgefim- 
denen  BegrflBungen  gedankt  hatte,  ergriff  K 6 nigsberger- Heidelberg 
das  Wort,  um  die  Gedachtnisrede  auf  Jacob i  zu  halten. 

Nach  dieser  Rede  erhob  sich  Schwarz-Berlin   zu  folgender  An- 

sprache: 

Es  ist  mir  die  hohe  Ehre  zuteil  geworden,  im  Namen  der  Konig- 
lich  PreuBischen  Akademie  der  Wissenschaften,  sowie  im  Namen  von 
Rektor  und  Senat  der  Koniglichen  Friedrich-Wilhelms-Universiiat  zu 
Berlin,  zugleich  auch  im  Namen  des  hier  anwesenden  Vertreters  der 
Koniglichen  Albertus-Universitat  zu  Konigsberg  in  PreuBen  der  Deat- 
schen  Mathematiker-Vereinigung  den  Dank  auszusprechen  fllr  die 
Einladung  zur  Teilnahme  an  der  mit  dem  HI.  Intemationalen  Mathe- 
matiker-KongreB  verbundenen  Jacobifeier. 

Mit  ungeteilter  freudiger  Zustimmung  haben  die  genannten  Korper- 
schaften,  zu  denen  Jacob i  wahrend  seiner  glanzenden  akademischen 
Wirksamkeit  in  engster  Beziehung  stand,  Kenntnis  erhalten  von  dem 
Beschlusse  der  Deutschen  Mathematiker-Vereinigung,  zu  Ehren  Jacob  is 
eine  Sonderfeier  zu  veranstalten. 

Wenn  auch  unter  gewohnlichen  Verhaltnissen  die  drei  Korper- 
schaffcen,  in  deren  Namen  zu  sprechen  ich  die  Ehre  habe,  unbestritten 
das  nachste  Anrecht  darauf  gehabt  haben  warden,  eine  Feier  zu  Ehren 
Jacob  is  zu  veranstalten,  so  ist  mit  dem  Zeitpunkte,  an  welchem  der 
BeschluB  gefaBt  wurde,  den  HI.  Intemationalen  Mathematiker-Kon- 
greB  auf  deutschem  Boden  und  zwar  in  Heidelberg  abzuhalten,  die 
Sachlage  eine  voUig  andere  geworden.  Keiner  der  drei  genannten 
Korperschaften  wtirde  es  moglich  gewesen  sein,  der  Jacobifeier  einen 
so  unvergleichlich  schouen  Rahmen  zu  gebeu,  wie  ihn  Heidelberg 
bietet;  denn  unter  alien  den  schonen   und  schonsten  Fleckchen  Erde, 
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welche  unser  deutsches  Vaterland  sein  eigen  nennt,  gibt  es  nur  ein 
Heidelberg  I 

Sicherlich  ware  es  aucli  schwer  gewesen,  auBerhalb  Heidelbergs 
einen  Mann  zu  finden,  der  in  gleicher  Weise  geeignet  und  geneigt  ge- 
wesen  ware,  mit  gleieh  liebevoller  Hingebung  den  Lebensurastanden 
und  den  wissenschaftlichen  Leistungen  des  groBen  Mathematikers  nach- 
zuforschen  und  sie  mit  solcher  Kunst  und  VoUendung  darzustellen, 
wie  es  der  Herr  Vorredner  getan  hat. 

Dem  mir  erteilten  Auftrage  komme  ich  nach,  wenn  ich  im  Namen 
der  genannten  drei  Korperschaffcen  Euerer  Koniglichen  Hoheit,  der 
Deutschen  Mathematiker-Vereinigung  und  alien  Teilnehmem  an  dem 
III.  Intemationalen  Mathematiker  -  Kongresse  den  Dank  filr  die 
Ehrung  ausspreche,  welche  Sie  dem  Andenken  Jacobis  durch  die  heutige 
Feier  haben  zuteil  werden  lassen. 

Noch  einen  Auftrag  habe  ich  zu  erfOUen. 

Die  PreuBische  Akademie  der  Wissenschaften  hat  das  Andenken 
Jacobis  durch  die  Hemusgabe  seiner  wissenschaftlichen  Werke  geehrt; 
sie  hat  aber  noch  eine  andere  Pfiicht  der  Pietat  dem  groBen  Qelehrten 
gegenflber  erftUlt. 

Vor  wenig  Jahren  erhielt  ein  Mitglied  der  Akademie  von  der  da- 
mals  noch  lebenden  hochbetagten  Gattin  des  Yerstorbenen  die  Mitteilung, 
daB  eine  Pflege  des  Jacobischen  Grabes  femerhin  nicht  gestattet  werden 
soUe.  Dies  war  fQr  die  Akademie  die  Yeranlassung^  sofort  die  er- 
forderlichen  Verhandlungen  einzuleiten  und  mit  Erfolg  durchzufiihren, 
um  aus  den  Mitteln  der  Akademie  die  Grabstatte  Jacobis  fiir  die 
Zeit  zu  erwerben,  wahrend  der  der  Dreifaltigkeitskirchhof  in  Berlin,  auf 
welchem  die  Grabstfttte  belegen  ist  (am  Bliicherplatz  vor  dem  Halli- 
schen  Tore),  Qberhaupt  als  Kirchhof  bestehen  bleiben  wird. 

Die  Akademie  hat  die  femere  Pflege  des  Jacobischen  Grabes  und 
des  auf  ihm  errichteten  Krauzes  libemommen  und  fQr  eine  passende, 
einfieM^he  aber  wGirdige  Einfriedigung  desselben  Sorge  getragen. 

Infolge  des  Boschlusses  der  physikalisch-mathematischen  Klasse 
der  Akademie  bin  ich  beauftragt,  die  Grabstatte  Jacobis  in  ihrem 
gegenwartigen  Zustande  den  Teilnehmem  des  Kongresses  im  photo- 
graphischen  Bilde  vorzufUhren. 

Ich  bin  femer  beauftragt,  das  Bild  selbst,  nachdem  die  KongreE- 
teilnehmer  es  betrachtet  haben  werden,  Herm  Geheimrat  Koenigs- 
berger,  dem  Biographen  Jacobis,  mit  der  Bitte  zu  iibergeben,  es 
dauernd  in  Besitz  nehmen  und  ihm  in  seinem  Hause  einen  Platz  ge- 
wahren  zu  wollen. 
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Damit  war  das  Programm  der  ersten  allgemeinen  Sitziing  beendigt; 
Seine  Konigliche  Hoheit  der  ErbgroBherzog  verweilte  noch  langere 
Zeit  im  Saale,  um  sich  eine  groBere  Anzahl  der  anwesenden  aus- 
wartigen  EongreBmitglieder  yorstellen  zu  lassen. 

Nachmittags  4  Uhr  erfolgte  die  Bildung  der  Sektionen^  iiber  deren 
Tatigkeit  unten  gesondert  berichtet  wird. 

Abends  7  Uhr  begann  das  Bankett  in  der  StadthaHe,  zu  welchem 
wiederum  Seine  Konigliche  Hoheit  der  ErbgroBherzog  erschien.  Den 
Reigen  der  Toaste  eroffiiete  der  Vorsitzende,  Weber-StraBburg,  mit 
einem  Toaste  auf  den  Kaiser  und  den  GroBherzog  und  einer  Begrdfiong 
des  ErbgroBherzogs,  worauf  Dieser  mit  einem  Toaste  auf  die  Staats- 
oberhaupter  aller  auf  dem  KongreB  vertretenen  Lander  antwortete.  Es 
wurden  hierauf  folgende  Huldigungstelegramme  an  den  Kaiser  und  den 
GroBherzog  abgesandt: 

An  des  Kaisers  Majestat,  Berlin. 

Dem  machtvoUen  Herrscher  des  Deutscheh  Reiches,  dem  unermfid- 
lichen  Schirmer  des  Friedens  sendet  der  zum  erstenmal  auf  deutschem 
Boden   versammelte  Internationale  Mathematiker-KongreB  ehrerbietigste 

^  ^'  Im  Auftrage:  Prof.  Weber.     Prof.  Krazer. 

An  Seine  Konigliche  Hoheit  den  GroBherzog  von  Baden^  St.  Moritz-Bad. 

Dem  allverehrten  Fflrsten  und  Herm  des  schonen  Landes,  dessen 
Gastfreundschaft  wir  genieBen^  dem  warmherzigen  BeschUtzer  von  Kunst 
und  Wissenschaft  huldigen  wir  in  Verehrung  und  Dankbarkeit. 

Die  zum  lU.  Intemationalen  KongreB  in  Heidelberg 
versammelten  Mathematiker. 
Im  Auftrage:  Prof.  Weber.     Prof.  Krazer. 

Sodann  sprach  Klein- Go ttingen  den  Dank  der  Deutschen  Mathe- 
matiker-Vereinigung  alien  Behorden^  die  zum  Zustandekommen  des  Kon- 
gresses  mitgewirkt  batten^  insbesondere  der  badischen  Regierung  aus, 
namens  welcher  Ministerialdirektor  Freiherr  v.  Marschall  mit  einem 
Hoch  auf  die  mathematische  Wissenschaft  erwiderte.  Darauf  begrQfite 
der  Schriftftihrer  im  Namen  der  deutschen  Mathematiker  die  aus- 
landischen  Kollegen;  namens  dieser  dankte  Geiser-ZUrich^  indem  er 
auf  die  Verbriiderung  der  Nationen  durch  die  Wissenschaft  sein  Glas 
leerte.  Einen  Toast  von  Nother-Erlangen  auf  die  Stadt  Heidelberg 
erwiderte  Biirgermeister  Walz.  Als  letzter  erhob  sich  endlich  Heffter- 
Bonn  zu  einem  mit  lebhaftem  Beifall   aufgenommenen  mathematischen 
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Damentoast.  Gegen  10  Uhr  verlieB  Seine  Konigliche  Hoheit  der  Erb- 
groBherzog  das  Bankett,  dessen  Teilnehmer  sich  dann  zu  kleineren 
Gruppen  vereinigten. 

Mittwoch,  den  10.  An^st. 

Den  Vormittag  fiillten  Sektionssitzungen  aus.  Fiir  den  Nach- 
mittag  hatte  Seine  Konigliche  Hoheit  der  GroBherzog  den  KongreB  zu 
einem  Empfang  in  den  SchloBgarten  nach  Schwetzingen  eingeladen^ 
wohin  zwei  Sonderzlige  um  4**^  und  4**  Uhr  die  Gaste  brachten.  Kurz 
vor  den  KongreBteilnehmem  war  in  Vertretung  Seines  Hohen  Vaters 
Seine  Konigliche  Hoheit  der  ErbgroBherzog  in  Schwetzingen  einge- 
tro£Pen.  Er  erwartete  die  Gaste  im  SchloBgarten  und  nahm  bis  gegen 
7  Uhr  die  Vorstellung  aller  Erschienenen  entgegen.  WShrend  des 
Empfanges  war  im  Garten  Tee  serviert  worden.  Spater  scharten  sich 
die  KongreBteilnehmer  vor  den  in  der  Orangerie  aufgestellten  BOffetts. 
Um  8  Uhr  gingen  die  Gaste^  nachdem  noch  Weber-StraBburg  ein 
Hoch  auf  Seine  Konigliche  Hoheit  den  ErbgroBherzog  ausgebracht 
hatte,  zum  Bahnhof  zurQck,  um  mit  den  um  8^**  und  8*'^  Uhr  abgehenden 
Sonderzttgeu  nach  Heidelberg  zurUckzukehren. 

Donnerstag,  den  11.  Angast. 

Beim  Beginn  der  in  der  Aula  der  Universitat  vormittags  10  Uhr 
stattfindenden  2.  allgemeinen  Sitzung  verlas  der  Schriftfilhrer  zunachst 
die  folgenden,  tags  zuvor  eingetroffenen  Antworttelegramme  des  Kaisers 
und  des  GroBher/ogs: 

An  den  Mathematiker-KongreB^  Heidelberg. 
Aus  Swinemtlnde. 

Seine  Majestat  der  Kaiser  und  Konig  lassen  den  Mitgliedem  des 
UI.  Intemationalen  Mathematiker-Kongresses,  der  zum  erstenmal  auf 
deutschem  Boden  sich  versammelt  hat,  Seinen  Kaiserlichen  GruB  ent- 
bieten  und  fUr  das  Huldigungstelegramm  Dank  sagen.  Den  Arbeiten 
des  Kongresses  wQnscht  Seine  Majestat  besten  Erfolg.  Im  Aller- 
hochsten  Auftrag 

V.  Tschirsky,  kgl.  Gesandter. 

An  die  Herren  Professoren  Weber  und  Krazer,  Heidelberg. 
Aus  St.  Moritz-Bad. 

Ich  ersuche  Sie  beide,  den  Mitgliedern  des  so  hoch  schatzl)aren 
Mathematiker- Kongresses    meinen    warmsten   Dank   zu    ilberuiitteln    fQr 

Verh.  d.  111.  Interaat  Matliera.-Kougr.  Heidelberg  ltM)4.  3 


34  I.  Teil:  Chronik  des  Kongresscs. 

die  mir  gewidmete,  selir  freundliche  BegrUBung  und  fUr  den  80  werten 
Ausdruck  Direr  Gefiihle.  Ich  bin  sehr  erfreut  darQber,  daB  es  der  ehr- 
wUrdigen  Ruperto-Carola  vergonnt  ist,  einen  so  seltenen  KongreB  in 
ihrer  Mitte  zu  besitzen  und  ihm  treue  Gastfreundschaft  zu  bieten.  Icb 
wilnscbe  von  Her/en,  daB  Sie  alle  Ihrem  Aufentbalt  in  meinem  Lande 
ein  freundliches  Andenken  bewahren  mogen. 

Fried  rich,  GroBherzog  von  Baden. 

Hierauf  (iberreichte  Qutzmer-Jena  die  im  Auftrage  des  Yorstandes 
von  ibm  verfaBte  Gescbichte  der  Deutschen  Mathematiker-Yereinigung 
mit  folgenden  Worten: 

Mehr  als  im  allgemeinen  andere  Wissenscbaften  erfordert  die 
Mathematik  von  ihren  Jiingem  ein  Yersenken  in  die  Einsamkeit,  um 
fern  dem  Getriebe  des  realen  Lebens  den  Gesetzen  von  MaB  und  Zahl 
nachspiiren  zu  konnen. 

Aber  neben  den  Fragen,  die  der  Einzelne  zu  beantworten  sucht, 
die  vielleicht  erst  in  seinem  Kopfe  zu  Problemen  geworden  sind,  gibt 
es  auch  in  der  Mathematik  Aufgaben  mannigfacher  Art,  die  nur  durch 
das  Zusammenwirken  der  Mathematiker  erledigt  werden  konnen. 

Um  den  weiten  Kreis  dieser  Aufgaben  einigermaBen  zu  kenn- 
zeichnen,  sei  nur  an  die  wichtige  Frage  der  zweckmaBigen  Gestaltung 
des  Unterrichts  erinnert,  an  die  Frage  einer  angemessenen  Formulierung 
der  PrGfungsordnungen,  an  die  Beriicksichtigung  der  Anwendungen  der 
Mathematik  auf  die  Probleme  des  Lebens,  auf  Astronomie,  Geodasie 
und  Physik  und  —  last  aber  gewiB  nicht  least  —  auf  die  Technik. 
Es  sei  femer  liingewiesen  auf  die  besondere  Wichtigkeit,  welche  z.  B. 
auch  fiir  den  Einzelforscher  die  lieferate  und  Encyklopadien  besitzen, 
die  nur  von  einer  Gemeinschaft  von  Fachgenossen  hergestellt  werden 
konnen. 

So  gewiB  es  ist  und  blefben  wird,  daB  die  groBen  Fortschritte  der 
Mathematik  durch  die  Entdeckungen  eiuzelner  bevorzugter  Forscher 
herbeigefiihrt  werden,  so  sicher  kann  behauptet  werden,  daB  es  stets 
Fragen  gibt,  die  eine  Kooperation  voraussetzen,  und  daB  es  Zeiten  gibt, 
wo  die  Erledigung  dieser  Fragen  von  ebenso  groBer  Bedeutung  ist  als 
die  Entdeckung  des  einen  oder  anderen  Theorems. 

In  einer  solchen  Zeit  scheinen  wir  jetzt  zu  leben.  tberall,  in 
England,  in  Frankreich,  in  Amerika^  in  Deutschland  sind  wiclitige 
Fragen  dieser  Art  zur  Erledigung  gebracht  worden  oder  barren  ihrer 
baldigen  Losung. 

In  Deutschland  hat  die  Deutsche  Mathematiker-Yereinigung  den 
bezeichneteu  Kreis  von  Fragen  mit  unausgesetzter  Aufmerksamkeit  ver- 
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folgt  and  an  deren  Losung  und  Klarung  mitgewirkt.  Es  erschien  als 
ein  Bediirfiiis^  von  der  Tatigkeit  der  Vereinigung  Rechenschaft  abzu- 
legen.  Das  ist  in  einer  kleinen  Schrift  geschehen,  die  ich  im  Auftrage 
des  Vorstandes  verfaBt  habe.  Ich  mocbte  nicht  verfehlen,  alien  den 
Herren  meinen  Dank  auszusprechen^  die  mich  durch  Mitteilungen  und 
Bemerknngen  unterstiitzt  haben^  und  dabei  aucb  des  Entgegenkommens 
der  Verlagsbuchhandlung  von  B.  6.  Teubner  in  Leipzig  dankbar  zu  ge- 
denken. 

Das  anspruchslose  Heft  ist  den  Teilnehmern  des  gegenwartigen 
Kongresses  gewidmet^  und  ich  schatze  es  mir  zur  besonderen  Ehre^ 
diese  „Geschichte  der  Deutschen  Mathematiker- Vereinigung^*  gerade  hier 
in  Heidelberg,  wo  vor  15  Jahren  auf  Anregung  von  Georg  Cantor 
der  Plan  zu  ihrer  OrQndung  nach  auBen  hin  bekannt  gegeben  wurde, 
angesichts  einer  illustren  intemationalen  Versammlung  Ihnen,  hoch- 
geehrter  Herr  President,  hiermit  ilberreichen  zu  diirfen. 

Nachdem  Gutzmer  geendigt  hatte,  Uberreichte  Klein- Gdttingen 
namens  der  Akademischen  Kommission  (in  Vertretung  ihres  Vorsitzen- 
den  V.  Dyck-Mttnchen)  den  nunmehr  fertiggestellten  ersten  Band  der 
Encyklopadie  der  mathematischen  Wissenschaften.  Das  SchluBheft  des 
Bandes  enthalt  auBer  einem  allgemeinen  einleitenden  Bericht  des  Yor- 
sitzenden  und  einem  besonderen  Vor  wort  des  Herausgebers  F.  Meyer- 
Konigsberg  insbesondere  ein  von  letzterem  gearbeitetes  ausftihrliches 
alphabetisches  Autoren-  und  Sachregister.  Der  Yortragende  dankt  alien 
Mitarbeitem  (deren  hingebende  Tatigkeit  in  erster  Linie  das  Zustande- 
kommen  des  Bandes  ermoglichte),  femer  F.  Meyer,  dessen  Initiative 
der  Plan  der  Encyklopadie  anfanglich  entsprungen  ist  und  der  nun 
auch  zuerst  die  Genugtuung  erlebt,  einen  abgeschlossenen  Band  vor- 
legen  zu  konnen,  endlich  auch  noch  der  Verlagsbuchhandlung,  welche 
ihre  groBe  Leistungsfahigkeit  sozusagen  unbeschrankt  in  den  Dienst 
des  Untemehmens  gestellt  hat.  An  den  femeren  Banden  II — YI  wird 
z.  Z.  gleichformig  weiter  gearbeitet,  so  daB  man  ihrer  Fertigstellung 
in  absehbarer  Zeit  entgegensehen  darf.  Aber  zugleich  eroffhen  sich 
bereits  Perspektiven  auf  femere  Weiterflihrung  des  Untemehmens. 
Mo  Ik -Nancy  wird  sogleich  das  erste  Heft  einer  franzosischen  Aus- 
gabe  vorlegen,  die  unter  Mitwirkung  hervorragendster  franzosischer 
Autoren  zustande  kommt  und  damit  als  zweite  verbesserte  Auflage  der 
bisherigen  Ausgabe  erscheinen  kann.  Man  darf  ho£Pen,  daB  spilter 
wieder  eine  neue  deutsche  Ausgabe  folgt,  in  der  alles  das  viele  Material 
an  Berichtigungen  und  Vervollstandigungen ,  welches  bis  dahin  zu- 
sammengekommen  sein  wird,  eiugearbeitet  werden  soil.    Die  Redaktion 
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der  deutschen  Ausgabe  bittet  die  Mathematiker  des  In-  und  Auslandes 
schon  jetzt  ihr  solches  Material  zukommen  zu  lassen. 

Hierauf  sprach  Molk-Nancy  unter  Cberreichung  des  ersten  Hefies 
der  von  ihm  herausgegebenen  franzosiechen  Ausgabe  der  EIncyklopadie 
folgendes: 

J'ai  rhonneur  de  vous  presenter  le  premier  fascicole  de  Tediiion 
fran9aise  de  rEneyclopedie  des  sciences  math^matiques.  Cette  edition 
fran^aise  vient  s'adjoindre  a  Tedition  allemande  de  la  meme  Encyclo- 
pedie.  Ce  n'est  pas  uue  simple  traduction:  c*est  un  expose^  fait  par 
des  mathematiciens  de  langue  franyaise,  des  articles  contenus  dans  I'edi- 
tion  allemande;  ces  articles  sont  completes^  mis  a  jour;  le  mode  d  ex- 
position est  d'ailleurs  entierement  conforme  aux  traditions  franfaises. 
Toutefois  le  caractere  general  de  la  premiere  edition  est  conserve: 
Tedition  fran9aise  est  publiee  sous  les  auspices  des  memes  Academies; 
un  delegue  de  ces  Academies  en  suit  la  publication;  d'autre  part^  le 
role  considerable  joue^  dans  la  realisation  de  la  conception  meme  de 
rEneyclopedie,  par  les  redacteurs  des  differents  tomes  de  Tedition  alle- 
mande est  mis  en  evidence  par  la  mention  du  nom  de  ces  redacteurs 
sur  la  page-titre  de  chacun  des  volumes  de  Tedition  fran^aise. 

Les  noms  des  editeurs  de  notre  edition,  B.  6.  Teubner  a  Leipzig 
et  Gautbier-Villars  a  Paris  sont  universellement  connus  et  chacun  sait 
ce  que  la  science  mathematique  leur  doit.  Leur  devise  commune  est 
et  sera:  Viribus  unitis. 

Pour  faciliter  les  recherches  du  lecteur,  le  titre  de  chaque  article 
est  reproduity  en  tout  ou  en  partie,  de  deux  pages  en  deux  pages;  ce 
titre  est  encadre  par  le  nom  de  Fauteur  de  Tarticle  allemand  et  par 
celui  de  Tauteur  de  Texpose  fran^ais.  Ces  deux  auteurs  forment  ainsi 
un  complexe  oit  la  seconde  unitc^  Tunite  fran^aise,  vient  completer  la 
premiere  unite,  Tunite  allemande.  II  serait  certes  desirable  que  d'autres 
unites  viennent  s'adjoindre  a  ces  deux  unites  pour  donner  encore  da- 
vantage  a  rEneyclopedie  un  caractere  aussi  universel  que  la  Math^ 
matique  elle-meme;  cette  adjonction  est  possible  sans  que  rien  ne  soit 
change  a  Tidee  directrice  imprimee  a  TEncyclopedie  par  les  redacteurs 
de  la  premiere  edition:  notre  edition  fran9aise  en  foumira  une  premiere 
preuve  tangible. 

Francois  Viete,  notre  maitre  a  tons,  ecrivait,  en  tote  d'un  de  ses 
principaux  ouvrages: 

„Je  fais  le  mien  autant  que  Dieu  le  permet 

„Que  chacun  fasse  le  sien  et  la  science  accroitra. 

En  nous  donnant  son  concours  dans  le  domaine  qu'il  a  le  plus 
approfoudi,  chacun  de  vous,  Messieurs,   peut  contribuer  a  ce  que  TEn- 
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cjclopedie  reponde  de  mieiix  en  mieux  aux  besoins  des  matbematiciens 
et  des  ingenieurs  contemporains.  £t  par  cela  meme  ^^a  science  ac- 
croitra". 

Es  folgten  sodann  die  Vortrage  von  Painl  eve -Paris:  Le  pro- 
bleme  niodeme  dc  Tintegratiou  des  equations  difi'erentielles,  and  von 
Grcenhill- London:  Tbe  matbematical  tbeory  of  tbe  top  (considered 
bistorically). 

:  Nacbmittags  4  Ubr  wurde  im  Museumssaale  durcb  Anspracben 
von  Gutzmer-Jena  und  Disteli-StraBburg  die  Ansstellung  matbema- 
tiseher  Literatur  und  matbematiscber  Modelle  und  Apparate  eroffnet.*) 
An  diese  Anspracben  scbloB  sicb  zunacbst  ein  kurzer  Vortrag  von 
Runge- Hannover  ilber  die  Leibnizscbe  liecbenmascliine,  sodann  Demon- 
strationen  mit  dem  Zeifiischen  Epidiaskop  und  ein  Vortrag  mit  Scbatten- 
bildern  von  Wiener- Darmstadt. 

Um  7^7  Ubr  stand  ein  Sonderzug  zur  Fabrt  nacb  Scblierbacb  bereit, 
von  wo  die  Fabre  die  Teilnebmer  nacb  Ziegelbausen  iJbersetzte.  Um 
8  Ulir  ertonte  dort  das  Signal  zur  Abfabrt  und  es  fubren  die  Kon- 
greBteilnebmer  in  den  von  der  Stadt  Heidelberg  gestellten  Booten 
den  FluS  binunter  zur  Besichtigung  der  Scblofibeleucbtung  und  des 
sicb  daran  anscblieiienden  Feuerwerks.  Gegen  y^lO  Ubr  legten  die 
Boote  an  der  Stadtballe  an.  Die  KongreBteilnebmer  verlieBen  unter 
Hocbrufen  auf  die  Stadt  Heidelberg  die  Boote  und  blieben  lebbaft  be- 
wegt  von  dem  gesebenen,  einzigartigen  Scbauspiele  nocb  einige  Stunden 
in  zwangloser  Unterbaltung  beisammen. 

Freitag,  den  12.  Angust. 

Der  Vormittag  war,  wie  am  Mittwocb,  Sektionssitzungeu  gewidmet. 

Nacbmittags  von  4%  Ubr  an  fanden  Vortrage  und  Demonstrationen 
in  der  Ausstellung  statt  und  zwar: 

I.  Demonstration  von  Apparaten  aus  der  optiscben  Werkstatte  von 
Carl  ZeiB  in  Jena;  H.  Demonstrationsvortrag  von  Wiener- Darmstadt 
liber  die  Entwicklung  geometriscber  Formen;  HI.  Vortrag  und  Demon- 
stration von  Scbilling-Gottingen. 

Abends  7%  Ubr  begann  die  zu  Ebren  der  KongreBmitglieder  von 
der  Deutscben  Matbematiker-Vereinigung  veranstaltete  Abendunterbal- 
tung  in  der  ScbloBrestauration.  Das  Programm  des  Abends  bestand 
aus  drei  Teilen:  einem  musikaliscben  Telle,  in  welcbem  das  stadtiscbe 
Orchester  abwecbselnd  mit  Miinnercboren   des  Heidelberger  Sangerver- 


*)  Siehe  den  im  III.  Teil  folgenden  Bericht  liber  die  Ausstellung. 
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bandes  eine  Keihe  von  MiisikBtiicken  ziim  Vortrug  brachte.  Den  zweiten 
Teil  deB  Programmes  bildete  eiii  nnterhalb  der  Scheifelterrasse  abge- 
branntes  Feuerwerk,  eingeleitet  durch  eine  Beleuchtung  der  Ost&ssade 
des  SchloBses.  Um  10  Uhr  folgte  als  dritter  Teil  ein  aUgemeiner 
KommerB  unter  dem  Vorsitze  von  Schubert-Hamburg,  der  die  Kon- 
greSteihiehmer  bis  nach  Mittemacht  zusammenhielt. 

Samstag,  den  13.  Angnst. 

Nach  einer  vormittags  9  Uhr  stattgefundenen  kurzen  Sitzung  des 
AusschuBses  begann  um  Oy^  Uhr  die  Geschaftssitzung  des  Kongresses, 
deren  ProtokoU  unten  abgedruckt  ist.  An  diese  schloii  sich  unmittel- 
bar  die  3.  allgemeine  Sitzung  mit  den  Vortragen  von  Segre-Turin:  La 
geometria  d'oggidi  e  i  suoi  legami  coll*  analisi,  und  von  Wirtinger- 
Wien:  Riemanns  Vorlesungen  iiber  die  hypergeometrische  Keihe  und 
ihre  Bedeutung.  Hierauf  verlas  der  Schriftfiihrer  folgendes,  wahrend 
der  Sitzung  eingelaufene  Antworttelegramm  Seiner  Koniglichen  Hoheit 
des  ErbgroSherzogs  auf  eine  ihm  wahrend  des  gestrigen  Abends  tele- 
graphisch  iibersandte  Huldigung: 

Herm  Professor  Schubert,  Heidelberg. 
Aus   Badenweiler. 

Den  Teilnehmem  am  IH.  Intemationalen  Mathematiker-Tag,  die 
bei  der  gestem  von  der  Deutschen  Mathematiker-Vereinigung  veranstal- 
teten  Abendunterhaltung  meiner  so  freundlich  gedachten,  sage  ich  hier- 
fiir  meinen  verbindlichsten  Dank.  Es  wird  mir  stets  eine  werte  Er- 
innerung  sein,  die  Herren  personlich  haben  begriiSen  und  am  Beginn 
des  Kongresses  mich  haben  beteiligen  zu  konnen,  dem  ich  den  erfreu- 
lichsten  und  befriedigendsten  AbschluB  wiinsche. 

Friedrich,  ErbgroBherzog  von  Baden. 

Hierauf  schloB  Weber  den  KongreB  mit  folgender  Ansprache: 
Wir  nahen  uns  dem  Schlusse  des  Kongresses  und  es  liegt  mir  die 
angenehme  Pfiicht  ob,  alien  denen  zu  danken,  die  zum  Gelingen  des 
Kongresses  beigetragen  haben.  Zunachst  also  alien,  die  hierher  ge- 
kommen  sind,  um  an  dem  KongreB  teilzunehmen,  die  zum  Teil  sehr 
weite  Reisen  nicht  gescheut  haben,  um  sich  hier  mit  uns  zu  wissen- 
schaftlicher  Arbeit  zu  vereinigen;  mochten  sie  alle  befriedigt  und  mit 
schonen  Eindrlicken  und  Erinnerungen  in  ihre  Heimat  zurClckkehren. 
Insbesondere  habe  ich  aber  auch  aller  derer  zu  gedenken,  die  uns 
durch  materielle  Untersttltzung  in  den  Stand  gesetzt  haben,  Ihnen  das 
zu  bieten,  was  Sie  hier  gefunden  haben. 
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Seitdem  es  feststandy  dafi  der  III.  Internationule  Mathematiker- 
EongreB  in  Deutschland  Btattiinden  sollte^  hat  sich  der  Vorstand  unserer 
Vereinigung  mit  der  Frage  der  Organisation  beschaftigt.  Es  tauchte 
zuerst  die  Frage  auf,  in  welcher  Stadt  des  weiten  Deutsehen  Reiches 
wir  Sie  empfangen  sollten,  und  da  hat  die  Erwagung^  daB  es  in  einer 
kleineren  Stadt  leichter  sein  wtirde,  die  Kollegen  einander  nahe  zu 
bringen,  als  in  der  GroBstadt,  den  Ausschlag  gegeben,  daB  wir  Sie 
nicht  nach  der  Keichshauptstadt^  sondem  nach  Heidelberg  eingeladen 
haben,  das  fQr  einen  wissenschaftlichen  KongreB  so  auBerordentlich 
gunstige  Bedingongen  bietet. 

Es  beschaftigte  uns  sodann  die  Frage,  die  sich  so  leicht  in  irdi- 
schen  Dingen  dem  kUhnen  Flug  der  Gedanken  und  Hoflnungen  wie  ein 
Bleigewicht  anhaftet:  woher  nehmen  wir  die  Mittel,  um  unsere  Q^ste 
wiirdig  zu  empfangen  und  ihnen  alle  die  wissenschaftlichen  und  litera- 
rischen  Gaben  zu  bieten,  die  wir  im  Sinne  hatten.  Aber  auch  hier 
blieben  wir  nicht  lange  in  der  Not  stecken.  Es  hat  uns  auf  die  Kunde, 
daB  sich  der  KongreB  in  Heidelberg  versammehi  sollte,  die  badische 
Staatsregierung  sofort  einen  Beitrag  von- 3000  M.  zu  ganz  freier  Ver- 
wendung  in  Aussicht  gestellt,  den  der  Landtag  in  dankenswerter  Libe- 
ralitat  bewilligt  hat.  Es  hat  sodann  Seine  Majestat  der  Kaiser  und 
Konig  von  PreuBen  aus  seinem  Dispositionsfond,  mit  besonderer  fiiick- 
sicht  auf  die  Jacobi-Feier  und  die  damit  im  Zusammenhang  stehende 
Publikation  der  Jacobi-Biographie,  5000  M.  bewilligt,  und  die  gleiche 
Summe  ist  von  der  Reichsregiening  hinzugefiigt  worden.  Femer  ist 
uns  von  der  Teubnerschen  Firma,  der  stets  hilfsbereiten  Freundin 
unserer  Wissenschaft,  ein  ZuschuB  von  2000  M.  zu  Teil  geworden. 

Mit  so  reichen  Mitteln  ausgestattet,  konnten  wir  es  wagen,  ohne 
allzu  angstliche  Sparsamkeit  in  die  Vorbereitung  einzutreten,  und  ich 
spreche  alien,  die  in  so  freigebiger  Weise  dazu  beigetragen  haben,  die 
finanzielle  Grundlage  des  Kongresses  zu  sichem,  den  herzlichsten  Dank 
aus.  Es  laBt  sich  natiirlich  in  diesem  Augenblick  die  finanzielle  Lage 
noch  nicht  vollstandig  iibersehen,  aber  wir  konnen  doch  schon  mit 
Sicherheit  darauf  rechnen,  daB  der  AbschluB  ein  giinstiger  sein  wird. 
Wir  werden  dem  Vorstand  der  Deutsehen  Mathematiker-Vereinigung 
sobald  als  moglich  genaue  Reclmung  ablegen. 

AuBerdem  aber  hat  eine  herzliche  Gastfreundschaft  dazu  beige- 
tragen, den  KongreB  zu  einem  so  schonen  Feste  zu  gestalten.  Mein 
Dank  gilt  in  erster  Linie  Seiner  Koniglichen  Hoheit  dem  GroBherzog 
von  Baden,  der  sein  warmes  Interesse  an  unserer  Sache  in  so  erheben- 
der  Weise  zum  Ausdruck  gebracht  hat,  und  Seinem  durchlauchtigsten 
Sohne,    dem    ErbgroBherzog   Friedrich,    der   uns    in    des    GroBherzogs 
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Namen  empfangen  und  das  Ehren-Prasidium  unserer  Eroflfeungs-Sitaimg 
tibemommen  hat.  Wir  alle  waren  von  der  liinreiBenden  LiebenswUrdig- 
keit  des  edlen  Fttreten  bezaubert. 

Ich  danke  eodann  auch  der  Stadt  Heidelberg,  die  durch  Entsen- 
dung  von  Vertretem  zu  den  Vorarbeiten  des  Ausschusses  von  Anfeng 
an  ihr  Interssse  an  unserer  Versammlung  betatigt  und  uns  jetzt  eine 
so  gastliche  Aufhahme  bereitet  hat. 

Sodann  danke  ich  Seiner  Magnifizenz  deni  Prorektor  der  Uni- 
versitat;  der  uns  in  den  Raumen  der  Universitat  ein  Obdach  gewahrt 
und  uns  durch  seine  Gegenwart  bei  den  Sitzungen  geehrt  hat.  In  dem 
schonen  nouen  Saale  der  Universitat  hat  die  so  lehrreiche  Ausstellung 
der  matliematischen  Literatur,  der  Modelle  und  Apparate,  deren  Ge- 
Imgen  wir  dem  opferwilligen  Zusammenwirken  der  Aussteller  und 
unseres  Koniitees  verdanken,  eine  wttrdige  Statte  gefunden. 

Nicht  zum  wenigsten  gilt  aber  niein  Dank  alien  denen,  die  durch 
Vortriige  in  den  allgemeinen  und  in  den  Sektionssitzungen  oder  durch 
Demonstrationen  in  der  Ausstellung  dem  Kongresse  seinen  wissenschaft- 
lichen  Inhalt  gegeben  haben;  endlich  auch  alien  denen,  die  in  ver- 
borgener  und  bescheidener  Arbeit  in  den  verschiedenen  Ausschilssen  das 
komplizierte  Mderwerk  im  Gauge  erhalten  liaben. 

Ihnen  alien  aber  nife  ich  ein  herzliches  Lebewohl  zu.  Behalten 
Sie  die  Ueidelberger  Tage  in  freundlicher  ErinnerungI 

Auf  Wiedersehen  in  Komi 

Am  Nachmittag  war  fiir  die  Dameu  oi'tizieller  Kaffee  in  der  Stifts- 
mtthle.  Ein  Teil  der  llerren  folgte  einer  Einladung  Wolfs  zur  Be- 
sichtigung  seines  astrophysikalischen  Institute  und  traf  von  dort  aus 
spilter  gleichfalls  in  der  Stiftsmiihle  ein.  Baron  von  Bernus  hatte 
in  Ireundlichster  Weise  dem  Kongresse  eine  Einladung  zum  Besuche 
des  Stiftes  Neuburg  und  zur  Besichtiguug  seiner  Sammlungen  ilber- 
sandt,  die  von  vielen  benutzt  wurde. 


E.  Bericht  flber  die  Tfttigkeit  der  Sektionen. 

(weschftft44ordiiiing  der  Sektioueii. 

1.  Zur  Leitiing  der  Geschafte  wird  ein  Vorsitzender  beBtellt,  dessen 
Wahl  in  jeder  Sitzung  fttr  die  nachstfolgende  stattfindet.  Vorsitzende 
der  ersten  Sitzung  sind  die  Einfiilirenden. 

2.  Zur  Fuhrung  eines  Sitzungsprotokolls  werden  Schriftfttlirer  er- 
nannt. 

3.  Die  Reihenfolge,  in  der  die  angekiindigt«n  Vortrage  gehalten 
werden  sollen,  wird  in  der  ersten  Sitzung  bestimmt. 

4.  Die  Dauer  eines  Vortrages  soil  20  Minuten  niclit  iiberschreiten. 
In  der  Diskussion  werden  einem  Bedner  5  Minuten  gestattet.  Kein 
Uedner  erhalt  in  derselben  Diskussion  mehr  als  einmal  das  Wort. 
Diese  Bestimmung  findet  audi  auf  den  Vortragenden  Anwendung,  iiber 
dessen  Yortrag  die  Diskussion  stattfindet. 

5.  Die  Herren,  die  an  der  Debatte  teilgenonimen  haben,  konnen 
einen  kurzen  Bericht  iiber  ihre  AuBerungen  an  die  Einliihrenden  ein- 
reichen. 

6.  Die  an  jedem  Tage  abzuhaltenden  Vortriige  sollen  durcli  An- 
sclilag  an  den  Tiiren  der  Sektionszinimer  und  am  Eingange  des 
Museunisgebaudes  bekannt  gemacht  werden. 

I.  Seklioii  (Arithmelik  uud  Algebra). 
Vienst^,  den  9.  August,  nachmittags  4  Uhr. 

Der  Einfiihrende ,  J.  Liiroth,  eroflfnet  die  Sitzung  um  4  Uhr 
20  Min.  mit  einer  kurzen  BegrtiBungsansprache. 

Hierauf  wird  die  Reihenfolge  der  Vortrage  ftir  die  Mittwochs- 
sitzung  bestimmt  und  D.  Seliwanoff  zum  Vorsitzenden  der  ersten 
Sitzung  gewahlt. 


42  1-  Tcil:  Chronik  den  Kongresses. 

Nittwoch,  den  10.  An^st,  vormittags  9  Uhr. 

Vorsitzender:  D.  S  el  i  wan  off. 
Schriftftthrer:  G.  Faber. 

Gehaltene  Yortrage. 

1.  V.  Gordan:  Cher  die  Auflosung  der  Gleicluingen  6.  Grades. 
DiBkuBsion:  H.  Valentiner,  A.  Winian. 

2.  J.  Konig:  Zum  Kontiniium-Problem. 

DiskuBBion:  G.  Cantor,  D.  Hilbert,  A.  Schonfliee. 
i\.  A.  (/apelli:  Ein  Beitrag  zum  Femiatschen  Satze. 

4.  F.  Hocevar:  Oher  die  Bestimmung  der  linearen  Teiler  einer  alge- 
braisclien  Fomi. 

DiskuBBion:  J.  Liiroth,  G.  Landsberg. 

5.  A.  Gu Id  berg:  Cber  lineare  Differenzengleichungen. 

Zum  VorBitzenden  der   nachsten   Sitzung   wird  £.  Netto  gewahlt 
uud  darauf  um  11  Uhr  20  Min.  die  Sitzung  geschlosBen. 

Freita^,  den  12.  An^st,  vormitta^  9  Uhr. 

Vorsitzender:  E.  Netto. 
Schriftfilhrer:   G.    Faber. 

Gehaltene   Vortrage. 

1.  IF.  Minkowski:  Zur  Geometrie  der  Zahlen. 

2.  D.  Hilbort:  Tber  die  Grundlagen  der  Logik  und  Arithnietik. 
Diskussion:  J.  Konig,  G.  Cantor. 

i\,  G.  Voronoi:  Sur  une  propriete  du  discriminant  des  fonctions  en- 

tiores. 

Diskussion:  D.  Seliwanoff,  E.  Netto. 
4.  A.  Wiman:  Die  metazyklischen  Gleichungen  i\  Grades. 

Diskussion:  E.  Netto. 
0.  A.    Loewy:    Dber   reduzible    Gruppen    linearer   homogener   Sub- 

stitutionen. 
<>.  K.  Stephanos:  Sur  une  oategorie  dequationB  fonctionnelles. 

7.  E.  B.  Wilson:  On  products  in  additive  fields. 
Diskussion:  E.  Jahnke,  E.  B.  Wilson. 

8.  Eugen  Milller:  Mitteihingen  Uher  die  Herausgabe  von  E.  Schro- 
der s  NachlaB. 

Um  12  Uhr  40  Min.  schlieBt  E.  Netto  die  Sitzung. 
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II.  8ektion  (Analysis). 
Mittwoch,  den  10.  Angnst,  vormittags  9  Uhr. 

Vorsitzende:  G.  Mittag-Leffler  und  L.  Lindelof. 
ScbriftfUbrer:    P.  Boutroux. 

Gehaltene  Vortrage. 

1.  L.  Schlesinger:  Cher  das  Riemannsche  Fragment  zur  Theorie  der 
linearen  Differentialgleichungen  und  daran  anschlieBende  neuere 
Arbeiten. 

2.  E.Borel:  Surrinterpolation  des  fonctions  continues  par  des  polvnomes. 
Diskussion:  G.  Mittag-Leffler. 

3.  D.  Hilbert:  Cber  eine  Anwendung  .der  Integralgleicbungen  auf 
ein  Problem  der  Funktionentbeorie. 

Diskussion:  L.  Scblesinger. 

4.  G.  Voronoi:  Sur  le  d^veloppement,  a  Taide  des  fontions  cylindricjues, 
des  sommes    doubles  I]f(pm^  +  2qnin  -{-  rn^)y    oh  prn^  +  2qmn 
+  rn*  est  une  forme  quadratique  positive  a  coefficients  entiers. 
Diskussion:  P.  Epstein,  M.  Krause. 

5.  11.  Fricke:  Neue  Entwicklungen  ilber  den  Existenzbeweis  der 
polymorphen  Funktionen. 

Diskussion:   H.  A.  Schwarz,    L.  Scblesinger,  W.  Wirtinger. 

Freitag,  den  12.  August,  vormittags  97^  Uhr. 

Vorsitzende:  J.  Hadamard  und  T.  Levi-Civita. 
Scbriftflibrer:  E.  Landau. 

Gebaltene   Vortrage. 

1.  P.  Boutroux:  Sur  les  fonctions  entieres  d'ordre  entier. 

2.  G.  Mittag-Leffler:  Sur  une  classe  de  fonctions  entieres. 
Diskussion:  P.  Painleve,  H.  A.  Scbwarz. 

3.  J.  Hadamard:  Sur  les  solutions  fondamentales  des  equations  line- 
aires  aux  derivees  partielles. 

Diskussion:  V.  Volterra. 

4.  A.  Capelli:  Xjher  die  Additionsformeln  der  Tbetafunktionen. 
Diskussion:  M.  Krause,  A.  Krazer. 

III.  Sektion  (Oeometrie). 
Dienstag,  den  9.  August,  nachmittags  4  Uhr. 

A.  V.  Brill  begriiBt  die  Versammlung.    Es  wird  bierauf  in  die  Be- 
sprechung  der  Gescbaftsordnung  eingetreten.     Zum  Vorsitzeuden   wird 
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H-  a.  Zeiithen  gewahlt;  aiiBerdem  erfolgt  die  Emennung  der  Schrift- 
fijhr^r.  Ahsatz  4  der  Geschaftsordnung  wird  dahin  abgeandert,  daB 
k^in  Redner  in  der  Diskussion  das  Wort  mehr  als  ZiWeimal  erhalt 
'fftatt  einmal).  Die  Zeit  der  Sitzungen  wird  auf  9 — 11  iind  llV^j — 1  Uhr 
fcfitges^tzt. 

Sodann  spricht  A.  v.  Brill  (iher  Elimination  iind  Geometrie  in  den 
i^zt^rn  Jahrzehnten.  An  der  Diskussion  beteiligen  sicb  H.  G.  Zeuthen, 
F.  Meyer  und  J.  Konig;  zum  Sehlusse  ergreift  nochnials  A.  v.  Brill 
A'Afi  Wort. 

Mitfwoch,  den  10.  Augnsf,  vormiffAgs  9  Uhr. 

Vorsitzende:  .C.  Segre  und  F.  Morley. 
Scliriftftihrer:    E.    Geek    und    M.    Caspar. 

Gehaltene  Vortrage. 

1.  K  S.  Maraulay:    The  intersections   of  plane  curves,   with  ext«n- 

fiions  to  ;i-dimensionaI  algebraic  manifolds. 

Diffkussion:  P.  H.  Schoute. 
2    ('.  Gui chard:  Sur  les  systemes  triples  ortbogonaux. 
'A    K.  Study:  Kiir/este  Wege  im  komplexen  Gebiet. 

Diskussion:  L.  Autonne,  C.  Segre. 

Pause  von  %  Stunde  (lO^.-liy^  Uhr). 

4    F.  Meyer:  tJber  Grundziige  einer  Theorie  des  Tetraeders. 

Diskussion:  F.  Schur  und  K.  Stephanos. 
r>.  K    Itohn:  Uber  algebraische  Kaumkurven. 

Diskussion:  M.  Noether. 
0    (i.    Scheffers:    Uber  Isogonalkurven,    Aquitangentialkurven    und 

komplexe  Zahlen. 

Diskussion:    Emil   Mull|er,    F.   En  gel,    IJ.    v.    Lilienthal, 

F.  Meyer. 

Freita^,  deu  12.  Angnst,  vormittags  9  Uhr. 

A.  V.  Brill  eroflFnet  die  Sitzung  und  legt  drei  Abhandlungen  vor, 
deren  Verfasser  am  Erscheinen  verhindert  sind,  niimlich: 

A.  Cabreira:  Note  sur  les  rapports  polygonaux. 

M.  Tichomandritzky:  Die  Winkelsumme  eines  ebenen  Dreiecks. 

W.  Sixtel:  Ableitung  der  einfaehsten  Gleichungen  der  Kurven 
2.  Gh-ades  in  Cartesischen  rechtwinkligen  Koordinaten  (russisch); 
sodann  wird  die  Sitzung  wie  folgt  fortgesetzt: 
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Vorsitzende:  C.  Guichard  und  C.  F,  Geiser. 
Schriftfuhrer:  W.  Ludwig. 

Gebaltene  Vortrage. 

1.  A.  SchOn flies:  Struktur  der  perfekten  Mengen. 

2.  K.  Zindler:  Zur  Differentialgeometrie  der  Linienkoraplexe. 
Diskussion:  F.  Meyer. 

3.  E.  Wilczynski:    The  geuerul  projective  theory    of  space   curves 
and  ruled  surfaces. 

Diskussion:  G.  Scheffers,  E.  Study. 

4.  J.  Andrade:    Determiuation    des   mouvemeuts   ^  de   solides   aux 
trajectoires  spheriques. 

5.  J.  Knoblauch:  Gruudformeln  der  Theorie  der  Strahlensystenie. 
Diskussion:  K.  Zindler,  E.  Wilczynski. 

Pause  von  %  Stunde  (11— llVj  Uhr). 

0.  K.  V.  Lilienthal:  tJher  aquidistante  Kurveu  auf  einer  Fliiche. 
Diskussion:  J.  Knoblauch. 

7.  L.  A u tonne:    Sur  les  substitutions   cremoniennes  dans  Tespace  a 
plusieurs  dimensions. 

8.  U.  W.  Genese:  On  some  useful  theorems  in  the  continued  multi- 
plication of  the  regressive  product  in  real  four-point  space. 

9.  E.  Study:  tfber  das  Prinzip  der  Erhaltung  der  Anzalil. 
Diskussion:  U.  G.  Zeuthen,  A.  v.  Brill,  H.  Schubert,  K.  Itohn, 

M.  Noether. 

IV.  Sektiou  (Angewandto  Matheiiiatik). 
Dienstag,  den  9.  August,  nacliiuittags  4  Uhr. 

F.  Klein  begrilBt  die  Anwesenden  und^  verbreitet  sich  kurz  tiber 
die  Aufgabe  der  angewandten  Mathematik,  besouders  Qber  die  plida- 
gogisclie  Seite. 

Schriftfiihrer  werden  A.  Sommerfeld  und  R.  Gans. 

Mittwoch,  den  lU.  August,  1.  Sifzuug,  vormitfags  9  Uhr. 
Vorsitzender:  J.  M.  van  Vleck. 

Gehaltene  Vortriige. 

1.  N.  Dolaunay:  Sur  le  problerae  des  trois  corps. 

2.  T.  Levi-Civita:    Sur  la   resolution  qualitative  du   probl^me    re- 
streint  des  trois  corps. 
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«3.  F.  Weingarten:  Ein  einfaches  Beispiel  einer  stationaren  und 
rotationslosen  Bewegung  einer  tropfbaren  schweren  IilUssigkeit 
mit  freier  Begrenzung. 

Mittwoch,  den  10.  Auj^nst,  2.  Sitznn^,  vormitta^  liy,  llhr. 

Vorsitzende:  V.  Volterra  und  J.'Hadamard. 

Gehaltene  Vortrage. 

1.  V.  Volterra:  Sur  la  theorie  des  ondes. 

2.  J.  Hadamard:  Sur  les  donnees  aux  liniites  dans  les  equations 
aux  derivees  partielles  de  la  physique  mathematique. 

3.  A.  Sommerfeld:  tFber  die  Mechanik  der  Elektronen. 

4.  R.  W.  Genese:  On  the  development  of  the  „Ausdehnungslehre" 
according  to  the  principles  of  statics. 

Freitog,  den  12.  Angnst,  1.  Sitcnng,  vormittogs  9  llhr. 

Vorsitzende:  A.  Borsch  und  S.  Finsterwalder. 

Gehaltene  Vortrage. 

1.  H.  Weber:  Bemerkungen  aus  der  Theorie  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen. 

2.  J.  Andrade:  Recherches  chronometriques. 

3.  A.  Borsch:  Die  Grundlagen  der  Bestimmung  der  Erdgestalt. 

4.  S.  Finsterwalder:  Fliichtige  Aufnahmen  mittels  Photogrammetrie. 

Freitag,  den  12.  August,  2.  Sitzung,  vorinitta^s  llVs  Uhr. 

(In  der  AusBtellung.) 
Vorsitzender:  F.  Klein. 

Gehaltene    Vortrage. 

1.  L.  Prandtl:  Cber  Fliissigkeitsbewegung  bei  sehr  kleiner  Reibung. 

2.  A.  Kempe:  Ein  Gelenkmechanismus. 

AuBerdem   Vorfiihrung    der    Leibnizschen    Rechenmaschine    durch 
C.  Runge  und  Demonstration  zahlreicher  Apparate  durch  die  Aussteller. 

y.  Sektion  (Geschichte  der  Mathematik). 
Dienstag,   den  9.  Augnst,  nachniittags  4  Uhi*. 

Vorsitzende:  M.  Cantor  und  P.  Stackel. 

BegrtlBung  der  Sektion  durch  den  Vorsit/enden  M.  Cantor. 
Enbloc-Annahme  der  vorgedruckten  Geschaftsordnung. 
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Wahl  der  Schriftfahrer:  K.  Bopp  und  E.  Wolffing. 

Festsetzung  der  Reihenfolge  der  Vortrage. 

Vortrag:  M.  Cantor:  EinfUhrung  in  die  Qeschichte  der  Mathe- 
matik;  Hinweis  auf  neue  Resultate. 

Diskussion:  A.  v.  Braunmilhl,  M.  Simon,  F.  M.  Feldhaus, 
E.  Lampe,  P.  Tannery,  K.  Schwering. 

Zu  Vorsitzenden  der  nachsten  Sitzungen  werden  gewahlt:  H.  G.  Zeu- 
then,  P.  Tannery,  A.  v.  BraunmQhl,  G.  Loria. 

Mittwoch,  den  10.  An^st,  vormittA^  10  Uhr. 

Vorsitzende:    H.  G.  Zeutben    und    P.  Tannery. 

Gehaltene  Vortrage. 

1.  P.  Tannery:  Pour  Thistoire  du  probleme  inverse  des  tangentes. 

2.  S.  Dick  stein:  Wronski  als  Mathematiker. 
Diskussion:  P.  Tannery,  S.  Dickstein,  G.  Loria. 

3.  M.  Simon:  tJber  die  Mathematik  der  Agypter. 
Diskussion:  M.  Cantor,  M.  Simon. 

Pause  von  %  Stunde  (10%— liy^  Uhr). 

4.  H.    G.   Zeuthen:    Gebrauch    und   MiBbrauch    historischer   Benen- 
nungen  in  der  Mathematik. 

Diskussion:  M.  Simon^  H.  G.  Zeuthen. 

5.  L.  Schlesinger:    Bericht  Qber   die  Herausgabe  der  gesammelten 
Werke  von  L.  Fuchs  und  tfberreichung  des  I.  Bandes. 

6.  G.  Enestrom:  Welcher  Platz  gebiihrt  der  Geschichte  der  Mathe- 
matik in  einer  Encyklopadie  der  mathematischen  Wissenschaft«n  ? 

7.  A.  V.  BraunmUhl:  Zur  Geschichte  der  DiiFerentialgleichungen. 
Diskussion:  P.  Stackel,  A.  v.  Braunmiihl. 

8.  H.   Suter:   Zur  Geschichte  der  Mathematik   bei  den  Indern   und 
Arabem.     I.  Mitteilung. 

Freitag,  den  12.  August,  vormittags  10  Uhr. 

Vorsitzende:    A.  v.  Braunmiihl  und  G.  Loria. 

Eine  Resolution,  betreffend  die  Herausgabe  der  Werke  Eulers  durch 
die  Carnegie-Institution,  wird  von  F.  Morley  und  A.  Wassiljef  vor- 
geschlagen  und  auf  Vorschlag  von  M.  Cantor  an  die  morgige  Ge- 
schaftssitzung  flberwiesen.  Eine  von  F.  M.  Feldhaus  vorgelegte  Re- 
solution, betreffend  die  Bildung  einer  engeren  Vereinigung  der  Historiker 
der  Mathematik,  wird  angenommen  und  auf  Vorschlag  von  E.  Lampe 
der  Wunsch  hinzugefUgt,  daB  sie  auf  die  Tagesordnung  des  nachsten  Kon- 
gresses  gesetzt  werde. 
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Gehaltene  Yortrage. 

1.  Q.  Loria:  Pour  une  histoire  de  la  geoinetrie  analytique. 
Diskussion:   M.   Cantor,   G.  Loria,   A.    v.   Braunmiihl,   H.  6. 
Zeuthen. 

2.  H.  Suter:   Zur  Qeschichte  der  Mathematik   bei  den  Indem   and 
Arabem.    U.  Mitteilimg. 

3.  U.  Vailati:  Intomo  al  significato  della  differenza  tra  grassiomi 
ed  i  postulati  nella  geometria  greca. 

(i.  Loria  scldieBt  die  Sitzungen  der  Sektion  um  11%  Uhr. 

YI.  Sektion  (PAdagogik). 
Dienstag,  deu  9.  Angnst,  uachmitfags  i^^—^  Uhr. 

Vorsitzender:  H.  Sch^ubert-Hamburg. 

Na(;h  einer  kurzen  Begr^Bnng  teilt  der  Einfuhrende  H.  Schubert 
iiiit,  (laB  der  andere  Einfuhrende  J.  P.  Treutlein  leider  nicht  in  Heidel- 
berg anwettend  sein  kann,  femer,  daB  J.  Greber  das  Sekretariat  der 
Hokiion  freundlichst  iibernommen  hat.  Darauf  geschieht  eine  Gesamt- 
vorntellung  der  Anwesenden.  Der  Vorschlag  des  Einfuhrenden,  daB 
wrgen  der  groBen  Zahl  der  angemeldeten  Yortrage  schon  heute  drei 
Vortriige  gehalten  werden  soUen,  wird  angenommen.  Es  sind  folgende 
Abliaiidlungen  an  die  Sektion  eingelaufen,  die  vorgelegt  werden: 

F.  Klein:  Uber  eine  zeitgemaBe  Umgestaltung  des  mathematisehen 
Unterrichts  an  den  hoheren  Schulen. 

H.  Schubert:  Elementare  Berechnung  der  Logarithmen. 

P.  Buff  a:  Primo  Studio  della  Geometria  Piana. 

A.  G.  Greenhill:  Exercises  in  Practical  Mathematics. 

Darauf  wird  die  Yortragsliste  angenommen  und  es  werden  folgende 
ilrei  Yortrage  gehalten: 

1.  A.  G.  Greenhill:  Teaching  of  mechanics  by  familiar  applications 

on  a  large  scale. 

Diskussion:  A.  Gutzmer. 
'J,  A.   Gutzmer:   t)ber   die    auf   die   Anwendungen    gerichteten    Be- 

strebungen    im    mathematisehen    Unterricht    der    deutschen   Uni- 

versitaten. 

Diskussion:  G.  Reuschle,  H.  Schotten. 
3.  G.  Loria:  Sur  Tenseignement  des  mathematiques  en  Italie. 

Diskussion:  B.  Bloch. 

FQr  die  Sitzung  am  Mittwoch  vor  dem  FrahstQck  (9—11  Uhr) 
wird  als  Yorsitzender  A.  G.  Greenhill  vorgeschlageji  und  gewahlt. 
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Mittwoch,  den  10.  August,  yormittags  9 — 11  Uhr. 

Vorsitzender:  A.  G.  Greenhill. 

Ein^elaufen  sind  und  werden  vorgelegt: 

G.  Veronese:  La  Laguna  di  Venezia. 

G.    A.    Lais  ant    und    H.    Fehr:    L'Enseignement   Mathematique 

VP  Aiinee.    No.  4. 

Es  werden  folgende  Vortrage  gehalten: 

1.  H.  Fehr:  L'enquete  de  ^L'enseignement  mathematique'^  sur  la 
methode  de  travail  des  niathematiciens. 

2.  P.  Stackel:    tJber   die   Notwendigkeit   regelmafiiger  Vorlesungeu 
ilber  elementare  Mathematik  an  den  Universitaten. 
Diskussion:  M.  Krause. 

3.  R.  Pricke:  Bemerkungen  fiber  den  mathematischen  Unterricht  an 
den  technischen  Hochschulen  in  Deutschland. 

Diskussion:  A.  Gutzmer,  P.  Stackel,  M.  Krause,  E.  Czu'ber, 

P.  Dziwinski,  H.  Schotten,  B.  Bloch,  E.  Lampe,  R.  Flatt. 

Zuni  Vorsitzenden  ftir  den  2.  Teil  der  Sitzung  wird  H.  Fehr 
gewahlt. 

Infolge  der  Erkrankung  von  J.  P.  Treutlein  wird  als  stellver- 
tretender  EinfUhrender  E.  Lampe  vorgeschlagen  und  gewahlt. 

Mittwoch,  den  10.  August,  mittags  12 — ly^  Uhr. 

Vorsitzender:  H.  Fehr. 
Gehaltene    Vortrage. 

1.  J.  Andrade:  LWseignement  scientifique  aux  ecoles  professionelles 
et  les  „Mathematiques  de  Tingenieur''. 

Diskussion:  B.  Bloch,  A.  G.  Greenhill. 

2.  H.  Schotten:  Welche  Aufgabe  liat  der  mathematische  Unterricht 
auf  den  deutschen  Schulen  und  wie  passen  die  Lehrplane  zu 
dieser  Aufgabe? 

Diskussion:  B.  Bloch,  R.  Maurer,  E.  Gubler. 

Als  Vorsitzender  fiir  Freitag  wird  H.  Schotten  gewahlt. 

Freitag,  den  12.  August,  vormittags  9—11  Uhr. 
Vorsitzender:  H.  Schotten. 

Es  findet  die  von  H.  Schotten  beautragte  Resolution  einstimmige 
Annahme: 
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,,Die  Padagogische  Sektion  des  III.  Intemationalen  Mathematiker- 
Kongresses  beschlieBt  einstimmig  dahin  sich  auszusprechen: 

1.  daB  der  Unterricht  in  der  darstellenden  Geometrie  filr  die  Real- 
anstalten  obligatorisch  werden  miisse;  an  den  Gynmasien  ware 
Einfiihrang  als  fakaltatives  Fach  wiinschenswert; 

2.  daB  dieser  Unterricht  durchaus  von  den  Lehrem  der  Mathematik 
zu  erteilen  sei  uud  zwar  mfiBte  als  Regel  angesehen  werden^ 
daB  er  in  den  Handen  des  Lehrers  liegt^  der  auch  den  mathe- 
matischen  Unterricht  in  der  Elasse  hat." 

Gehaltene  Vortrage. 

1.  M.  Simon:  timber   komplexe  Zahlen;   tlber   den  Lehrgang  in    der 
spharischen  Trigonometrie:  literarisch-historische  Notizen. 
Diskussion:  H.  Schotten,  M.  Simon,  H.  Schubert,  E.  Ullrich, 
H.  Thieme,  H.  Wieleitner,  B.  Bloch,  E.  Lampe. 

2.  H.  Thieme:  Wirkung  der  wissenschaftlichen  Ergebnisse  auf  den 
Unterricht  in  der  elementaren  Mathematik. 

Diskussion:  B.  Bloch,  H.  Thieme. 

3.  A.  V.  Sourek:  tJber  den  mathematischen  Unterricht  ii^  Bulgarian. 

Freitag,  deu  12.  Angast,  mittags  12—2  Uhr. 
Vorsitzender:  E.  Gubler. 

Gehaltene   Vortrage. 

1.  F.  Meyer:  tJher  das  Wesen  mathematischer  Beweise. 

2.  J.  Finsterbusch:  tfber  eine  neue  einfache  und  vor  allem  einheit- 
liche  Methode,  die  Rauminhalte  der  Korper  zu  bestimmen,  deren 
Quersclinittsfunktion  deu  dritteu  Grad  der  Hohe  nicht  iibersteigi 
Diskussion:  B.  Bloch,  J.  Finsterbusch,  E.  Lampe,  P.  Epstein. 

3.  M.  BriSckner:  tJher  die  diskontinuierlichen  und  nicht-konvexen 
gleicheckig-gleichflachigen  Polyeder. 

E.  Lampe  spricht  deu  Vorsitzendeu  den  Dank  aus  fOr  die  Lei- 
tung  der  Sitzungen,  wprauf  E.  Gubler  seinerseits  den  beiden  Einftlh- 
renden,    H.  Schubert  und  E.  Lampe,   fur   ihre  Miihewaltung  dankt. 


F.  ProtokoU  der  Gesch&ftssitziing  des  III.  Internationalen 
Mathematiker-Kongresses. 

Samstag,  den  13.  An^nst,  vormitta^  9%  Uhr. 

I.    BeschluBfassung  iiber  die  dem  Kongresse   yorgeschlagenen  Re- 
solutionen: 

I.  Resolution. 

yyDie  Unterzeichneten  bitten  um  Zustimmung  zu  folgendem 
Wunsche : 

In  Anbetraclit^  dafi  die  Geschichte  der  Matfaematik  heute  eine 
Disziplin  von  nnbestreitbarer  Wichtigkeit  bildet,  daB  ihr  Nutzen  so- 
wohl  vom  rein  mathematischen  als  auch  vom  padagogischeh  Stand- 
ponkte  immer  starker  hervortritt  und  daB  es  daher  unerlaBlich 
ist,  ihr  in  dem  oflFentlichen  Unterrichte  die  gebQhrende  'Stelle  an- 
zuweisen,  und 

unter  Berilcksichtigung  der  Wiinsche  der  5.  Sektiou  des  Inter- 
nationalen Kongresses  filr  vergleichende  Geschichtsforschung  (Paris, 
Juli  1900)  und  der  8.  Sektion^  des  Internationalen  Historiker-Kon- 
gresses  (Rom,  1903)  adoptiert  der  III.  Internationale  Mathematiker- 
KongreB  zu  Heidelberg  und  macht  zu  den  seinigen  die  von  dem 
KongreB  zu  Rom  ausgesprochenen  WQnscIie  internationalen  Cha- 
rakters: 

1)  DaB  die  Geschichte  der  exakten  Wissenschaften  an  den  Uni- 
versitaten  gelehrt  werde,  indem  entsprechende  Vorlesungeu  einge- 
richtet  werden  fQr  die  vier  Teile: 

1.  Mathematik  und  Astronomie. 

2.  Physik  und  Chemie. 

3.  Naturwissenschaften. 

4.  Medizin. 

2)  DaB  die  Elemente  der  Geschichte  der  exakten  Wissenschaften 
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in   das  Programm    der   einzelnen  Unterrichtsgegenstande    der   Qjm- 
nasien  aufgenommen  werden. 

P.  Tannery.     A.  v.  Braunmtlhl.     E.  Lampe.     G.  Loria. 

M.  Simon.     D.  E.  Smith.     P.  Stackel.     E.  Wolffing." 

Die  Resolution  wird  von  der  Yersammlung  durcli  Akklamation  an- 
genommen. 

II.  Resolution. 

^,Le  troisifeme  Congr^s  international  des  mathematiciens,  consi- 
deraut  que  Tedition  complete  des  oeuvres  d'Euler  a  una  haute  im- 
portance scientiiique^  appuie  la  proposition  faite  a  la  ^Carnegie 
Institution^'  par  le  Comity  mathematique  constitue  sous  la  presi- 
dence  de  M.  Moore  et  emet  le  voeu  de  sa  prochaine  realisation. 

En  considerant  d'autre  part  que  le  succes  de  cette  edition  exige 
le  concours  de  plusieurs  savants  de  tons  les  pays  dont  la  reunion 
pour  I'elahoration  du  plan  et  la  discussion  des  autres  questions 
s'y  rapportant  pourront  se  faire  pendant  le  prochain  Congr^^  le 
3'*""  Congres  prie  la  Commission  d'organisation  du  Congr^s  suivant 
de  lui  presenter  un  rapport  sur  Tetat  de  la  question  ainsi  que  sur 
les  mesures  qu'aurait  pu  prendre  le  Congres  pour  contribuer  de  sa 
part  a  la  reussite  de  cette  importante  entreprise  scientifique. 

F.  Morley.     A.  Wassilief/* 

Die  Versammlung  teilt  die  Uberzeugung  von  der  groBen  Wichtig- 
keit  einer  Qesamtausgabe  der  Werke  Eulers,  bemerkt,  daB  Schritta 
zu  einer  Durchfuliruug  des  Uutemehmens  auch  bereits  seitens  der 
Akademien  zu  St.  Petersburg  und  Berlin  getan  sind,  und  spricht  die 
Hofiiiung  aus,  dafi  dem  niichsten  Kongresse  liber  den  Fortschritt  der 
Angelegenheit  berichtet  werden  kann. 

III.  Resolution. 

„Die  V.  Sektion  des  III.  Internationalen  Mathematiker-Kongresses 
zu  Heidelberg  erklart,  es  sei  wUnschenswert,  daB  eine  engere  Ver- 
eiuigung  der  Historiker  der  mathematischen  Wissenschaften  zustande 
komme.  Da  die  Aufgaben  einer  solcheu  Gesellschaft  intemationale 
sind^  so  soil  die  Gesellschaft  eine  intemationale  werden.  Nichts- 
destoweniger  ist  ein  Zusammenwirken  mit  ahnlichen  und  verwandten 
nationalen  Gesellschaften,  Zeitschriften,  Museen  usw.  zu  erstreben. 

Es  wird  der  Wunsch  liinzugefiigt,  daB  diese  Resolution  auf  die 
Tagesordnung  des  nachsten  Kongresses  gesetzt  werde." 

Die  Resolution  wird  von  der  Versammlung  durch  Akklamation 
angenommen. 
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IV.  Resolution. 

„Der  KongreB  begrQBt  mit  der  wanusten  Sympathie  die  Be- 
strebungen  der  Mathematiker,  dafi  fiberall  die  fUr  den  modernen  Be- 
trieb  mathematischer  Studien  unentbehrlichen  Einrichtungen  (ge- 
niigend  yiele  Lehrstilhle ,  ausreichende  Bibliotheken ,  Zeichensale, 
Arbeitsraume,  Modellsammlungen^  Projektionseinrichtungen  usw.)  ge- 
troifen  werden  mogen,  und  spricht  den  dringenden  Wunsch  aus,  daB 
die  Regierungen  und  sonstige  maBgebende  Instanzen  ihnen  die  n5tige 
Unterstfitzung  gewahren.'^ 

Die  Resolution  wird  von  der  Yersammlung  durch  Akklamation 
angenommen. 

n.  Festsetzung  des  IV.  Intemationalen  Mathematiker-Kongresses. 
Volterra-Rom    iiberbringt   die    Einladung    der     Accademia    dei 
Lincei,  den  IV.  Intemationalen  Mathematiker-KongreB  im  PrUlijahr  1908 
zu  Rom  abzuhalten,  mit  folgenden  Worten: 

Les  membres  de  la  section  mathematique  de  TAcademie  des  Lincei 
se  sont  reunis  au  mois  de  Juin  dernier  et  ils  ont  decide  de  vous  pro- 
poser de  tenir  le  procliain  congres  des  mathematiciens  a  Rome. 

Nachdem  die  Versammlung  die  Einladung  mit  lebhaftem  Beifall 
angenommen,  fahrt  Volterra  fort: 

Je  vous  reraercie  de  Tlionneur  que  vous  nous  avez  fait  en  choi- 
sissant  Rome  comme  siege  du  procliain  congres.  Je  propose  de  reunir 
le  congres  au  printemps  de  1908,  en  laissant  au  comity  le  soin  d*en 
preciser  la  date. 

En  meme  temps  j'ai  I'honneur  de  faire  part  au  congres  que 
M.  Guccia  a  mis  a  la  disposition  du  Circolo  matematico  di  Pa- 
lermo la  somme  de  3000  frs.  pour  un  prix  international  qui,  sous  le 
nom  de  medaille  Guccia,  sera  deceme  pendant  le  prochain  congres  a 
un  memoire  faisant  faire  un  progres  essentiel  a  la  tlieorie  des  courbes 
gauches  algebriques.  La  commission  qui  jugera  le  concours  est  com- 
posee  de  M.  M.  Noether,  Poincare  et  Segre. 

Hierauf  spricht  Greenli ill-London  den  Wunsch  aus,  daB  der 
V.  KongreB  in  England  stattfinde,  indeni  er  ausfiihrt: 

I  left  London  under  the  impression  that  England  was  to  be  ho- 
noured with  the  visit  of  the  International  Congress  of  Mathematicians 
on  the  next  occasion  after  Germany;  and  I  think  this  impression  was 
shared  by  the  other  English  present  here. 

But  we  find  now  that  Italy  is  the  fortunate  country,  and  is  to 
receive  the  Congress  in  1908. 
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Disappointed  in  our  expectation  we  must  congratulate  Italy  and 
Homft  on  its  good  fortune,  and  we  must  content  ourselves  with  the 
n«xt  best  in  our  wish,  and  hope  that  England  may  be  selected  at  this 
Assembly  as  the  meeting  place  in  1911  or  12. 

I  beg  then  to  place  before  this  General  Meeting  the  formal  pro- 
fK>sition  that  the  International  Congress  of  Mathematicians,  next  after 
Italy,  shall  be  held  in  England. 

Nach  einer  kurzen  geschaftlichen  Benachrichtigung  der  Yersamm- 
lung  durch  Klein- Gottingen,  dafi  die  Ausstellung  auch  noch  am  Sonntag 
Vormittf^  dem  Besuche  geoffnet  sei,  ergreift  Schwarz- Berlin  das 
Wort,  um  dem  Yorsitzenden  und  dem  SchriftfUhrer  des  Kongresses 
sowie  dem  Leiter  der  Ausstellung,  Disteli-StraBburg,  den  Dank  der 
Teilnehmer  des  Kongresses  fQr  ihre  Miihewaltung  auszusprechen. 

Hierauf  wird  die  Geschaftssitzung  geschlossen. 


Zweiter  Teil. 
Wissenschaftliche  Vortrage. 


A.  Gedachtnisrede  auf  C.  G.  J.  Jacob!. 


Carl  Gustav  Jacob  Jacobi. 

Rede   zu  der  von  dem  Internationalen  Mathcmatikei-KongreB  in  Heidelberg 

veranstalteten   Feier  der  hundertsten   Wiederkehr  seines  Geburtstages 

gehalten  am  9.  August  1904 

von 

L.  EOENIQSBEKGER  in  Heidelberg. 

Im  Kreise  der  Fainilie  wie  im  Leben  der  Volker  ist  es  eine 
schone  Sitte  und  heilige  Pflicht,  in  den  Augenblicken  der  Freude  ilber 
Glflck  und  Gedeihen  der  Seinigen,  in  den  Momenten  frohbewuBten 
Stolzes  auf  die  erworbenen  Gtiter  und  nationalen  Errungenschaften,  der 
hervorragenden  Manner  zu  gedenken,  denen  wir  Dank  sehulden  fiir 
den  BaUy  dessen  Fundament  sie  gelegt  und  den  sie  aufrichten  halfen 
mit  unermudlicher  Arbeit,  getragen  von  idealer  Humanitat,  von  der 
begeisterten  Hingabe  filr  das  Wobl  ihrer  Nation  zur  Erkampfung  und 
Verteidigung  von  allem  dem,  was  ihr  teuer  imd  heilig,  oder  die,  be- 
gnadet  durch  die  Genialitat  ihres  Geistes,  geleitet  von  der  Liebe  zur 
Wahrheit  und  einem  uiibezwinglichen  Forschungstriebe,  im  Reiche 
geistiger  und  sittlicher  Macht  dastehen  als  Merkzeichen  fortschreitender 
Entwicklung  des  Menschengeschlechts  in  Kunst  und  Wissenschaft. 
Und  80  war  es  ein  schoner  Gedanke  imd  ein  einer  groBen  wissen- 
schaftlichen  Gemeinschaft  wtirdiger  Akt  der  Pietat,  daB  der  alle  Nationen 
umfassende  EongreB  der  Mathematiker  nicht  nur  von  ausgezeicbneten 
Forschem  die  moderne  Entwicklung  einzelner  Teile  der  exakten 
Wissenschaften  vor  einem  naturwissenschaftlicher  Arbeit  freundlich  ge- 
sinnten  Kreise  in  groBen  Ziigen  gezeichnet  wissen  will,  nicbt  nur  all' 
die  hervorragenden  Mitarbeiter  an  den  Fortschritten  der  mathematischen 
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Wisseiischaft  im  engeren  Kreise  der  Eingeweihten  die  Prinzipien  und 
Kesultate  ihrer  eignen  Arbeit  will  darlegen  sehen^  sondero  gleiehsam 
zur  weihevollen  Einleitimg  filr  schwere  und  ernste  Arbeit  eine  Gedenk- 
feier  des  genialeii  BegrQnders  grofier  und  umfassender  Disziplinen 
unserer  Wissenschaft  veranstaltet  hat,  welcher  vor  hundert  Jahren, 
nachdem  die  groBen  Mathematiker  Frankreichs  nach  Euler  und  den 
Bernoullis  fast  allein  in  langem,  stetigem  Zuge  die  Fahne  mathe- 
niatiseher  und  mathematisch  -  phjsikalischer  Forschung  hochgehalten, 
und  als  groBe  und  anregende  Lehrer  der  kommenden  Generation  Lust 
und  Mut  zu  schwerer  Arbeit  eingefloBt,  dem  mit  gewaltiger  schopfe- 
rischer  Kraft  auf  der  Hohe  exakter  Forschung  einsam  thronenden 
Gottinger  Meister  zu  Hilfe  kam,  um  auch  Deutscliland  bei  der  Ent- 
wicklung  der  mathematischen  Wissenschaft  ebenbiirtig  an  die  Seite 
Frankreichs  treten  zu  lassen. 

Carl  Gustav  Jacob  Jacobi  wurde  zu  Potsdam  am  10.  De- 
zember  1804  geboren,  als  zweiter  Sohn  des  Bankiers  Simon  Jacobi 
und  desseii  Frau,  aus  deren  Ehe  noch  zwei  Sohne,  Moritz  und  Eduard, 
sowie  eine  Tochter,  Therese,  entsprossen.  Nachdem  der  geistig  un- 
gewohnlich  regsame  Knabc  die  erste  Unterweisung  in  den  alten 
Sprachen  und  den  Elementen  der  Mathematik  von  seinem  miitterlichen 
Oheim,  „unicus  et  carissimus  praeceptor'',  wie  er  ihn  spater  nannte, 
erhalten,  trat  er  im  November  1816,  noch  nicht  12  Jahre  alt,  in  die 
zweite  Elasse  des  Potsdamer  Gymnasiums  ein  und  wurde  schon  nach 
einem  halben  Jahre  in  die  erste  Elasse  aufgenommen,  in  welcher  er 
4  Jahre  verbleiben  muBte,  um  nicht  vor  zuruckgelegtem  16.  Jahre  der 
Universitat  zugefQbrt  zu  werdeii.  Wie  an  den  meisten  Gymnasien 
PreuBens  war  nach  der  staatlichen  und  geistigen  Erhebung  des  Volkes 
der  Unterricht  in  den  alten  Sprachen  und  der  Geschichte  ein  vorzflg- 
licher,  getragen  von  der  Begeistening  filr  das  staatliche  und  kdnst- 
lerische  Leben  der  Volker  des  Alterturas,  und  von  sittlichem  Ernst 
im  Hinblick  auf  die  bevorstehende  kulturelle  und  geistige  Arbeit  der 
kommenden  Generation.  Wir  wollen  aber  heute  auch  mit  Achtung  des 
wackeren  Mannes  gedenken,  dem  es  damals  oblag,  den  Schillem  des 
Potsdamer  Gymnasiums  den  mathematischen  Unterricht  zu  erteilen, 
und  welcher  durch  Abfassung  von  Lehrbiichem  auch  literarisch  sich 
betatigt  hat.  Auf  der,  Liebe,  Dankbarkeit  und  Verehrung  bezeugenden 
Urkunde,  welche  Heinrich  Bauer  im  Jahre  1845  von  dessen  Schulern 
zu  seinem  SOjahrigen  Lehrerjubilaum  tlberreicht  wurde,  prangt  als 
groBte  Zierde  der  Name  des  damals  auf  der  Hohe  seines  Ruhms 
stehenden  Jacobi,  der  dem  Jubilar  das  Diplom  eines  Ehrenmitgliedes 
der  Deutschen  Gesellschaft  zu  Eonigsberg  personlich  iiberbrachte. 
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Ostern  1821,  kaum  16  Jahre  alt,  bestand  Jacobi  sein  Abiturieii- 
tenexamen;  die  als  sehr  gut  beurteilte  mathematische  Arbeit  behandeite 
in  klarer  and  eleganter  Weise  ein  Problem  der  spharischen  Aatronomie, 
dessen  Herleitung  mit  dem  Gestandnis  schloB:  „ob  dieser  Beweis  in 
irgend  einem  Lehrbuche  vorkommt,  weiB  ich  nicht,  aus  Unkiiude  der 
mathematischen  Literatur."  „Von  Gott  mit  seltenen  Anlagen  des 
Geistes  begldckt^',  lautet  sein  Abgangszeugnis,  ,,8ind  seine  Kenntnisse 
in  den  Sprachen  wie  in  der  Mathematik  ebenso  griindlich  als  aus- 
gezeichnet,  ganz  ungewohnlich  in  der  griechischen  Sprache  imd  in  der 
Geschichte^  and  als  das  Konsistorium  das  Jacobi  von  seinen  Lehrem 
gespendete  Lob  zu  ausgedehnt  erachtete,  erwiderten  die  in  ihrem  Be- 
rufe  stolzen  und  freimiltigen  Manner:  „er  ist  ein.  universeller  Kopf, 
besitzt  ungewohnliche  Fahigkeiten  und  eine  hohe  Rube  des  Geistes, 
ergreift  und  umfaBt  alles,  ohne  durch  Ermiidung  unterbrochen  zu  werden; 
jetzt  studiert  er  zwar  Philologie  und  Mathematik,  schwerlich  aber 
mdchten  ihn  diese  Facher  auf  immer  fixieren,  in  jedem  Falle  wird  er 
sich  einst  merkwiirdig  machen/^ 

In  der  Tat  hatte  er  sich  zuerst  mit  groBter  Begeisterung  und  er- 
staunlicher  Arbeitskraft  dem  Studium  der  alten  Sprachen  gewidmet 
und  im  Seminar  die  Aufmerksamkeit  Boeckhs,  des  Altmeisters  grie- 
chischer  Philologie,  erregt.  ^Miramini,  commilitones  suavissimi,  philo- 
logum  me  vobis  philologis  dissertatiunculam  proponere  de  Pappi 
Alexandri  coUectionibus  mathematicis"  lauten  die  Eingangsworte  seiner 
in  philologischer  und  mathematischer  Hinsicht  ausgezeichneten  Se- 
minararbeit,  die  aber  schon  zu  einer  Zeit  verfaBt  war,  als  sein  Ent- 
schlufi  feststand,  sich  ganz  der  Mathematik  zu  widmen.  „Indcm  ich 
so  doch  einige  Zeit  mich  ernstlich  mit  der  Philologie  boschaftigte", 
schreibt  er  seinem  Onkel,  „gelang  es  mir,  einen  Blick  zu  tun  in  die 
innere  Herrlichkeit  des  alten  hellenischen  Lebens,  so  daB  ich  wenigstens 
nicht  ohne  Eampf  dessen  weitere  Erforschung  aufgeben  konnte.  Demi 
aufgeben  muB  ich  sie  fiir  jetzt  ganz.  Der  ungeheure  KoloB,  den  die 
Arbeiten  eines  Euler,  Lagrange,  Laplace  hervorgerufen  haben, 
erfordert  die  ungeheuerste  Kraft  und  Anstrengung  des  Nachdenkens, 
wenn  man  in  seine  innere  Natur  eindringen  will  und  nicht  bloB  auBer- 
lich  daran  herumkramen.  tJber  diesen  Meister  zu  werden,  daB  man 
nicht  jeden  Augenblick  fiirchten  muB,  von  ihm  erdriickt  zu  werden, 
treibt  ein  Drang,  der  nicht  rasten  und  ruhen  laBt,  bis  man  oben  steht 
und  das  ganze  Werk  Ubersehen  kann/^ 

Die  Arbeiten  der  groBen  franzosischen  Mathematiker  sowie  die 
Schriften  von  Euler  und  GauB  waren  seine  Lehr meister;  denn  Vor- 
lesungen,  wie  sie  damals  in  Berlin  und  an  alien  andem  deutschen  Uni- 
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versitaten  gehalten  wurden,  konnten  ihm  nicht  gendgen.  GauB,  an- 
gestaunt  und  bewiindert  von  alien  ^  welche  exakter  Forschong  sich 
widmeteu,  dozierte  an  einer  kleiuen  Universitat  vor  wenigen  Zuhorern; 
was  er  gab^  war  neu  und  von  genialer  Originalitat^  (iberall  boten  sich 
liberraschende  Gesichtspunkte  mit  einem  weiten  Ausblick  in  die  Femen 
der  Wissenschafb,  alles  war  exakt  im  Inhalt^  pnlzis  in  der  Form;  aber 
es  fehlte  GauB  die  auch  auBerlich  sich  kundgebende  W&rme  und  Be- 
geisterung;  welche  den  mathematischen  Lehrer  notwendig  beherrschen 
muB,  wenn  die  zum  Teil  so  trockenen  und  nflchtemen  Wahrheiten 
einen  selbst  empfanglichen  Verstand  befruchten^  wenn  die  Yon  den 
Schwingen  eines  noch  so  genialen  Geistes  ausgehenden  Ideen  auf  einem 
noch  jugendfrischen  R^sonanzboden  einen  Widerhall  finden  soUen.  Und 
auf  don  Eathedem  all  der  andem  deutschen  Universitaten  stand  im 
zweiten  Dezenniuni  des  vorigen  Jahrhunderts  weder  ein  bedeutender 
Lehrer  noch  ein  herrorragender  Forscher.  Als  Dirichlet  den  Trieb 
in  sich  ftihlte^  mathematischen  Studien  sich  zu  widmen,  konnten 
auch  ihm  die  Vorlesungen  liber  die  Elemente  der  synthetischen 
und  analytischen  Geometric,  iiber  die  Anfangsgrtlnde  der  Algebra 
und  iiber  die  alles  beherrschende  Kombinatorik  an  den  Universii&ten 
seines  Vaterlandes  ein  Gendge  nicht  bieten,  und  er  wandte  sich 
nach  Paris,  um  von  den  groBen  franzosischen  Forschem  an  deren 
beriihmter  Universitat  Wissenschaft  und  Methode,  Vertiefimg  und  Klar- 
heit  zu  lernen. 

Ganz  auf  seine  eigene  Kraft  angewiesen,  ohne  jegliche  Leitung 
seiner  Studien  legte  Jacobi  schon  nach  einem  Jahre  gewaltiger 
geistiger  Anstrengung,  kaum  20  Jahre  alt,  mit  ausgezeichnetem  Erfolge 
bei  Poselger  seine  Staatspriifung  ab  und  traf  sogleich  die  Vorberei- 
tungen  zum  Doktorexamen.  Nachdeni  sein  Examinator  Dirksen  in 
der  miindlichen  Priifung  Jacobi  „mit  lobenswerten  Kenntnissen  aus- 
gerflstet"  und  in  der  eingereichten  Arbeit  „meditationes  analyticae"  eine 
„mehr  als  gewohnliche  Selbstandigkeit  und  eine  gewisse  Originalitat 
der  Behandlung''  gefunden,  wurde  ihm  gestattet,  seine  Habilitation  mit 
der  Promotion  zu  verbinden  und  einen  Teil  der  eingereichten  Probe- 
schrift  unter  dem  Titel  „Disquisitiones  analjticae  de  fractiouibus  sim- 
plicibus^^  als  Dissertation  zu  veroffentlichen,  eine  Arbeit,  aus  der  uns 
schon  die  ungewohnliche  Tiefe  und  Klarheit  seiner  mathematischen 
Anschauungen  entgegentritt.  Durch  Einfiihrung  der  unendlichen  Reihen 
zur  Bestimmung  der  Koeffizienten  der  allgemeinen  Partialbruchzerlegung 
rationaler  Funktionen  bringt  er  ein  funktionentheoretisches  Element  in 
die  algebraischen  Untersuchungen,  das  spater  seine  Fruchtbarkeit  in 
der  Ausbildung  der  Theorie  der  eindeutigen  Funktionen  erwiesen,  und 
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benutzt  zugleich  die  angewaudten  Prinzipien  zu  interessanten  Trans- 
formationen  unendlicher  Reihen. 

So  staud  Jacobi;  noch  nicht  21  Jahre  alt;  auf  dein  Berliner  Ka- 
theder  und  zeigte  schon  bei  seinem  ersten  Auftreten  nach  dem  Zeugnis 
seiner  damaligen  Zuhorer  ein  so  hoch  eutwiekeltes  Lehrtalent^  daB  das 
Ministerium  bereits  nach  einem  halben  Jahre  auf  seinen  Wunsch,  die 
Lehrtatigkeit  als  Privatdozent  in  Konigsberg  an  Stelle  des  eben  ver- 
storbenen  ordentlichen  Professors .  der  Mathematik  Wrede  fortsetzen 
zu  dtirfen,  bereitwillig  einging;  urn  dadurch  dem  jungen  Dozenten  mehr 
Aussicht  fQr  eine  etwaige  Beforderung  bieten  zu  konnen.  Und  wahrcnd 
ihm  so  durch  seine  Versetzung  nach  Konigsberg  ein  weites  und  frucht- 
bares  Feld  fiir  sein  Lehrtalent  erofihet  wurde,  war  es  ftir  seine  schrift- 
stellerische  Tatigkeit  ein  gliickverheiBendes  Ereignis^  daB  sich  Crelle 
in  Berlin  damals  bereits  niit  dem  Gedanken  der  Griindung  einer  mathe- 
matischen  Zeitschrift  trug  und  denselbeu  in  kilrzester  Zeit,  wenu  auch 
unter  den  schwierigsten  Verlialtnissen,  zum  Segen  der  matlieraatischen 
Wissenschaften  zur  Ausfuhrung  zu  bringen  wuBte.  Schou  im  Sommer 
1826  Qbersandte  Jacobi  an  Crelle  mit  den  Worten:  „icb  mache  Sic 
zum  Herm  liber  Leben  mid  Tod  der  kleinen  Geschopfe*'  zwei  kiirzere 
ArbeiteU;  welche  Ausfiihruugen  und  Vereinfachungen  GauBscher  Unter- 
suchungen  liber  die  angenaherte  Berecimung  yon  Integraleu  euthielten, 
wahrend  er  sich  zugleich  in  desscu  ilberaus  schwierige  zahlentheore- 
tische  ArbeiteU;  vor  allem  in  das  Studinm  seiner  disquisitiones  arith- 
meticae  vertiefte. 

Bereits  am  Ende  des  achtzehnten  Jahrhunderts  hatte  Gaufl,  20  Jahre 
alt^  mit  staunenswerter  Tiefe  und  unvergleichlicher  Gonialitlit  cine  neue 
Zahlentheorie  geschaffen,  in  dieser  die  Kreisteilung  mit  der  Trana- 
zendentenlehre  verkniipft  und  die  Basis  zur  spiiteren  Funktionentheorie 
gelegt,  noch  im  ersten  Viertel  des  vorigen  Jahrhunderts  eine  Flachen- 
lehre  geschaffen^  welche  den  abstraktesten  geometrischen  Wahrheiten 
eine  der  Mechanik  und  mathematisclien  Physik  adaquate  Form  gab, 
nicht  lange  darauf  die  Siitze  der  heutigen  Potentialtlieorie  aufgebaut, 
in  der  Geschichte  der  Physik  und  Astronomic  durch  grofie  und  weit- 
tn^ende  Entdeckungen  seinen  Namen  unverganglich  eingegraben,  und 
diesen  nach  einem  schopferischen  Wirken  ohnegleichen  bis  in  die 
Mitte  des  neunzehnten  Jahrhunderts  in  ungeschwachtem  Glanze  er- 
halten.  Aber  niemand  war  imstande  gewesen,  seinen  Untersuchungen 
zu  folgen,  niemand  konnte  es  wagen,  seinen  Forschungen  sich  an- 
zuschlieBen  und  sie  fortzufiihren,  bis  Jacobi  1825  auf  den  Schauplatz 
mathematischer  Forschung  trat,  wenn  auch  .selbst  eine  Zeitlang  allein 
stehend  und   deshalb  gezwungen,  mit  der  riesigsten  Anstrenguug  des 


()2  n.  Teil:  Wissenschaftliche  Vorfcrage. 

Geistes  und  dem  gauzen  moralischcn  Mute  eines  wissenschaftlichen 
Bahnbrechers  den  Boden  mathematischer  Arbeit  in  Deutschland 
fruchtbar  zu  machen^  doch  in  stetem  Hinweis  auf  den  grofien  Gottinger 
Meister. 

So  libte  zunachst  die  Zahlentheorie^  diese  schwierigste;  weil 
abstrakteste^  aller  mathematischen  Disziplinen^  auf  Jacobi  die  grdBte 
Anziehungskraft  aus,  und  er  erregte  durch  die  schriftliche  Mitteilong 
der  Resultate,  zu  denen  er  in  seinen  Untersuchungen  liber  die  3.  und 
5.  Potenzreste  gelangt  war,  in  hohem  Grade  das  Interesse  von  Gaufi, 
dem  er  sich  schiichtem  mit  den  Worten  genahert:  „Nur  der  Eifer 
fiir  die  Wissenschafb  konnte  einem  unbekannten  jungen  Mann  die 
Elilinheit  einilofien,  aus  seinem  Dunkel  zu  einem  Mathematikery  der 
in  solchem  Itulmiesglanze  dasteht,  zu  reden";  aber  sein  intimer  Um- 
gang  mit  Bessel,  ciner  der  groBten  Zierden  astronomischer  Wissenschaft^ 
fiihrte  ihn  auch  wieder  von  den  abstraktesten  Untersuchungen  weg  zur 
Besehiiftigung  mit  den  vcrschiedenartigsten  Anwendungen  der  Mathe- 
matik,  zum  Staunen  seines  damals  in  Gottingen  studierenden  alteren 
Bruders  Moritz,  des  spateren  bekannten  Petersburger  Physikers  und 
Erfiiiders  dor  Galvanoplastik;  ,,\venn  sich  die  transzen dentate  Universalitat 
meines  Geistes",  schreibt  ihm  dieser,  ^manifestiert  im  Erkennen  und 
Auffassen  der  Qualitaten  der  Mauersteine  und  des  Gemauers  dber- 
haupt,  so  machst  Du  mir  diese  Universalitat  gewifi  und  mit  vollem 
liechte  streitig,  indem  Du  durch  und  in  Doinem  Briefe  darlegst, 
mit  welcher  Leichtigkeit  Du  ein  Feld  bebaust,  das  bisher  Deiner 
innersten  Natur  fremd  zu  sein  schien,  Astronomic  und  Physik,  Pendel- 
versuche,  Dreiecknetze  und  Karten.  Das  freut  mich,  weil  es  mich 
vielleicht  rilcht,  und  Du  erkennst,  dafi  eben  das  nur  Wert  hat,  was  sich 
i)etatigen  laBt". 

Von  Bcssel  angeregt,  beschaftigte  er  sich  mit  der  Frage  der 
Ausdriickbarkeit  der  Wur/eln  einer  Gleichung  durch  bestimmte  Integrate, 
auf  ein  Prinzip  sich  stiitzend,  das  im  engsten  Zusammenhange  mit 
den  Untersuchungen  von  Cauchy  steht,  welche  die  NuUwerte  einer 
Funktion  durch  das  liandintegral  des  voUstandig  begrenzten  Raumes 
bestimmeu;  er  erschloB,  ohne  von  dem  fundamentalen  Gedanken  GauB' 
von  der  EinfUhrung  der  komplexen  GroBen  in  die  Zahlentheorie 
Kenntnis  zu  haben,  durch  eine  wunderbare  Divination  geleitet,  all- 
gemeingiiltige  zahlentheoretische  Satze  (iber  die  Kreisteilung  und  die 
kubischen  Reste,  und  schien  im  Besitze  neuer  und  frachtbarer  Prinzi- 
pien  eben  im  BegriflF,  weitgreifende  Forschungen  auf  diesem  Gebiete 
einzuleiten,  als  sein  Geist  von  Untersuchungen  ganz  anderer  Art  in 
Anspruch    genommen  wurde,    deren  Frtichte  schon  im   Sommer    1827 
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den  22jalirigen  jungen  Mann  in  die  vorderste  Reihe  der  Mathematiker 
stellen  sollten. 

„Sie  sehen  mich  im  BegrifiF*',  antwortete  Jacobi  eines  Tages 
einem  Freunde,  der  ihn  auffallend  verstimmt  fand  und  nach  dem 
Grande  dieser  Verstimmung  fragte,  „die8e8  Buch  (Legendres  exer- 
cices)  anf  die  Bibliothek  zuriickzuschicken,  mit  welchem  ich  ent- 
schiedenes  Ungliick  habe.  Wenn  ich  sonet  ein  bedeutendes  Werk 
studiert  habe^  hat  es  mich  immer  zu  eigenen  Gedanken  angeregt, 
and  ist  dabei  etwas  fiir  mich  abgefallen.  Diesmal  bin  ich  ganz  leer 
aasgegangen  und  nicht  zum  geringsten  Einfalle  inspiriert  worden/' 
Und  gerade  auf  diesem  Gebiete  war  es  ihm  beschieden,  unverwelkliche 
Lorbeeren  za  pfliicken. 

Der  ausgezeichnete  franz5sische  Mathematiker  Legendre  hatte 
zwar  in  jenem  Werke  die  Ghrundlage  fiir  eine  umfassende  Theorie  der 
elliptischen  Integrale  geschaffen;  aber  fiir  die  weitere  Ausgestaltuug 
der  Transzendentenlehre  konute  nur  durch  EinfUhrung  neuer  und 
schopferischer  Gedanken  eiue  mathematische  Disziplin  sich  entwickeln^ 
welche  das  a  und  (o  der  modernen  Analysis  werden  sollte^  und  an 
deren  Begriindung  sich  die  wunderbare  produktive  Kraft  Jacobis  so 
glanzend  betatigte.  Zugleich  mit  Jacobi  tritt  der  um  zwei  Jahre 
altere  grofie  norwegische  Mathematiker  Abel  auf  den  Schauplatz 
wissenschaftlicher  Arbeit  in  derselben  Kichtung;  etwas  friiher  als  jener, 
der  eine  nichts  wissend  von  dem  andem^  aber  beide  nach  den  An- 
deutungen  in  den  disquisitiones  arithmeticae  wohl  ahnend,  dafi  Gaufi 
schon  seit  nahezu  30  Jahren  im  Besitze  der  grofien  Geheimnisse  dieser 
so  verboi^enen  Wahrheiten  sein  muflte;  doch  auch  er  wagt  es  so 
wenig  wie  Jacobi,  schriftlich  oder  miindlich  dessen  Rat  und  Wissen 
in  Anspruch  zu  nehmen,  er,  wie  Jacobi,  fiihlte  sich  fremd  gegeniiber 
der  strengen  und  verschlossenen  Natur  jenes  miichtigen  Geistes,  denn 
impulsiv  ist  Abels  Verstand  und  sein  Gemiit,  wie  es  die  Natur 
Jacobis  gewesen. 

Abel  war  Jacobi  bereits  weit  vorausgeeilt  in  der  Erforschung 
der  Transzendenten,  ohne  daB  dieser  in  Konigsberg  von  dessen  Eut- 
deckungen  rechtzeitig  Kenntnis  erhalten.  Zwei  kurze  Briefe  vom 
13.  Juni  und  2.  August  1827  an  Schumacher,  welche  die  Basis 
legten  fur  die  Transformationstheorie  der  elliptischen  Integrale,  zeigten 
der  mathematischen  Welt,  daB  Jacobi  der  Wissenschaft  neue  Ge- 
danken und  Prinzipien  erobert  habe;  die  unendliche  Reihe  der  Moduln- 
ketten  und  das  Prinzip  der  doppelten  Periodizitat  werden  in  der  Ge- 
schichte  der  Mathematik  bei  Abel  wie  bei  Jacobi  stets  als  ein 
Stetigkeitssprung    des    Geistes    in    der    Erforschung    mathematischer 
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Wahrheiten  erscheinen.  Dem  franzosischen  Altmeister  and  onermtLdlichen 
Forscher  in  der  Theorie  der  elliptischen  Integrale  brachte  diese  Entr 
deckung  Jacob  is  eine  derartige  tTberraschung,  daB  er  ihr  dorchaus 
keinen  Glauben  schenken  wollte^  als  ihni  der  schone  Brief  Jacobis, 
der  mit  den  Worten  beginnt:  ^^Monsieur,  un  jeune  g^om^tre  ose  Yons 
presenter  quelques  decouvertes  faites  dans  la  theorie  des  fonctions 
elliptiqueSy  anxquelles  il  a  ete  conduit  par  Fetnde  assidne  de  yob  beaux 
^crits^^;  die  Mitteilung  Yon  den  Funden  brachte^  welche  deutlich  die 
ungeheure  Tri^weite  seiner  Prinzipien  fiir  den  ganzen  weiteren  Aus- 
bau  der  Transzendentenlehre  erkennen  liefien.  Mit  diesen  Zeilen  be- 
ginnt der  fiir  die  Geschichtc  der  mathematischen  Wissenschaften  so 
hochinteressante  Briefwechsel  zwischen  Legeiidre  und  Jacobi,  der 
sich  bis  zum  Jahre  1832,  ein  halbes  Jahr  vor  des  ersteren  Tode,  hiu- 
zog,  und  zugleich  entwickelte  sicb  Yor  den  erstaunten  Blicken  der 
mathematischen  Welt  jener  wundorbare  Wettkampf  zwischen  Abel 
und  Jacobi,  vvie  er,  fern  von  Neid  und  MiBgunst,  nur  Yon  der 
reinsten  Liebe  zur  Wahrheit  getragen,  fast  ohnegleichen  dasteht  in 
der  Geschichte  der  matliematischen  Wissenschaften.  „Je  puis  me  re- 
poser^',  sehreibt  Legend  re  ein  wenig  spater,  „8ur  le  zhle  de  deux 
athletes  infatigables  tels  que  yous  et  M.  Abel;  je  me  felicite  n^anmoins 
d'aYoir  vecu  assez  longtemps  pour  etre  temoin  de  ces  luttes  gen^reuses 
entre  deux  jeunes  athletes  egalement  Yigoureux,  qui  fond  toumer  leurs 
efforts  an  profit  de  la  science  dont  ils  reculeut  de  plus  en  plus  les 
limites." 

Jacob  is  Plan,  schcm  wahrend  der  Herbstferien  1827  eine  aus- 
fiihrliche  Darstellung  seiuer  Transformationstheorie  sowie  der  weiteren 
Uesultate  seiner  Forschungen  in  der  Theorie  der  elliptischen  Funktiouen 
zu  veroffentlichen,  erlitt  zunachst  dadurch  eine  kurze  Verzogerung, 
daB  er  durch  eine  neue  und  ganz  heterogene  Gedankenreihe  zur 
Vertiefung  der  Untersuchungen  Yon  Lagrange  und  Pfaff  beztlglich 
der  Integration  totaler  und  partieller  Differentialgleichungen  gefdhrt 
wurde;  wahrend  er  in  eleganter  und  symmetrischer  Form  die  Pfaffsche 
Methode  fiir  die  Integration  einer  allgemeinen  totalen  Differential- 
gleichung  entwickelt  und  den  Zusammenhang  derselben  mit  den 
Untersuchungen  you  Lagrange  feststellt,  wird  er  zu  jener  merk- 
wilrdigen  Erweiterung  des  Lagrangeschen  IntegrationsYerfahrens  fOr 
eine  lineare  partielle  Differentialgleichung  auf  ein  simultanes  lineares 
System  Yon  ganz  besonderer  Form  gefiihrt  und  gelangt  auf  diesem 
Wege  zur  Ausdehnung  der  Methode  you  Lagrange  fur  die  Integration 
einer  beliebigen  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  Yon 
zwei  auf  solche  mit  beliebig  Yielen  uuabhangigen  Variabeln. 
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So  stand  Jacobi  in  kdrzester  Zeit  neben  GauQ  als  einer  der 
Ptlhrer  beim  Ausbau  der  mathematischen  Wissenschaft;  aber  noch 
immer  war  er,  obwohl  der  einzige  Lehrer  der  Mathematik  an  der 
Universitat  Konigsberg,  Privatdozent  mit  200  Talem  Qehalt,  und  als 
der  preuBische  Minister  die  Fakultat  um  ihre  Ansicht  betreffs  Er- 
nennong  Jacob  is  zum  auBerordentlichen  Professor  befragte,  da  setzte 
dieselbe  freilich  keinen  Zweifel  in  dessen  ausgezeichnete  wissenschaftliche 
Leistungen,  lehnte  aber  trotzdem  seine  Emennung  ab,  weil  er,  ein  so 
janger  Mann,  sich  unangemessen  iiber  einige  altere  akademische  Lehrer 
geaaBert  und  seinen  naheren  Umgang  wesentlicb  im  Kreise  von 
jQngeren  Dozenten  gesucht  habe  —  von  Dove,  Neumann  und  anderen, 
Namen,  die  heute  ein  jeder  von  uns  mit  Pietat  und  Verehrung  nennt.  In 
erfreulicher  Objektivitat  hebt  dem  gegen^ber  der  Kurator  der  Universi- 
tat in  seinem  Bericht  an  den  Minister  die  Besorgnisse  der  Fakultat 
als  unzutreffend  hervor,  und  das  gilnstige  Urteil,  welches  Bessel  iiber 
Jacobis  wissenschaftliche  Leistungen  abgab,  sowie  der  in  der  Aka- 
demie  erstattete  enthusiastische  Bericht  Legendres  fiber  dessen 
Arbeiten  —  ,Jiegendre  hat  den  Neid  gemordet  und  an  den  Galgen 
gebracht'',  schreibt  ihm  sein  Bruder  Moritz  —  bestimmten  die 
Regierung,  ihn  noch  am  Ende  des  Jahres  1827  zum  auBerordentlichen 
Professor  zu  emennen;  wenige  Monate  spater  erfolgte  die  gleiche 
Kangerhohung  fUr  Neumann  und  Dove. 

Inzwischen  war  der  erste  Teil  der  recherches  von  Abel  erschieneu 
und  diesem  die  Prioritat  der  Entdeckung  in  sehr  vielen  Punkten  der 
Transzendentenlehro  gesichert  —  und  nun  begann  jenes  emste  und 
schwere  Ringen  zwischen  den  beiden  jugendlichen  Forsehern,  beide 
beseelt  von  dem  edelsten  wissenschaftlichen  Ehrgeiz  und  lautei-ster 
Wahrheitsliebe.  Wir  bewundern  das  gegenseitige  Ineinandergreifen 
und  sich  Erganzen  ihrer  Untersuchungen,  das  sich  Stiitzen  des  einen 
auf  die  Resultate  und  Methoden  des  anderen,  und  so  blieb  beiden 
keine  Zeit  zu  der  geplanten  Ausarbeitung  einer  zusammenhangenden, 
in  alien  Teilen  wohlbegriindeten  Theorie,  denn  jeder  Tag  fast  brachte 
eine  neue  Entdeckung.  Wahrend  Legendre  sein  Erstaunen  noch 
immer  nicht  gemindert  iiber  die  unendlicho  Anzahl  von  Transfor- 
mationen  eines  elliptischen  Integrals  in  ein  gleichgestaltetes,  „veri- 
table  Protee  analytique",  hatte  Jacobi  schon  eine  Anwendung  der 
elliptischen  Traiiszendenten  auf  das  bekannto  geometrische  Schlieflungs- 
problem  gemacht^  die  algebraischen  Aufiosungen  der  Divisions- 
gleichungen  der  elliptischen  Funktionen,  wie  sie  Abel  gegeben,  in- 
haltlich  und  formal  vereinfacht,  die  Theorie  der  Modulargleichungen 
begriindet  und,   wiederum   von  einer  wunderbaren    Divination  geleitet, 
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in  'U'U  MiuilytiM;hen  Ausdriicken  der  elliptischen  Umkehrungsfdnktion 
flit'  I' iindarrK'ntaltraDflzendeute,  die  '^-Funktion,  erkannt,  auf  welcher  sich 
fi)r  telhf  Kolgez4iit  die  Theorie  der  elliptischen  und  Abelschen  Trans- 
'M'tvU'uU'M  aufbauen  soUte. 

\\ti:r  vi<fle  dieser  Entdeckungen  hatte  auch  Abel,  entweder  frdher 
utU't  t*\u  MHriig  Hpiiter  als  Jacobi,  gem^ht;  ^^hat  er  mit  Ibrem  Kalbe 
(/4:pHlipri,  tnhtr  mit  eigeneu  kraftigen  Stieren?^'  &agt  Bessel  Jacobi, 
^tU  d<;r  /w(;ito  1eil  der  AbeKscheu  recherches  in  dessen  Hande  ge- 
IcofnrrH^fi,  Jacobi  erkennt  uun^  dafi  Abel  wohl  schon  frfiher  als  er 
lUm  fillgiriiK'im;  Tnin8foruuitions])roblem  gelost,  und  dies  treibt  ihn 
*^it'i\t'r  zii  iirimer  groBerer  Eilo  und  unaufhaltsamer  Arbeit  an;  er  be- 
(/inrit.  iiri  H<^pt<?iiiber  1S2H  den  Druck  seines  groBen  Werkes,  in  welchem 
rr  <MiMr  /uHatnuienhangende  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  ent- 
y\n'.rU:u  will,  piibiiziert  daneben  eine  Arbeit  nach  der  anderen  Qber  die 
Kjpr''ii»<*liaft<*n  seiner  Transzendenten  —  aber  nun  trennen  sich  anch 
dir  VV<-g<?  und  Methoden  dieser  beiden  Forscher  immer  mehr,  und, 
WfUiK^nd  .la(M)bi  zu  Hohr  allgcmeinen  Untersuehungen,  zum  Teil  rein 
lMf»lit,ion<»nl.h(M)n»tischer  Natur,  gefilhrt  wird,  wendet  sich  Abel  der 
.?r|iwMrrig<*n  Theorie  der  Integralo  algebraischer  Funktionen  zu. 

Km  niib<*<^  di(»  Zeit,  in  der  die  Wiinsche  des  fiir  die  Entwicklung 
iji'i  rniiihoinatiHchon  Wissenschaften  unermildlieh  tatigen  Crelle  in 
HmIim  NJrh  zu  realisioren  schienen;  Abel  sollte  Norwegen  verlassen, 
Mvh  an  i\i'Y  Kerliner  UniverHitiit  habilitieren,  dort  ein  mathematisches 
H<  fninur  bt^grilnden  und  bei  der  Kedaktion  des  Crelleschen  Jonmals 
iliuHTnd  b('t4'iligt  sein.  In  den  Wiinschen  Humboldts  und  Legendres 
la^  i*H,  (laB  das  Seminar  mit  verhaltnismiiBig  reichen  Mitteln  aus- 
jri'rtlaMt^t  und  den  Hiinden  Abels  und  Jacobis  anvertraut  werden 
liiijllr,  um  in  (lemeinsehat't  mit  Diriehlet  und  Steiner,  welche  be- 
rrilH  an  der  Universitiit  dozierU»n,  eine  neue  Generation  schaflPens- 
IVrudiger  und  arbeitslustiger  junger  Mathematiker  heranzubilden ;  Jacobi 
wunh*  jedoeli  auf  Antra«jc  der  Uuiversitiit  „als  in  alien  Beziehungen 
diT  Uelorderung  zum  ordentliehen  Professor  wiirdig*'  durch  seine  im 
Milry.    ISi^i)    tTfolgtv    Ernennunjx    zuniiehst   in   Konigsberg  festgehalten. 

hr/.wisrlien  hatte  er  die  fundamentale  Arbeit  Abels  flber  das 
AiltlilionsthtH)rem  der  Integrale  algi»braischer  Funktionen  der  Ver- 
gi»sHi'nlu'it  entrissen,  naehdem  dieselbe  bereits  seit  nahezu  2  Jahren 
ihirrh  rin  unglUekliohes  Zusamnientretlen  von  Zutiilligkeiten  in  der 
Parisrr  Akademie  unhoaehtet  gi'blieben;  .jnonumentum  aere  perennius*' 
nt»nul  Jaeohi  diesrs  Abelsohe  Theon^m,  ^quelle  deeourerte  de  M.Abel 
qur  rt»Ho  ijeneralisation  de  Tintegral  d*EulerI  a  t-on  jamais  vu  pareilie 
ehost»!**  ruft    l^eijendre  aus,  der,  wie  er  das  I.  Supplement  seines  traits 
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den  Jacob  ischen  Entdeckungen  gewidmet,  zum  Gegenstand  seines 
2.  Supplements  die  Behandlung  jenes  wunderbaren  Theorems  fQr  hyper- 
elliptische  Integrate  gewahlt  hat. 

Die  Bemfung  Abels  nach  Berlin  war  vom  Minister  nnterzeichnet^ 
die  Autorisation  des  Konigs  zur  Bildung  eines  Seminars  fUr  hohere 
Mathematik  und  Phjsik  erteilt^  Jacobi  in  Konigsberg  zum  ordent- 
lichen  Professor  ernannt,  und  eine  aussichtsvolle  Zukunft  eroffnete  sich 
in  Deutschland  den  mathematischen  Studien.  Da  starb  Abel  plotzlich 
am  2.  April  1829,  27  Jahre  alt,  „l'esperance  que  j'avais  con^ue  de  le 
trouver  a  Berlin  a  6i6  done  cruellement  de^ue, .  . .  il  s'en  est  alle,  mais 
il  a  laiss^  un  grand  exemple",  so  meldet  Jacobi  in  Trauer  und  Be- 
stiirzung  Legendre  den  Tod  Abels. 

Wenige  Tage  spater  erschienen  die  Fundamenta  nova  fiinctionuni 
ellipticarum  von  Jacobi,  ein  Werk,  das  sich  den  GauBschen  dis- 
quisitiones  arithmeticae  wiirdig  anreiht,  und  das  aller  Augen  auf  deren 
Verfasser  richten  lieB  —  der  24jabrige  junge  Mann  stand  unbestritten 
da  als  der  erste  deutsche  Mathematiker  nachst  GauB,  aber  k5rperlich 
und  geistig  erschopft  von  dem  gewaltigen,  unaufhorlichen  Schaften. 
Er  reiste  zu  seinen  Eltern  nach  Potsdam,  um  dort  zunachst  nur  kurze 
Zeit  auszuruhen;  hier  wurde  die  erste  personliche  Bekanntschaft  zwischen 
Jacobi  und  Dirichlet  angeknnpft,  und  auf  einer  Keise,  die  sie  zu- 
sammen  nach  Halle  und  von  dort  aus  in  Gesellschaft  von  Wilhelm  Weber 
nach  Thilringen  unternahmen,  lernten  sie  sich  naher  kennen.  Das 
Ministerium  gab  ihm  bereitwilligst  einen  Urlaub  fiir  das  ganze  Sommer- 
semester,  und  er  bcgab  sich,  nachdem  er  no(*h  einige  Monate  bei  seinen 
Verwandten  und  Freunden  in  Berlin  sich  aufgehalten,  nach  Paris,  wo 
er  vom  Ende  des  August  bis  zur  Mitte  des  Oktober  in  vollem  GenuB 
von  Natur  und  Kunst  lebte,  zugleich  aber  auch  in  l)estandigem  wissen- 
schaftlichen  Verkehr  mit  Legendre,  Fourier,  Poisson  und  anderen 
hervorragenden  Mathematikern  und  Physikern,  die  ihn  spater  zum  Teil 
noch  aberlebt  haben. 

Nach  Konigsberg  zuriickgekehrt  hielt  er  —  zum  erstenmal  an 
einer  deutschen  Universitat  -  eine  Vorlesung  iiber  die  Anfangsgriinde 
der  Theorie  der  elliptischen  Transzendenten,  wurde  aber  auch  durch 
den  standigen  Verkehr  mit  Bessel  veranlaBt,  sich  allmahlich  wieder 
Problemen  anderer  Natur  zuzuwenden,  welche  die  Sturmschen  Ver- 
oiFentlichungen  iiber  algel)raische  Gleichungen,  die  rait  Hilfe  seiner 
functio  generatix  sich  ergebenden  lleihen  fiir  die  Losungen  einer  solchen, 
und  interessante  Entwicklungsformen  von  Funktionen  mehrerer  Variablen 
betrafen,  welche  eng  mit  der  Theorie  der  Fouriersclien  Reihen  ver- 
kniipft  sind. 
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Die  Aiierkennung,  welche  ihm  von  den  ausgezeichneten  franzosischen 
Mathematikeni  zuteil  wurde,  der  bekannte  Bericht  Poissons  fiber 
Heine  Fundamenta,  die  ihm  erwiesene  Ehre^  dafi  die  Pariser  Akademie 
ihren  groBen  Preis  zwischen  ihm  und  den  Angehorigen  Abels  teilte, 
Howie  die  wiederholte  Anerkennung  ^seiner  verdienstvollen  Wirksam- 
keit  und  beifallswerten  litterarischen  Leistungen"  von  seiten  der 
|)reuBisc]ien  Regierung  konnten  ihn  mit  Befriedigung  und  Genugtuung 
auf  (las  zurttckblicken  lassen,  was  er  vollbracht;  er  war  eben  mit  den 
Vorb<^n'itungen  zu  einer  groBen  achtstiindigen  Vorlesung  fiber  ellipidsche 
Kiitiktionen  beschaftigt,  die  er  fur  das  nachste  Sommersemester  in 
AuHHicht  genommen^  als  der  Beginn  des  Jahres  1831  eine  entscheidende 
Wendiing  in  seinem  Leben  herbeifiihrte. 

y^Liebe  Marie  I  Es  ist  eine  besondere  Angelegenheit,  die  mich  treibt^ 
lUtU'U  zu  Hchreil>en,  und  ich  mag  Ihnen,  ohne  weitere  Vorbereitung, 
di«?  Sache  einfaltiglich  eroffnen",  so  beginnt  der  erste  Brief  Jacob  is 
an  Ht'Mii'  ziikilnftige  Braut,  die  Tochter  des  Kommerzienrates  Schwinck 
in  KonigHberg,  welche  eben  an  das  Krankenlager  ihrer  alteren  Schwc^ter, 
tlvr  h'rau  des  Kegierungsprasidenien  v.  Wissmann  in  Frankfurt  a.  0^ 
^e«ilt  war.  „Von  frfih  auf  mit  den  ernstesten  Arbeiten  beschaftigt^ 
in  ibnen  den  Kreis  meines  Daseins  erschopft  glaubend,  von  ihnen 
volb;  i^ifriedigung  alles  dessen  erhaltend,  was  jugendliche  Kuhmb^erde 
11  ur  trill  J  men  konnte,  muBte  ich  mir  selbst  befremdlich  vorkommen^ 
aln  ein  Hcheinbar  reiches  Dasein  mir  mit  einem  Male  ieer^  und  Rubra 
und  Kbre  und  Wissenschaft  gar  nicht  mehr  wesentlich  erschienen  und 
gitrifig  geg<-n  einen  freundlichen  Blick  von  Ihrem  Auge,  wenn  mir 
di«H<r  wiirde^',  und  sehr  bald  darauf  darf  er  ihr  schreiben: 

„l)ieH<jr  Schritt  ist  geschehen  mit  solcher  Notwendigkeit,  bedingt 
diin'Ji  di<?  innerste  Art  Ihres  Seins  und  des  meinen,  wie  etwa  die 
i'wi^<fn  OeHctze  der  Natur  und  des  Geistes  erfolgen  mogen:  hier  war 
k«?in«f  willkiirliche  EutschlieBung  erst  zu  fassen  und  mithin  keine  tJber- 
tri\nu\£.  Und  so  goschjih  (^^  mir  wohl  oft  in  entscheidendeu  Augen- 
bli'^ken  nieiiies  Lebens,  wie  es  gewiB  dem  ungetriibten  Geiste  immer 
i/t*Mi',h'ui\ii,  daB  ihm  eine  notwendige  Tat  klar  vor  der  Seele  steht, 
M'lbnt  wenn  er  sich  Griinde  des  Versttmdes  dagegen,  so  gut  wie  jeder 
;ind<;re,  an  den  Fingern  abzahlen  kann." 

Am  II.  September  fand  die  Hochzeit  statt,  und  nun  erst  gewinnt 
Jarobi  wieder  die  vollige  Konzentration  in  der  Wissenschaft.  „Mit 
titi'iii**,tt  Arbeiten",  schrieb  er  jetzt  seinem  Bruder,  „8teht  es  so,  daB  ich 
viele  Jabre  nur  zu  schreiben  brauclite,  indem  die  seltensten  Resultate 
g'lHarnnielt  sin<I,  bei  vielem,  was  schon  fleiBig  ausgearbeitet  ist,  nur  die 
U'i'/Xi'  Hand   febit,   aber  ich   konnte   bisher  nie  die  Freudigkeit  finden^ 
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die  zum  VoUendeu  notig  iat.  Bin  ich  jetzt  nun  freiulig  wie  je,  zu 
jeder  Unternelimung  irnd  Arbeit,  so  ist  Hoffiiung  fiir  maiiches/' 

Noch  vor  Ende  des  Jahres  folgen,  von  seinen  Aufzeichnungen 
liber  das  Divisionsproblem  and  die  koniplexe  Multiplikation  abgesehen, 
die  so  intcressauten  und  fiir  die  Anwendungen  wichtigen  Arbeiten  iiber 
die  Transformation  der  Doppelintegrale,  von  denen  er  einen  Teil  als 
Dissertation  zur  tJbernahme  des  Ordinariats  verwandto.  „Et  mnndus 
naturalis  et  homo  sibi  eouscius  a  Deo  0.  M.  creati  sunt;  eaedem  leges 
aetemae  mentis  humanae,  eaedem  naturae;  quae  est  conditio,  sine  qua 
non   intelligibilis  esset  mundus,   sine  qua  nulla  daretur  rerum  naturae 

cognitio Est  causa  vera  progressus  mathesis  necessaria  ejus  ex- 

plicatio,  quae  fit  secundum  leges  menti  humanae  insitas  aeternas'^, 
lautet  eine  Stelle  in  jener  schonen,  von  Neumann  iins  aufb(*wahrten 
Antrittsrede,  und  der  neuen  Wiirde  gab  er  zugleich  daucniden  (irlanz 
durch  seine  so  beruhmt  gewordene  Arbeit:  Considerationes  generales 
de  transcendentibus  Abelianis. 

Inwieweit  alle  seine  frttheren  Arbeiten  auf  dem  Gebiete  der  Trans- 
zendenten  bis  zum  Jahre  1829  von  den  groBen  Schopfungen  Abels 
beeinfluBt  waren,  ist  hier  nicht  der  Ort  festzustellen ;  so  wie  Abel, 
ohne  von  den  Arbeiten  Jacob  is  Kenntnis  zu  haben,  durch  seine 
fundamentalen  und  weitgreifenden  Untersuchungen  der  Theorie  der 
elliptischen  Funktionen  unbetretene  und  ungeahnte  Gebiete  eroffhete, 
so  dttrfen  wir  uns  doch  auf  der  anderen  Seite  der  Uberzeugnng  nicht 
verschlieBen,  daB  auch  Jacobi,  wenn  Abel  nicht  mit  in  den  Wett- 
kampf  getreten  ware,  auf  diesem  Felde  allein  alles  das  geschaffen  hatte, 
was  er  von  1827  an  in  der  Theorie  der  elliptischen  Transzendenten 
in  VVirklichkeit  schopferisch  gestaltet  hat.  Ob  er  aber  oline  die  Vor 
arbeiten  Abels  den  Weg  gefunden  hatte,  um  in  das  Gel>iet  der  hoheren 
Transzendenten  als  der  elliptischen  einzutretenV  Jedenfalls  k(5nnen  wir 
diese  Frage  nicht  definitiv  bejahend  beantworten.  Wir  wissen,  dafi  er, 
schon  auf  der  H()he  seiner  ruhmvolleii  produktiven  Tiitigkeit  stchend, 
imraer  und  immer  wieder  sich  mit  der  Frage  der  Umkehruiig  der 
hyperelliptischen  Integrate  beschiiftigte,  durch  seine  Untersuchungen 
iiber  die  Existenz  von  Funktionen  einer  Variablen  mit  niehr  als  zwei 
Perioden  zwar  zu  bedeutsamen,  aber  doch  immer  nur  negativen 
Resultaten  gekommen  war,  daB  aber  wohl  sein  durch  eine  wuiiderbare 
Divination  gegliickter  Ansatz,  die  Einfiihruiig  von  Funktionen  so  vielor 
unabhangiger  Variablen,  als  es  der  algebraischen  Irrationalitiit  zugehorige 
Integrate  erster  Gattung  gibt,  ihm  kaum  gelungen  ware,  wonn  nicht 
Abel  durch  sein  die  ganze  Theorie  der  Integrale  algebraischer  Funk- 
tionen   beherrschendes   Theorem    der   Mathematik    fiir    alle  Zeiten    die 
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WojT^  g^wiesen  hitte^  auf  denen  allein  ein  weiterer  Ausbau  der  Analysis 
Mch  ortnogliclien  lieB.  War  doch  offenbar  auch  ein  GroBerer  als  Jacobi 
an  di<>«em  Problem  gescbeitert^  und  dies  gewiB  fUr  ibn^  der  gewobnt 
war,  alle6  in  fertiger,  abgeschiossener^  in  seinem  Fundament  wie  in 
Minom  Aufbau  unTerrtlckbarer  Form  den  Matbeniatikem  zu  dberliefem^ 
dor  Gnind,  weshalb  yon  der  Fiille  seiner  schon  aus  dem  18.  Jahrhondert 
ilatierejiden  Entdeckungen  der  mathematischen  Welt  erst  lange  nach 
seinem  Tode  Knnde  geworden.  Trotzdem  gehort  die  von  Jacobi  auf 
(imnd  dos  Abelschen  Theorems  aufgebaute  Definition  der  hoheren 
Transsendenten  zu  seinen  glanzendsten  Entdeckungen ,  und  wir  finden 
koinon  Anbaltspunkt  fUr  die  Annahme^  daB  etwa  Abel  schon  selbst, 
tn>tz  violor  vergeblichen  Versuche  zur  Umkehniug  der  hjperelliptischen 
Integralo,  auf  den  Gedanken  der  Einfiihrung  von  Funktionen  mehrerer 
Variablon  gekommen  ware. 

Noben  diesen  Arbeiten  beschaftigten  aber  Jacobi  die  tiefsten 
Untersuchungen  iiber  zahlentheoretische  Fragen,  und  er  entdeckte  durch 
eiue  merkwttrdige  Induktion  mittels  der  Vergleichung  gewisser  Satze 
der  Kreisteilung  und  der  Zusammensetzung  der  quadratischen  Formen 
negativer  Determinante  das  Gesetz  fiir  die  Klassenanzahl  derselben; 
zugleich  wandte  er  die  schonen  und  eleganten  Beziehungen  zwischen 
den  verschiedenen  Ausdriicken  seiner  elliptischen  Transzendenten  auf 
inimer  wichtigere  und  schwierigere  Probleme  der  Mechanik  und  Astro- 
nomie  an.  ,Jch  arbeite  jetzt%  schreibt  er  im  Dezember  1832  seinem 
Bruder  Moritz,  „an  einer  groBen  Abhandlang  iiber  die  Anziehung  der 
Ellipsoide,  woriiber  ich  selbst  nach  den  Arbeiten  von  Newton, 
Maclaurin,  d*Alembert,  Lagrange,  Ivory,  GauB,  die  daruber 
gehandelt,  viel  Interessantes  gefunden  babe.  Doch  macht  mir  die  Aus- 
arbeitung  eine  ungeheure  Miihe,  denn  es  ist  schwer,  alles  auf  das  beste 
zu  niachen,  nachdem  es  gemacht  ist,  und  erstes  verlangt  man.''  Leider 
sind  uns  all  diese  umfangreichen  Untersuchungen  unbekannt  geblieben. 

Neben  der  intensivsten  produktiven  Tatigkeit  gestaltete  sich 
Jacobis  Wirksamkeit  als  Lehrer  und  Leiter  des  mathematischen  Semi- 
nars inimer  erfoigreicher ;  er  zwang  seine  Zuhorer  nicht  bloB  in  den 
Bann  seiner  Vorsteliungen,  iiberlieferte  ilmen  nicht  nur  eine  Fiille  von 
Kenntnissen  und  eroffnete  ihnen  neue  Gesichtspunkte  auf  ihnen  noch 
unbekannte  Gebiete,  sondem  er  fesselte  auch  deren  Interesse  dauernd 
durch  die  gltickliche  Verbindung  der  historischen  Entwicklung  der 
Probleme  mit  den  mannigfachsten,  den  heterogensten  Disziplinen  mathe- 
matischer  Wissenschaft  entnommenen  und  kritisch  beleuchteten  Losungen 
derselben.  Durch  den  Hinweis  auf  stets  sich  ihm  bietende  neue 
Probleme,    die  er  immer  wieder  zu  bewaltigen  wuBte,   trieb  er  auch 
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seine  Sch filer  dazu^  ihre  Krafte  selbstandig  zu  versuchen  an  der  Fort- 
f&hrung  und  Erweiterung  der  Wissenschaft,  und  rief  ihren  Ehrgeiz  wach, 
sich  selbst  zu  fiihien  als  eine  neue  Generation  von  Matliematikern,  voll 
Arbeitsmut  und  Selbstvertrauen,  aber  bescheiden  und  nicht  poltemd 
mit  wissenschaftlichem  Geklingel  —  denn  neben  ihneu  stand  ihr  Meister, 
unerreichbar,  der  groBe  Mathematiker^  freilich  selbst  seiner  Kraft  sich 
woLl  bewuBt  und  in  seiner  steten  Wahrheitsliebe  auch  nie  es  ver- 
leugnend,  daB  er  sich  zu  den  hervorragendsten  Mathematikem  seiner 
Zoit  zahle,  aber  trotzdem  bescheiden  gegen  wirklich  groBe  Menschen, 
human  und  anerkennend  gegen  jedes  aufstrebende  Taleni 

;yMan  hat  mir  vorgeworfen,  ich  sei  stolz  gegen  alles  Niedere  und 
nur  demiitig  gegen  das  Hohere"  hatte  er  schon  mehrere  Jahre  zuvor 
einem  Preunde  gegeniiber  geauBert.  ,^ber  jener  unendliche  MaBstal), 
den  man  an  die  Welt  in  sich  und  auBer  sich  anlegi,  hindert  vor  allor 
t^^berschatzung  seiner  selbst,  indem  man  immer  das  unendliche  Ziel 
im  Auge  hat  und  seine  beschrankte  Kraft.  In  jcnem  Stolz  und  in  jener 
Demut  will  ich  immer  zu  beharren  streben,  ja  immer  stolzer  und  immer 
demiitiger  werden." 

Wenn  auch  die  Arbeiten  Jacob  is  jetzt  allmahlich  eine  wesentlich 
andere  Kichtung  nehmen,  indem  er  immer  mehr  die  Theorie  der 
Differentialgleichungen  und  das  Gebiet  der  Mechanik  in  den  Bereich 
seiner  Forschungen  zieht,  so  tritt  doch  zunachst  von  diesen  Unter- 
suchungen  nichts  in  die  Offentlichkeit.  Von  einer  liberaus  interessanten 
hydrostatischen  Arbeit  abgesehen,  in  welcher  er  zur  Verwunderung 
aller  Mathematiker  nachwies,  daB  eine  homogcne  fliissige  Masse  mit 
Beibehaltung  ihrer  auBeren  Gestalt  sich  gleichformig  um  eine  feste 
Achse  drehen  kann,  wenn  diese  Gestalt  nicht  nur,  wie  man  bisher  an- 
genommen,  ein  Rotationsellipsoid  ist,  sondern  daB  auch  ein  ungleich- 
achsiges  Ellipsoid  den  Bedingungen  des  Gleichgewichts  geniigen  kann, 
berichten  seine  Publikationen  nur  von  grundlegenden  algebraischen 
„Jacobischen"  Satzen,  auf  denen  spater  die  Theorie  der  Abelschen 
Transzendenten  'basiert  wurde,  und  von  seinen  bahnbrechenden  Unter- 
suchungen  fiber  die  Eliminationstheorie  und  den  damit  eng  verbundenen, 
so  beruhmt  gewordenen  Theoremen  fiber  algebraische  Linien  und 
Flachen.  Kein  Gebiet  der  mathematischen  Wissenschaften  blieb  von 
seinen  Entdeckungen  unberuhrt,  und  um  so  mehr  machte  sich  dahor 
bei  ihm  das  Bedfirfnis  auch  nach  einer  personlichen  Beruhrung  mit 
gleichstrebenden  Mitarbeitern  auf  den  verschiedenen  Wissensgebieton 
geltend. 

Die  Abgeschiedenheit  Konigsbergs  von  den  wissenschaftlichen 
Zentren  Europas  lieBen  in  Jacobi  den  Wunsch  nach  einer  Versetzung 
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an  cine  andere  preuBisclie  Uiiiversitat  rege  werden,  und  er  richtete 
nach  dem  Tode  Diesterwegs  an  den  Minister  die  Bitte  um  Ver- 
leihung  der  Professur  in  Bonn,  der  es  jedoch  im  Interesse  der  Saclie 
filr  wiinschenswert  hielt,  daB  Jacobi  „fur  jetzt  seine  verdienstliche 
Wirksamkeit  in  Konigsberg  fortsetze  und  das  Studium  der  mathe- 
matischen  Wissenschaften  dort  ferner  inimer  mehr  begrunde".  Auch 
Bess  el  konnte  aus  leicht  verstandlichem  Egoismus  das  Gesuch  Jacob  is 
in  Berlin  nur  lau  unterstiitzen:  „()bgleich  ich  mir  lieber  einen  Finger 
abschneiden,  als  sagen  will,  daB  es  meiner  Ansiclit  angemessen  sei,  Sie 
lebendig  aus  Konigsberg  zu  lassen,  so  will  ich  mir  docL  auch  lieber 
den  Hals  abschneiden,  als  sagen,  daB  Sie  uicht  allenthalben  als  ein 
Schatz  glanzen  wiirden/* 

Nachdem  Jacobi  im  Winter  ISSS/vJG  seine  durch  die  Nachschi'ifb 
von  Kosenhain  uns  erhaltene  lOstiindige  Vorlesung  iiber  die  Theorie 
der  elliptischen  Funktionen  gehalten,  die  an  Tiefe  und  Eleganz  der 
Darstellung  sowie  in  der  reichen  Fiille  des  gebotenen  Stoft'es  von  keiner 
seiner  friiheren  Vorlesungen  eiTeicht  wurde,  und  durch  die  Aufstellung 
der  bekannten  Relationen  zwischen  den  Produkten  von  vier  ^-Funktionen 
fiir  die  Entwicklung  der  Transzendentenlehre  so  bedeutungsvoll  ge- 
worden,  horte  fiir  langere  Zeit  seine  Beschaftigung  niit  der  Theorie 
der  elliptischen  und  Abelschen  Funktionen  auf  —  er  hatte  in  der  Tat 
die  ganze  Spannkraft  seines  Geistes  notig,  um  endlich  mit  seinen  weit- 
tragenden  Entdeckungen  in  der  Mechanik,  der  Variationsrechnung  imd 
der  Theorie  der  DiflFerentialgleichungen,  wenn  auch  zunachst  nur  noch 
in  Andeutungen  in  die  Offentlichkeit  zu  treten. 

Er  macht  im  Juni  1836  Bessel  von  seinen  Entdeckungen  eine 
kurae  Mitteilung  mit  den  einleitenden  Worten:  „Sollte  man  wohl  bei 
einer  so  gemeinen  Sache,  wie  die  Bewegung  eines  Punktes  in  einer 
Ebene,  noch  Neues  bemerken  konnen?",  und  seinem  Bruder  Moritz 
schreibt  er  im  September:  „Ich  geriet  auf  einige  sehr  abstrakte  Ideen 
iiber  die  Behandlung  der  Dift'ereutialgleichungen,  welche  in  den  Pro- 
blemen  der  Mechanik  vorkommen,  indem  diese  Diff'erentialgleichungen 
durch  ihre  besondere  Form  Erleichterungen  fiir  die  Integration  zulasseu, 
welche  man  noch  nicht  bemerkt  hatte.  Diese  Betrachtungen  werden 
desto  wichtiger,  wie  ich  glaube,  werden,  weil  sie  sich  zugleich  auf  die 
Differentialgleichungen  ausdehnen,  welche  bei  den  isoperimetrischen 
Problemen  und  der  Integration  der  partiellen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnnng  vorkommen/' 

Und  nun  faBt  er  endlich  im  November  1836  all  die  gefundenen 
Resultate  in  einem  an  die  Berliner  Akademie  gerichteten  Schreiben 
kurz  zusammen,   verkiindet  die  uns  Mathematikern   so  wohlbekannten 
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Theoreme  von  der  Umformimg  der  2.  Variation  der  Integrale  uud 
den  Kriterien  der  Maxima  und  Minima,  hebt  die  wesentlichen  Eigen- 
schaften  der  dynamischen  Differentialgleichungeu  und  die  Vorteile 
hervor;  welche  man  aus  deren  besonderer  Form  fiir  ihre  Integration 
Kiehen  kann,  und  zeigt  die  Bedeutung  der  Hamiltonschen  partiellen 
Differentialgleichung  in  einer  knappen,  fQr  die  ganze  Tragweite  dieser 
Untersuchungen  jedoch  schon  charakteriBtischen  Form.  Zugleich  ent- 
wirft  er  die  Uberaus  tiefen^  weit  eingreifenden  und  umfangreichen  Auf- 
zeiclmangen  Uber  die  Behandlung  der  Probleme  der  Mechanik  und  die 
Methoden  f&r  die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichungeu,  die 
uns  spater  bekannt  geworden,  und  welche  zu  einem  grofien  Werke 
zusammenzustellen  anfanglich  in  seinem  Plane  lag;  doch  wiederum 
traten  immer  neue  Interessen,  immer  grofiere  und  immer  weitere  Pro- 
bleme einer  systematischen  AusfQhrung  aller  jener  Untersuchungen 
hindemd  in  den  Weg.  Yon  neuem  fesselten  ihn  zahlentheoretische 
Probleme;  „wa8  meine  Studien  betriffk",  schreibt  er  im  Dezember  1837 
seinem  Bruder,  ^,80  habe  ich  seit  einem  Jahre  mehr  erfunden,  d.  h.  von 
anderen  erfundene  Schwierigkeiten  gelost  als  seit  langer  Zeit,  die 
analytische  Mechanik,  die  Variationsrechnung  und  die  Zahlentheorie 
sind  diesmal  der  Schauplatz;  in  letzterer  bin  ich  dabei,  eine  groBe 
Abhandlung  von  gegen  20  Bogen  zu  beenden,  auch  habe  ich  endlich 
angefangen,  einiges  aus  meiner  Theorie  der  Storungen  von  giiten 
Freunden  in  Zahlen  ausfiihren  zu  lassen/^  Aber  die  Fiille  der  Ent- 
deckungen,  die  ihm  zustromen,  la£t  ihn  immer  mehr  zur  Erkenntnis 
kommen,  daB  er  zunachst  zu  einer  zusammenhangenden  Bearbeitung 
all  der  auf  den  verschiedensten  mathematischen  Gebieten  gewonnenen 
Resultate  keine  Zeit  finden  wird,  und  er  schickt  daher  wenigsteiis 
kurze  Skizzierungen  seiner  fundamentalen  Satze  der  Kreisteilung  und 
seiner  Untersuchungen  liber  die  Prinzipien  der  Mechanik  an  die  Berliner 
und  Pariser  Akademie;  die  Einleitungsworte  zu  seiner  Vorlesung  tiber 
Variationsrechnung: 

„In  der  Geschichte  der  Matheniatik  und  vermutlich  auch  bei  dem 
Entwicklungsgange  aller  anderen  Wissenschaften  trifft  es  sich  oft,  dafi 
bei  der  ersten  Entdeckung  einer  neuen  Disziplin  kilhne  und  starke 
Geister  in  einem  einzelnen  Punkte  weit  iiber  ihre  Zeit  hinaus  vorwarts 
dringen  und  Fortschritte  niachen,  die  erst  von  ihren  Nachkommen  ver- 
standen  und  benutzt  werden'^, 

finden  auf  alle  seine  Arbeiten  in  der  Theorie  der  Transzendenten 
wie  in  der  Zahlentheorie,  in  der  Mechanik  wie  in  der  Theorie  der 
Differentialgleichungeu  eine  treffende  Anwendung. 

Es  ist  unmoglich,   an  dieser  Stelle  auch  nur  einen  annahernden 
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Begriff  von  der  Fiille  analytischer  Wahrheiten  iind  niechanischer 
Theoreme  zu  gebeii,  mit  welchen  Jacobi  in  staiinensweiter  Genialitat 
die  mathematische  Wissenschaft  bereicherte.  Aber  die  Folgen  der 
ungeheuren  geistigen  Anstrengiing  blieb^n  nicht  ans;  Kopfschmerzen 
uud  neryose  Zustande  machten  jede  weitere  Tatigkeit  unmoglich,  und 
Jacobi  wurde  gezwungen,  zum  Zwecke  eiiier  Badekur  fftr  den 
Sommer  Urlaub  zu  nchmen.  Er  reiste  zunachst  im  Marz  1839 
auf  einige  Wochen  zu  seiner  Mutter  nach  Potsdam  —  seinen  Vater 
hatte  er  schon  im  Jahre  1832  verloren  — ,  lebte  in  dieser  Zeit 
in  Berlin  in  stetem  Umgang  mit  Humboldt,  Dirichlet  und  Steiner, 
und  besuchte  auch  seinen  verehrten  Lehrer  Boeckh,  der  nur  eines 
an  ihm  auszusetzen  hatte,  dafi  er  aus  Potsdam  sei,  ,,da  sei  noch 
nie  ein  beriihmter  Mann  hergekommen'^  —  dafi  damals  ein  junger 
Potsdamer  und  Sehiiler  desselben  Gymnasiums,  der  wenige  Jabre 
spater  durcli  sein  Prinzip  von  der  Erhaltung  der  Kraft  der  gesamten 
naturwissenschaftlichen  Forschung  neue  Bahnen  weisen  soUte^  sich 
bereits  als  junger  Student  in  Berlin  befand,  konnte  Boeckh  noch 
nicht  wissen. 

Nachdem  Jacobi  noch  Zeit  gefundon,  cine  durch  eine  merk- 
wilrdige  analytische  Substitution  wichtig  gewordene  Arbeit  iiber  die 
geodatische  Linie  des  ungleichachsigen  Ellipsoides  fertig  zu  stellen, 
und  der  Akademie,  wohl  im  Hinblick  auf  den  in  einigen  Wochen  in 
Aussicht  genommenen  Besuch  bei  GauB,  oine  Untcrsuchung  liber  die 
in  der  Theorie  der  hoheren  Potenzreste  zu  betrachtenden  komplexen 
Primzahlen  vorgelegt  hatte,  in  welcher  er  iiberaus  interesaante  Be- 
trachtungen  iiber  die  GauBsche  Einfilhrung  der  komplexen  Zahlcn  in 
die  Arithmetik  anstellt,  ging  er  zu  einer  mehrwochentlichen  Kur  nach 
Marienbad,  besuchte  auf  der  Riickreise  Schweins  in  Heidelberg,  „der 
mich  als  Lehrer  von  Steiner  und  weil  ich  als  Student  viel  in  seinen 
Sachen  gelesen,  interessierte",  und  kehrte,  nachdem  er  auch  GauB 
einen  kurzen  Besuch  abgestitttet,  nach  7  Monate  langer  Abwesenheit 
mit  frischen  Kraften  zu  seinen  so  ungern  abgobrochenen  Untorsuchungen 
nach  Konigsberg  zuriick,  wo  ihn,  als  eine  der  ersten  Zierden  der  Hoch- 
schule,  der  jui]ge  Konig  bei  seiner  Kronung  in  Konigsberg  besonders 
auszeichnete  und  wissenschaftlichc  Ehrungen  der  seltenston  Art  von 
alien  Seiten  ihm  zuteil  wurden. 

„Ich  habe  in  den  7  Monaten,  die  ich  abwesend  war,  niein  bifichen 
Mathematik  ganz  vergessen  und  muB  wieder  von  vorn  anfangen", 
schreibt  er  seinem  Bruder.  „Ich  quale  mich  seit  langer  Zeit  mit  der 
Ausarbeitung  und  immer  wiederholten  Umarbeitung  eines  groBen, 
Thoronomia  sive  de  solutionum  finitarum  problematum  mechanicorum 
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natura  et  investigatione'  betitel^n  Werkes;  sobald  diese  etwa  zehn 
Bogen  betragende  Einleitung  fertig  ist^  will  ich  den  Druck  beginnen 
lassen^; 

aber  schon  wenige  Monate  spater,  nachdem  er  inzwischen  eine 
Reihe  analytischer  und  astrononiischer  Arbeiten  publiziert  hatte,  meldet 
er  ihm: 

^ch  babe  es  jetzt  aufgegeben,  ein  groBei-es  mechanisches  Werk 
unter  dem  Titel  Phoronomie  zu  scbreiben^  denn  ich  babe  nicht  geh5rig 
langen  Atem  dazu,  20  Abhandlimgen  wer  weifi  wie  viel  Jabre  noch 
zurUckzuhalten,  bis  noch  20  andere  dazu  geschrieben.  Ich  werde  in 
irgend  einer  Form  alles^  was  ich  fertig  habe^  in  einzelnen  Abhandlungen 
von  Stapel  laufen  lassen,  und  wenn  nur  erst  der  astronomische  Damon, 
der  iibrigens  das  Priorii»tsrecht  hat,  da  diese  astronomischen  Him- 
gespinste  sehr  alt  sind,  mich  losgelassen,  so  soil  eine  wahre  SUndflut 
yon  einzelnen  Abhandlungen  kommen/^ 

Und  in  der  Tat  folgten  sogleich  seine  systematische  Bearbeitung 
der  Theorie  der  Determinanten,  so  wie  seine  beriihmte  Arbeit  iiber 
Funktionaldeterminanten,  fUr  uns  jetzt  die  Grundlage  der  Algebra  und 
Funktionentheorie,  und  seine  fundamentalen  „Dilucidatione8"  legten  auf 
Grund  seiner  Multiplikatorentheorie  den  Zusammenhang  zwischen  einem 
Systeme  totaler  und  einer  partiellen  Diffcrentialgleichung  in  einer  fQr 
alle  Folgezeit  gQltigen  und  festen  Form  dar. 

Mifiliche  Familienverhiiltnisse  zwangen  Jacobi  zunachst  zur  Unter- 
brechung  seiner  Arbeiten;  unvorhergesehene,  sehr  groBe  pekuniare 
Verluste  raachten  die  Auflosung  des  vaterlichen  Geschaftes  notwendig, 
und  als  et  bei  seiner  Ankunft  in  Potsdam  sah,  dafi  nicht  blofi  er, 
sondem  auch  seine  Mutter  ihr  gesamtes  Vermogen  verloren  batten, 
faBte  er  trotz  aller  materiellen  Schwierigkeiten  sogleich  den  EntschluB, 
seine  Mutter  zu  sich  nach  Konigsberg  zu  nehmen.  „Glucklicherweise 
kann  ein  solches  Talent  nicht  verderben",  so  lauten  die  SchluBworte 
des  Briefes,  in  dem  Bessel  GauB  von  dem  Ungliicke  Jacob  is  be- 
richtet;  „aber  ich  hatte  ihm  doch  das  Gefiihl  der  Freiheit  femer  ge- 
w&nscht,  welches  Vermogensbesitz  gewahrt." 

„Wer  ihn  damals  sah",  erzahlt  Dirichlet,  „konnte  in  seiner 
Stimmuug  nicht  die  geringste  Veranderung  wahmehmen;  er  sprach  mit 
demselben  Interesse  wie  immer  von  wissenschaftlichen  Dingen  und 
klagte  nur  dariiber,  dafi  die  unerwartete  Reise  ihn  aus  einer  Unter- 
suchung  gerissen  babe,  die  ihn  gerade  lebhaft  beschaftigte." 

Von  diesen  Untersuchungen,  welche  das  Prinzip  des  letzten  Multi- 
plikators  betrafen,  sollte  die  wissenschaftliche  Welt  sehr  bald  Kunde 
erhalten  durch  seine  Vortrage  auf  der  British  Association  in  Manchester 
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und  ill  der  AkacUMuio  zn  Paris,  wohin  er  imd  Bessel  sich  im  Juli  1842 
Riif  Wunsi^h  (les  Kouigs  begaben;  ,,ich  bin  der  tlberzeugung",  schreibt 
ihm  der  Minister,  „daB  Sie  durch  Erfiillung  dieses  Wunsches  die  Ge- 
nugtdung  gem  gewiihren  werden,  welche  in  dieser  Reise  fUr  unser 
Vaterland  liegt." 

Seine  groBe  Wintervorlesung  1842:43  liber  die  Integration  der 
Oitterentialgleichungen,  welche  njich  einer  Nachschrift  B orchard ts 
niii  geringfUgigen  Abandeningen  als  Jacob  is  Vorlesungen  ttber 
Dynamik  18(30  von  Clebsch  herausgegeben  wurde,  ist  fiir  alle  Polge- 
zeit  ftlr  nnsere  Vorlesungen  sowohl  wie  fiir  die  ganze  weitere  Fort- 
nitwifklung  der  Mechanik  bestimmend  und  grundlegend  geworden. 
Kh  folgten  wichtige,  hochinteressante  Arbeiten  iiber  das  Problem  der 
(Irei  Kcirper  und  das  Abelsche  Theorem;  noch  in  den  Weihnachts- 
lerien  vorfafite  er  einigc  erst  nach  seinem  Tode  veroflTentlichte  Auf- 
zeii'hnungen  iiber  die  geodatischen  Linien  eiiies  Uotationsellipsoids  und 
kettenbruchahnliche  Algorithmen  zur  Feststellung  der  Periodizitat 
der  Kettenbriiche  auch  f(ir  Kubikwurzeln,  und  iibersandte  endlich  noch 
der  Berliner  Akademie  eine  Untersuchung  tiber  neue  Entwicklungen 
in  der  SUirnngsrechnung  —  nun  aber  brach  .lacobi,  der  sich  schon 
Beit  Beginn  des  Jiihres  krank  gefiihlt,  vollig  zusammen.  Von  Angst 
getrieben  eilte  Dirichlet  in  den  Osterferien  an  sein  Erankenlager 
und  verweilte  3  Wochen  bei  seinem  Freunde.  „Dirichlet8  IGtagiger 
Aufenthalt",  schreibt  Jacobi  seinem  Bnider,  „ist  mir  eine  grofie  Er- 
(juickung  gewesen  —  cr  hat  etwa  60  Bogen  Zahlentheorie  von  mir 
mitgenommen,  um  zu  sehen,  wie  vicl  noch  bis  zur  Herausgabe  dabei 
zu  tun  ist;  denn  ich  bin  ganz  aufier  Stande,  so  etwas  jetzt  auch  nur 
anzusehen." 

Dirichlet  und  Humboldt,  vereint  mit  Schonlein,  suchten  nun 
in  Berlin  einen  langeren  Urlaub  und  eine  namhafte  R^iseunterstiitzung 
zu  einem  Aufenthalt  in  Italien  fiir  ihn  zu  erwirken,  und  schon  nach 
wenig  Tagen  schrieb  der  Konig  aus  Sanssouci  an  .lacobi:  „Mit  leb- 
haftem  Bedauem  habe  ich  von  Ihrem  miBlichen  Gcsundheitszustande 
Kenntnis  erhalten,  zu  meiner  Beruhigung  aber  auch  zugleich  die  Ver- 
sicherung,  daB  Sie  von  dem  Aufenthalte  in  einem  milderen  Klima  Ihre 
gjinzliche  Wiederherstellung  erwarten  diirfen",  und  bewilligte  alles,  was 
Jacobis  Freunde  erbeten.  Nachdem  dieser  noch  einige  kleinere  Arbeiten 
abgeschlossen,  trennte  er  sich  am  9.  Juli  von  seiner  Familie,  bei 
welcher  er  seine  Mutter  zuriicklieB,  konnte  aber  zu  seiner  groBen  Freude 
seinem  Bruder  melden:  „Das  Beste  bei  der  Sache  ist  ein  ausgezeichneter 
Begleiter,  der  mir  geworden  ist,  ein  junger,  liebenswiirdiger,  talentvoUer, 
imabhangiger  Mathematiker  Namens  Borchardt,  welchen  ich  gestem 
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promoviert  habe.  Dirichlet  wird  den  ganzeu  Winter  mit  seiner  Familie 
ebenfalls  in  Italien  zubringen/' 

Wir  besitzen  in  Briefen  an  seine  Fran  die  eingehendsten  Schildemngen 
Jacobi 8  von  seinem  Aufenthalte  in  Rom  und  Neapel,  von  dem  ge- 
waltigen  Eindrack^  den  die  Kunstwerkc  Italiens  auf  ihn  gemacht,  von 
dem  monatelangen  Zusammensein  mit  Dirichlet,  Steiner  und 
Borchardt,  und  von  dem  Besuche  der  Naturforscherversammlung  in 
Lucca^  wo  ihm  die  ehrendsten  Ovationen  erwiesen  wurden.  Uberaus 
interessant  ist  sein  Bericht  an  Bessel  von  der  Audienz,  die  ibm  und 
Dirichlet  von  dem  Papste  Qregor  XVI.  gewiihrt  wurde:  „da  Sie  eine 
Schwache  fiir  gekronte  Haupter  haben  —  wie  denn  Herr  von  Goethe 
richtig  in  seinem  Carmen  sagt:  *Au8  der  Welt  ist  derzumalen  tJber- 
macht  nicht  zu  verbannen.  Mir  ge^lt  es  zu  verkehren  mit  Gescheuten 
und  Tyrannen'  — ,  so  werden  Sie  unsere  Bewunderung  gewifi  teilen, 
wenn  sie  horen,  dafi  er  nicht  nur  von  Newton,  Kepler,  Copernicus, 
Laplace  mit  grofier  Teilnahme  sprach,  sondem  genau  anzugeben 
wufite,  dafi  sich  die  Quadrate  der  Umlaufzeiten  wie  die  Euben  der 
mittleren  Entfemungen  verhalten  .  . .  kurz  Sie  werden  es  billigen, 
wenn  ich  einem  so  einsichtigen  Manne  vol!  Verehrung  die  Hilnde 
kQfite,  wahrend  Dirichlet  als  Katholik  einige  so  ungeschickte  Ver- 
suche  machte,  ihm  die  Fiifie  zu  kiissen,  dafi  der  Papst  es  nicht  dazu 
kommen  liefi/^ 

Mit  der  in  Italien  erfreulich  fortschreitenden  Besserung  seines 
korperlichen  Befindens  erwachte  auch  sogleich  wieder  die  Lust  zu 
erneuter  wissenschaftlicher  Arbeit;  er  veroffentlichte  wahrend  der 
5  Monate  seines  Aufenthaltes  in  Italien  mehrere  kleinere  Aufsatze  iu 
einer  italienischen  Zeitschrift,  schrieb  den  ersten  Teil  der  wichtigen, 
sehr  umfangreichen,  fiir  das  Crellesche  Journal  bestimmten  Abhandlung 
liber  die  Theorie  des  Multiplikators  totaler  Differentialgleichungen  und 
untemahm  in  seinen  Mufiestunden  die  Vergleichung  der  im  Vatikan 
aufbewahrten  Handschriften  des  Diophaut. 

Ende  Juni  1844  traf  Jacobi  wieder  in  Berlin  eiu,  und  endlich 
gelang  es  den  vereinten  Beraiihungen  seiner  Freunde,  es  zu  ernuiglichen, 
dafi  er  seine  schwankende  Gesundheit  nicht  wieder  dem  rauhen  Klinia 
Konigsbergs  auszusetzen  branch te;  „in  wohlwollender  Beriicksichtigung 
der  leidenden  Gesundheit  des  Professor  Jacobi'^,  lautet  die  Kabinetts- 
order  vom  20.  August  1844,  „welche  dessen  Aufenthalt  in  K<)nigs])er*if 
nach  dem  Urteil  der  Arzte  zur  Zeit  gefahrlich  macht,  will  ich  deniselben 
gestatten,  bis  zur  volligen  Wiederherstellung  in  Berlin  zu  wohnen 
damit  er  daselbst  ganz  der  Wissensehaft  leben  und  an  den  Vorlesuugen 
der  Universitat  nur  insoweit  teilnehmen  moge,   als   er  dies   selbst   mit 
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seinen  korperlichen  Kraften  und  seinen  wissenschafiliclien  Beschaftigongen 
ftLr  vertraglich  halt^'^  und  es  wurden  Jacob!  auBer  seinem  in  Eonigs- 
berg  bezogenen  Gehalt  ^mit  Riicksicht  auf  die  grofiere  Tenerung  Berlins 
und  die  durch  seine  Kranklichkeit  herbeigefiihrten  anBerordentlichen 
Ausgaben''  noch  1000  Taler  aus  dem  Koniglichen  Dispositionsfonds 
bewilligt.  ;^re  wissenschafbliche  Laufbahn  hat  hier  ihren  Anfang 
genommen^'^  sagt  Bessel  in  seiner  Abschiedsrede  auf  Jacobi;  ^ber 
wie  der  Schneesturz,  der  sich  fortreifiend  vergroBert,  rissen  Sie  die 
Masse^  die^  bis  Sie  in  ihre  Nahe  kamen,  geruht  hatte,  mit  Sich  fort. 
Ein  Jahr  nach  Ihreni  hiesigen  Erscheinen  kameu  die  elliptischen  Trans- 
zendenten  in  Bewegung,  und  was  als  festgewachsener,  undnrchdring- 
licher  Fels  erachienen  war,  folgte,  zertriimniert  und  seine  innerste  Be- 
schaffenheit  enthiillend,  Ihrem  Laufe.  Schon  1829  wareu  Ihre  neuen 
Grundlagen  der  elliptischen  Funktionen  erschienen,  und  Legendre, 
ein  starker  Vorgauger  von  Ihnen,  ein  sehr  starker,  folgte  willig  Ihrem 
Siegeszuge.  Aber  Ihre  Spur  wird  in  alien  Teilen  der  Mathematik  durch 
gleichgroBe  Erfolge  bezeichnet  . .  .  Sie  haben  in  gleichem  MaBe  die 
Analysis,  die  Zahlentheorie,  die  Geometric,  die  Mechanik  bereichert. 
Wer  eine  Ihrer  Abhandlungen  studierte,  ohne  die  andem  zu  kennen, 
der  wiirde  schworen,  daB  der  Gegenstand  der  eiuen  der  letzte  Zweck 
all  Ihrer  Anstreugungeii  ware." 

Im  Oktober  1844  nach  Berlin  Ubergesiedelt,  machte  er  sich  sogleich 
an  die  Fertigstellung  seiner  Untersuchungen  iiber  die  Sakularstorungen 
und  des  zweiten  Teiles  seiner  umfangreichen  Arbeit,  in  welcher  er 
eine  zusammenhangende  Theorie  des  Multiplikators  sowie  der  Anwendung 
derselben  auf  die  dyuainischen  Differentialgleichungeu  und  die  Her- 
leitung  des  bertihmt  gewordenen  Satzes  lieferte  von  der  ZuriickfQhrung 
des  letzten  Integrates  der  Bewegungsgleichungen  auf  Quadraturen, 
Theoreme,  deren  er  schon  vor  Jahren  ia  den  Briefen  an  seine  Freunde 
und  in  seinen  Vorlesungen  Erwahnung  getan.  Aber  die  erneute  geistige 
Anstrengung  wirkte  wieder  schadlicli  auf  seinen  Gesundheitszustand  ein, 
yyZu  meineni  alten,  nie  ganz  verschwindenden  Ubel  kam  ein  Schwindel, 
der  mich  erfaBte,  wenn  ich  auch  nur  eine  Viertelstunde  arbeiten 
woUte",  und  es  sank  ihm  der  Mut  zur  Fertigstellung  all  der  von  ihm 
so  groB  angelegten  Werke.  Wie  er  friiher  Dirichlet  in  Eonigsberg 
ein  umfangreiches  Manuskript  zahlentheoretischon  Lihalts  zur  Durch- 
sicht  gegeben,  so  wiederholte  er  jetzt  den  schon  frilher  gegen  Hesse 
geauBerten  Wunsch,  daB  dieser  sein  etwa  30  Bogen  starkes  Manu- 
skript iiber  Flachen  zweiten  Grades  und  die  Attraktion  der  EUip- 
soide  druckfertig  maclie;  alle  diese  Manuskripte,  sowie  die  bereits 
ausgearbeiteten  Teile  des  geplanten  groBen  Werkes  iiber  PhoronOmie 
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sind  weder  spater  veroffentlicht^  noch  in  Beinem  Nachlasse  aufgefanden 
worden. 

MuBte  er  sich  nun  zunachst  im  Interesse  seiner  Gesundheit  Be- 
schranknng  auferlegen  in  seiner  produktiven  Tatigkeit^  so  wirkte  er 
nach  anderen  Richtungen  bin  segensreich,  indem  er  tiberall  fQr  seine 
ausgezeichneten  mathematischen  Freunde  sowie  ftir  die  neue  Generation 
jogendlicher  mathematischer  Krafte  mit  seinem  in  den  leitenden  wissen- 
schaftlichen  Kreisen  maBgebenden  Einflufi  belfend  eintrat;  ein  an  den 
Minister  gerichtetes  Memoire,  getragen  von  dem  GefUble  vomebmer 
Unabbangigkeit  und  wiirdig  eines  grofien  Forscbers,  sicberte  Steiner 
eine  sorgenfreie  Stellung  an  der  Berliner  Universitat,  und  zwei  Briefe, 
die  er  an  den  Eonig  und  Humboldt  gericbtet,  erbielten  Diricblet 
bei  seiner  Berufung  nacb  Heidelberg  im  Jabre  1846  seinem  bisberigen 
so  segensreichen  Wirkungskreise.  Aucb  in  seiner  wissenscbaftlieben 
Korrespondenz  lieB  er  eine  Unterbrecbung  nicbt  eintreten,  und  zu 
seinen  friiberen  Scbiilern  und  Freunden  Ricbelot,  Hesse,  Rosen- 
hain  u.  a.  gesellte  sicb  jetzt  der  junge  ausgezeicbnete  franzosiscbe 
Matbematiker  Hermite,  an  dessen  Mitteilungen  anscbliefiend,  oder 
wenigstens  durcb  dieselben  angeregt,  Jacobi  wiederum  eine  Reibe 
interessanter  Arbeiten  fiber  die  Eigenscbaften  der  elliptiscben  und  Abel- 
seben  Transzendenten  veroflFentlicbte. 

Die  groBen  Verbaltnisse  Berlins,  die  kunstleriscbcn  Bestrebungen 
der  gebildeten  Kreise,  unterstfitzt  and  gepflegt  yon  den  kunstsinnigen, 
idealen  Anscbauungen  des  jungen  Konigs,  regten  aucb  in  Jacobi  all 
die  Interessen  wieder  an,  denen  er  in  Italien  in  so  entbusiastiscber 
Weise  nacbgegangen;  „nieniand  kann  mit  mebr  Verstandnis  Musik 
boren  als  er'',  scbrieb  eine  kunstverstandige  Dame,  und  seui  Vortrag 
in  der  Singakademie  fiber  Descartes  fand  eine  begeisterte  Aufnabme; 
„icb  babe  die  Scbrift  mit  dem  lebbaftesten  Interesse  gelesen,"  scbreibt 
ibm  der  Minister  Eicbborn,  „weil  darin  fiber  tbeologiscbe  Zeloten 
und  politiscbe  Strudelkopfe  ein  Urteil  gesprocben  ist,  welcbes  abn- 
licben  Geistem  unserer  Zeit  zum  Korrectiv  dienen  konnte."  Wir  be 
merken  zugleicb  sein  immer  mebr  wacbsondes  Interesse  fur  die  Ent- 
wicklung  der  matbematiscben  Pbysik,  das  durcb  seinen  Verkebr  mit 
Neumann  und  Weber  gefordert  worden,  und  das  ibn  aucb  bewog, 
ffir  die  wissenscbaftlicbe  Forderung  des  jugendlichen  Kircbboff  tat- 
kraftig  einzutreten.  Ein  Jabr  nacb  seinem  Vorti-age  fiber  Descartes, 
in  welchem  er  scbon  auf  die  neuere  Entwicklung  der  Mecbauik 
und  Pbysik  bingewiesen,  erscbien  die  „Erbaltung  der  Kraft"  von 
Helmholtz;  „die  pbysikaliscben  Autoritaten",  sagt  dieser  50  Jabre 
spater,    „waren    geneigt,    die    Ricbtigkeit    des    Gesetzes    zu    leugnen 
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und  ill  dem  eifrigen  Kampfe  gegen  Hegels  Natorphilosophie,  den 
liie  fQhrten,  auch  meine  Arbeit  fOr  eine  phantastische  Spekulation  zu 
erklilren.  Nur  der  Matbematiker  Jacobi  erkannte  den  Zusammenhang 
nieines  Gedankenganges  mit  dem  der  Matbematiker  des  vorigen  Jabr- 
bunderts,  interessierte  sieb  fUr  raeinen  Versucb  und  scbiitzte  micb  vor 
MiBdeutung/^ 

Ini  Herbst  1846  erscbien  der  erste  Band  seiner  opncrcula  mathe- 
niaticft  mit  einer  Widmung  an  Konig  Friedricb  Wilbelm  IV.,  die 
sclion  iu  den  uacbsten  Lebensjabren  Jacobis  eine  yerbangnisYoUe 
RoUo  spielen  sollte.  „Wir  baben  nacb  den  Freibeitskriegen  in  den 
Uegionen  des  Qedankens  weiter  gekampft,  unterstiitzt  von  der  beiligen 
Allianz  mit  dem  Geiste,  die  PreuBen  gescblossen,  und  mancben  glor- 
reicben  Sieg  in  den  Wissenscbaften  erstritten.  Pnd  so  riibmen  wir 
uuH,  aucb  in  der  matbematiscben  Wissenscbaft  nicbt  mebr  die  Zweiten 
zu  sein." 

Wenn  Jacobi  aucb  in  dieser  Zeit  nocb  einzehie  sebr  interessante 
und  wicbtige  Arbeiten  liber  die  Eigenscbafteu  der  Pentagonalzablen, 
die  Integration  der  byperelliptiscben  Differentialgleicbungen  und  die  in 
den  kleinsten  Teilen  abnlicbe  Abbildung  eines  ungleicbacbsigen  Ellip- 
soids auf  einer  Ebene  veroffentlicbte,  so  war  er  docb  durcb  die  fort- 
dauernden  Scbwacbezustiinde  an  anbaltender  intensiver  geistiger  An- 
strengung  gebindei*t,  und  da  er  auBerstande  war,  im  Winter  1846/47 
eine  groBere  Vorlesung  zu  balten,  so  war  es  ibm  eine  erwiinscbte  Be- 
scbiiftigung  und  geistige  Erbolung,  als  ihn  im  Jabre  1846  Humboldt 
veraulaBte,  ibm  liber  die  Matbematik  der  Hellenen  fragmentariscbe 
Mitteilungen  zu  macben,  um  diese  fur  seineu  Kosmos  zu  benutzen; 
die  im  Nacblasse  Jacobis  gefundenen  Aufzeicbnungen  legen  Zeugnis  ab 
von  den  langjiibrigeu  und  tiefen  Studien,  welcbe  er  der  Gescbicbte  der 
matbematiscben  Wissenscbaften  gewidmet  bat.  Als  aber  iu  der  Mitte 
des  Jahres  1847  sein  Oesundheitszustand  sicb  besserte,  da  folgten  so- 
gleicb  wieder  mit  der  Theorie  der  Transzendenten  im  Zusammenbange 
stebende  Publikationen ,  welcbe  die  verscbiedenen  Arten  der  Zerlegung 
einer  Zabl  in  zwei  Faktoren  und  eine  partikulare  Losung  der  La- 
placescben  Potentialgleicbung  betrafen;  als  besonders  interessant  ist 
jedoch  eine  am  15.  Juli  1847  der  Berliner  Akademie  vorgelegte,  aber 
nicbt  veroffentlicbte  Note  „tjber  die  Gescbicbte  des  Prinzips  der  kleinsten 
Aktion"  bervorzubeben,  die  sicb  zum  Teil  in  seinen  nacbgelassenen 
Papieren  vorgefunden  bat.  „Jacobi  elimiuiert%  sagt  Helmboltz,  „die 
Zeit  aus  dem  zu  variierenden  Intregrale;  pbysikaliscb  ist  seine  ein- 
scbraukeude  Bedingung  fiir  ein  voUstandig  bekanntes  und  in  sicb  ab- 
gescblossenes    Korpersystem    stets    als    giiltig   anzuseben;    Hamiltons 
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Form  dagegen  erlaubt  die  Bewegungsgleichuugen  auch  fiir  unyoU- 
standig  abgeschlossene  Systeme  durchzufQhren^  auf  welche  veranderliche 
auBere  Einfldsse  wirken^  die  yon  einer  Riiekwirkung  des  bewegien 
Systems  UDabhangig  angesehen  werden  kSnnen."  Wir  wissen  jetzt, 
daB  Jacobi  in  seinen  Aufzeichnungen  fiber  partielle  Differentialglei- 
chnngen  jenem  Prinzip  schon  die  von  Helmholtz  geforderte  Form, 
ohne  es  ansdrficklich  anszusprechen,  gegeben  hat. 

Mit  dem  Sommer  1847  begann  die  durch  Erankheit  und  Sorgen 
herbeigefOhrte  geistige  Depression  allmahlich  immer  mehr  zu  weichen, 
die  alte  Arbeitslust  und  Arbeitskraft;  kehrten  wieder,  und  er  meldete 
seineni  Bmder:  ^ndlich  bin  ich  dazu  gekommen,  ein  grofies  Memoire 
Uber  analytische  Mechanik  zu  schreiben,  welches  Ostrogradzky 
hoffentlich  so  riihren  mufi,  daB  er  deshalb  deutsch  iernen  wird/^ 
Jacobi  nahm  seine  Untersuchungen  fiber  die  '^-Funktionen  und  die 
Differentialgleichung,  weicher  diese  geniigen,  wieder  auf,  entwickeite 
das  spater  nach  Sylvester  benannte  Tragheitsgesetz  der  quadratischen 
Formen,  kniipfte  in  einer  groBen  zahlentheoretischen  Arbeit  ein  neues 
Band  zwischeu  der  Zahlenlehre  und  der  Theorie  der  Transzendenten, 
in  weicher  er  zu  wichtigen  Ausdehnungen  GauBscher  und  Dirichlet- 
scher  Satze  gefQhrt  wurde,  und  entwarf  eine  erst  vor  kurzem  in  den 
Papieren  Borchardts  aufgefundene  Skizze  der  Entwicklungsgeschichte 
der  elliptischen  und  Abelschen  Transzendenten,  voll  von  dem  leb- 
haftesten  Interesse  fOr  die  Arbeiten  yon  Rosenhain  und  Goepel, 
deren  Untersuchungen  ganz  in  dem  von  Jacobi  geschaffenen  Boden 
wurzelten.  Von  neuem  suchte  er  wieder  an  deutschen  Universitaten 
Boden  zu  gewinnen  fiir  ausgezeichuete  junge  mathematische  Krafte, 
und  selbst  der  eigentlichen  mathematischen  Wissenschaft  ferner  liegen- 
den  Erscheinungen,  wie  dem  Rechengenie  Dase,  brachte  er  das  leb- 
hafteste  Interesse  und  die  tatkrafbigste  Unterstiitzung  entgegen. 

Da  traten  die  gewaltigen  politischen  Umwalzungen  im  Marz  1848 
ein,  und  Jacobi,  der  eine  feste  Stellung  an  der  Universitat  nicht 
innehatte  nnd  dem  bei  der  gewaltsamen  Umgestaltung  der  staatlichen 
Verhaltnisse  jeden  Augenblick  ein  groBer  Teil  seines  Gehaltes,  der 
ausschlieBlich  von  der  Gnade  des  Konigs  abhing,  entzogen  werden 
konnte,  muBte,  zumal  da  er  seiner  liberalen  politischen  Gesinnung 
wiederholt  Ausdruck  gegeben,  im  Interesse  seiner  zahlreichen  Familie 
daranf  bedacht  sein,  eine  feste  und  den  andem  Gelehrten  koordinierte 
Stellung  einzunehmen.  Er  ersuchte  den  Minister,  ihn  nicht  langer  in 
seiner  Ausnahmestellung  zu  belassen  und  ihn  zum  ordentlichen  Pro- 
fessor an  der  Berliner  Universitat  zu  ernenneu,  wurde  aber  auf  ein 
Gutachten  der  Fakultat  hin:  „Da  bereits  3  Mathematiker  ihr  angehoreii, 
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auch  die  Art,  wie  Professor  Jacob i  in  der  letzten  Zeit  sich  offentlich 
hat  Temehmen  lassen,  nicht  einmal  die  Sicherheit  gebe^  daB  seine  Mit- 
wirkung  an  dem  Reorganisationswerke  eine  heilsame  fQr  die  Uniyersiiat 
sein  werde'^,  von  dem  Minister  abschlagig  beschieden. 

Jacobi  war  im  Sommer  1848  im  Eonstitutionellen  Klnb;  Ton 
Dove  aufgefordert,  als  Redner  fur  die  konstitutionelle  Monarchie  auf- 
getreten,  hatte  in  einer  Ansprache,  in  welcher  er  nach  dem  Ansspmche 
Schellings  die  grofiten  Master  der  alten  griechischen  Redner  erreicht 
haben  soil,  endlosen  Beifall  geerntet,  war  aber  nonmehr,  nachdem  ihm 
das  stete  Schwanken  der  Tagesmeinung  ilberdrUssig  geworden,  schon 
seit  langer  als  einem  Jahre  dem  politischen  Leben  vollig  fern  ge- 
blieben  und  hatte  in  einer  Reihe  ausgezeichneter,  znm  grofien  Teil  dem 
Gebiete  der  Astronomic  angehoriger  Arbeiten  Ruhe  und  Befriedigung 
gesucht;  als  endlich  am  31.  Mai  1849,  nachdem  bis  dahin  die  immer 
mehr  erstarkende  Reaktion  sich  an  Jacobi  noch  nicht  herangewagt, 
von  dem  Minister  Ladenberg  die  Anfrage  an  ihn  erging,  ob  es  ihm 
sein  Gesundheitszustand  nicht  gestatte,  wieder  nach  Konigsberg  liber- 
zusiedeln,  nnd  bald  darauf  die  Mitteilung,  dafi  ihm  der  von  dem 
K5nige  gewahrte  ZuschuB  von  nun  an  entzogen  sei.  Jacobi  war  nun 
gezwungen,  seine  Frau  mit  den  7  minderjahrigen  Kindem  in  das  weit 
biUigere  Gotha,  zu  seinem  Freunde  Hansen,  einem  der  bedeutendsten 
Astronomen  seiner  Zeit,  Ubersiedehi  zu  lassen,  wahrend  er  selbst  in 
ein  Zimmer  im  Hotel  de  Londres  in  Berlin  zog,  von  dem  aus  seine 
noch  folgenden,  so  beriihmt  gewordenen  Arbeiten  datiert  sind.  Da 
erhielt  er  am  Ende  des  Jahres  1849  ein  glanzende  Berufung  an  die 
Wiener  Universitat,  und  jetzt  erst,  nach  unendlichen  politischen 
Pressionen  und  Demiitigungen,  wurde  ihm  von  seiten  der  preuBischen 
Regierung  —  „er  woUe  lieber  alle  fortlassen,  nur  Jacobi  nicht,  der 
sei  eine  Naturkraft",  schrieb  der  aufgeklarte  Leiter  des  Unterrichts- 
wesens  Johannest  Schultze  an  den  Eonig  —  durch  Yermittlung 
Humboldts  und  den  Edelsinn  des  Eonigs  die  frdhere  Unterstiitzung 
nicht  nur  als  Gehalt  bewilligt,  sondern  auch  mit  RQckdatierung 
noch  erhoht. 

Aber  die  Aufregungen  des  letzten  Jahres  hatten  seine  Gesund- 
heit  tief  erschUttert;  seine  korperliche  Erafb  war  vollig  gebrochen, 
sein  Geist  schien  freilich  die  alte  Spannkraft  behalten  zu  haben. 
AuBer  einer  Reihe  hervorragender  Arbeiten  astronomischen  Inhaltes, 
welcheeine  wesentliche  Vervollkommnung  seiner  Storungsuntersuchungen 
zum  Gegenstande  hatten,  sandte  er  noch  im  Marz^  1850  seine  beriihmte 
Arbeit  „Sur  la  rotation  d'un  corps''  an  die  Pariser  Akademie,  in 
welcher  sich  so  wunderbar  eine  ausgezeichnete  geometrisch-mechanische 
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Anschauung  mit  einer  nnyergleicblichen  Genialitat  in  der  Behandlung 
analytischer  Fomien  zeigt,  Untersuchungen^  die  er  in  vielen  umfang- 
reichen  Anfzeiclmungen  dnrch  hochinteressante  Theoreme  erganzt  und 
fortgefdhrt,  und  erweitert  endlich  noch  in  seiner  Arbeit  fiber  die  An- 
zahl  der  Doppeltangenten  algebraischer  Eurren  bei  Begriindnng  und 
Erganzung  der  Plilckerschen  Formeln  seine  ersten  Prinzipien  fUr  die 
TJntersuchung  algebraisch-geometrischer  Probleme. 

Aus  den  Weihnaehtsferien  von  dem  Besucbe  der  Seinigen  in 
Gotha  zurtLckgekebrt;  erkrankte  er  an  der  Grippe^  schien  sich  jedoch 
schnell  wieder  zu  erholen,  als  er  am  11.  Februar  von  neuem  zu- 
sammenbrach;  noch  vier  Tage  vor  seinem  Tode  beklagte  er  Dirichlet 
gegenfiber  das  Mifigeschick,  das  Qber  vielen  seiner  grofieren  Arbeiten 
gewaltet;  ,^ber  icb  sehe  ein,  dafi  ich  nicht  langer  zogem  darf,  jene 
alteren  Arbeiten^  denen  ich  einen  so  grofien  Teil  meiner  besten  Kraft 
gewidmet  habe^  der  Offentlichkeit  zu  ilbergeben^  wenn  sie  noch 
erfolgreich  in  den  Gang  der  Wissenschaft  eingreifen  sollen."  Am 
18.  Februar  abends  11  Uhr,  acht  Tage  nach  seiner  Erkrankung,  erlag 
er  ohne  Eampf. 

Dirichlet;  Borchardt  und  WeierstraB  haben,  durch  ausge- 
zeichnete  jiingere  Gelehrte  unterstUtzt^  der  mathematischen  Welt  durch 
Herausgabe  seiner  gesammelten  Werke  den  imgeheuren  Schatz  seiner 
staunenswerten  produktiven  Tatigkeit  dberliefert^  seine  Schiiler  haben 
die  nachfolgende  Generation  mit  dem  Ruhme  seiner  unvergleichlichen 
Lehrtatigkeit  erffillt,  und  Dirichlet  war  es,  der  ihm  auch  als 
Menschen  in  seiner  herrlichen  Gedachtnisrede  ein  bieibendes  Denk- 
mal  gesetzt  hat,  in  einer  Zeit,  in  welcher  die  Wogen  der  poli- 
tischen  Leidenschaft  ftlr  eine  freie  Meinungsaufieruug  den  ganzen 
Mut  einer  von  der  edelsten  Freundschaft,  der  reiusten  Wahrheitsliebe 
und  hoher  wissenschaftlicher  Bedeutung  getragenen  Personlichkeit  er- 
forderten. 

,,Soll  ich  denVersuch  wagen,"  sagt  Dirichlet,  „ihn  zu  schildem, 
wie  er  auBerhalb  der  wissenschaftlichen  Sphare  denen  erschien,  die  den 
mathematischen  Wissenschaften  femstehen,  so  muB  ich  es  als  den 
Grundzug  seines  Wesens  bezeichnen,  daB  er  ganz  in  der  Welt  der 
Gedanken  lebte,  und  daB  in  ihm  das,  wozu  es  bei  den  meisten,  selbst 
bedeutenden  Menschen  eines  besondem  Anlaufs  bedarf,  das  Denken 
zum  habituellen  Zustande  und  wie  zur  zweiten  Natur  geworden  war. 
Der  unerschopfliche  Vorrat  an  Wissen  und  eigenen  Gedanken,  eine 
eigentQmlich  humoristische,  die  Dinge  scharf  bezeichnende  Ausdruck- 
weise  verliehen  dem  groBen  Mathematiker  auch  ini  geselligen  Verkehr 
eine  ungewohnliche  Bedeutung.    Wie  Jacobis  Gedankenkultus  sich  in 
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der  Anerkennung  von  Abels  grofier  Entdeckung  kundgab^  so  zeigte 
er  eiueu  ahnlichen  Sinn  fQr  alles  geistig  Bedeutende.  Er  scliatzte 
die  Dinge  danach  ab^  wie  der  menschliche  Geist  sich  in  ihnen  offen- 
bare,  und  behandelte  alles  mit  Gleichmut,  was  die  Welt  der  Gedanken 
nicht  beriihrte/* 

Wie  die  Worte  Jaeobis  zUndeten  und  die  Begeistening  der 
Horer  anfachten^  so  erweckteu  auch  seine  Schriften  durch  Inhalt 
und  Form  steten.  und  lauten  Naehhall  in  den  Eopfen  der  neuen 
Generation  von  Mathematikem,  und  in  diesem  Sinne  dUrfen  wir  auch 
Hermite  und  WeierstraB,  die  beiden  vomehmsten  Reprilsentaiiten 
mathematischer  Forschung  in  der  zweiten  Halfte  des  vorigen  Jahr- 
hunderts,  zu  seinen  Schiilem  zahlen  —  und  wir  alle,  die  Schiiler  dieser 
beiden  ausgezeichneten  Forscber,  welche  wir  noch  in  Verebrung  und 
Pietat  die  Worte  und  Anschauungen  Jaeobis  wie  Orakel  und  mathe- 
matiscbe  Mysterien  uns  Uberliefem  horten,  wir,  die  wir  bier  ver- 
sanimelt  sind,  um  das  Andenken  jenes  grofien  Meisters  zu  feiern,  wir 
aUe  sind  Sebiiler  Jaeobis. 

Hoehansehnliche  VersaramlungI 
Moge  es  mir  gelungen  sein,  auch  denjenigen  von  Ihnen,  die 
unserer  Wissenschaft  femer  stehen,  nicht  bloB  ein  Gefilhl  der  Be- 
wunderung  abgewonnen  zu  haben  fiir  den  groBen  Baumeister,  der,  von 
mathematischen,  philosophischen  und  asthetisehen  Gesichtspunkten  ge- 
leitet,  mitgewirkt  hat  an  der  Errichtung  des  gewaltigen  Gebaudes,  zu 
dem  sich,  von  unscheinbaren  Anfangen  sich  erhebend,  unsere  Wissen- 
schaft allmahlich  ausgestaltet  hat;  moge  es  mir  auch  geglUckt  sein, 
Ihnen  einen,  wemi  auch  nur  fliichtigen,  Blick  in  den  Ban  der  mathe- 
matischen Wissenschaft  selbst  eroffhet  zu  haben,  den  Stolz  und  die 
Zierde  menschlicher  Geistesarbeit.  GewiB  ist  der  Raum  nur  die  Form 
der  reinen  Anschauung,  die  Zeit  nur  die  Form  des  reinen  Denkens, 
gewiB  sind  die  ersten  Gruudsteiue  unserer  Wissenschaft,  wie  des  Denkens 
uberhaupt,  der  irdischen  Erfahrung  entnommen,  aber  diese  Grundsteine 
sind  tief  versenkt,  so  tief,  daB  auch  wir,  die  Bewohner  dieser  Statten 
menschlicher  Erkenntnis,  sie  selbst  nicht  mehr  zu  sehen,  nicht  mehr 
zu  beschreibeu  vermogen,  und  deshalb,  wenn  auch  nicht  immer  mit 
Reebt,  bei  dem  kleinsten  Schwanken  und  Erzittem  des  Gebaudes  selbst 
an  seiner  Festigkeit  zu  zweifeln  anfangen  —  aber  jeder  Sturm,  jeder 
gewaltsame  Eingriff  in  die  Sehonheit  des  mathematischen  Praehtbaus, 
mag  ein  Feind  ihn  zu  zertriimmern  suchen,  ein  ungeschickter  Baugehilfe 
einen  falschen  Stein  einsetzen,  oder  auch  ein  genialer  Kiinstler  das 
GebHude   mit   einem    allzuschweren   Felsen    belasten    —    das    Gebaude 
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wird  nur  noch  schoner,  sein  Gefiige  nur  noch  fester,  imd  gewahrt  den 
Naturwissenschafteii;  die  sich  behaglichere,  Uppigere  und  vomehinere 
Wohnstatten  aufgeschlageD,  wenn  irgendein  Uuwetter  ihre  Kreise  stort 
nnd  die  Gnmdlagen  ihres  schonen  Heims  ins  Schwanken  hringt,  gem 
ein  schfltzendes  Obdach  —  ist  doch  die  Mathematik  selbst  die 
Wissenschaft  von  der  Natnr  der  Dinge  in  und  am  iins^  soweit  sie 
menschlicher  Erkenntnis  flberhanpt  sich  offenbaren. 

^Sedet  Sphinx  ilia  inde  a  creatione  mundi,  sedebit  in  sempiternuni, 
proponit    aenigmata   generi    mortalium;    at   sno   tantum    tempore 
yenit  Oedipus  ab  Apolline  missus'^ 
sagt  Jacobi  in  seiner  geistvollen  Rede  zum  Ruhme  der  mathematischen 
Wissenschaft. 


B.  Yortrftge  in  den  allgemeinen  Sitznngen. 

Le  problfeme  moderne  de  rintegration  des  equations  diff<6- 

rentielles. 

Vortrag,  gehalten  in  der  2.  allgemeinen  Sitzung  am  11.  August 

von 
P.  PainleviS  aus  Paris. 


Le  probUme  de  rint^gi*ation  dans  Tancienne  analyse. 

La  theorie  des  equations  differentielles  est  nee  avec  le  calcul  in- 
finitesimal. C'est  Tetude  scientifique  des  phenomenes  naturels  qui 
avait  guide  Newton  et  Leibnitz,  comme  leurs  predecesseurs,  jusqu'a 
leurs  decouvertes  definitives:  une  fois  acquises  les  deux  notions  fon- 
damentales  d-integrale  et  de  differentielle,  cW  encore  Tetude 
de  la  nature  qui  devait  en  diriger  les  premieres  applications.  Grace  a 
ces  deux  notions^  la  methode  experimentale,  interpretee,  analysee,  allait 
donner  tons  ses  fruits.  C'est  qu'en  eflFet,  a  travers  le  phenomene 
fini  —  toujours  complexe,  grossierement  simplifie,  —  la  differentiation 
atteint  le  phenomene  elementaire;  elle  decompose  toute  modification 
dans  le  temps  et  Tespace  en  une  combinaison  de  modifications  infini- 
tesimales,  j'entends  de  modifications  infiniment  breves  n'interessant  que 
des  particules  infiniment  petites  de  matiere.  C'est  en  differentiant  que 
Galilee  deduit  de  ses  experiences  sur  le  plan  incline  les  lois  de  la  pe- 
santeur,  que  Newton  deduit  des  lois  de  Kepler  le  principe  de  la 
gravitation  universelle.  Le  but  de  T integration  est,  au  contraire,  con- 
naissant  les  lois  elementaires  d'un  phenomene,  de  reconstituer  le  phe- 
nomene fini.  Comment  superposer,  comment  sommer  cette  infinite  de 
modifications  infiniment  petites  qui  composent  la  modification  totale? 
C'est  ce  problfeme,  reciproque  du  premier,  mais  d'une  difficulte  autre- 
ment  profonde,  qui  constitue  Tobjet  du  calcul  integral:  il  se  traduit,  en 
general,  par  des  equations  differentielles,  ordinaires  ou  aux  d^riv^es  par- 
tielles,  (suivant  que  le  phenomene  depend  d'un  seul  ou  de  plusieurs  para- 
metres  independants),  et   tout  Teffort  consiste  a  integrer  ces  equations 
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di£ferentielle8  connaissant  les  conditions  initiales  ou  aux  limites 
du  phenom^e.  L'^tude  du  mouvement  d'un  solide  pesant^  celle  du 
mouyement  de  n  points  qui  s'attirent  suivant  les  lois  de  Newton 
[problfeme  des  n  corps]  ^  voila  deux  probl^mes  types  de  calcul  inte- 
gral, de  difficulte  bien  diff^rente.  Laissant  de  cote  le  vaste  cbamp 
des  equations  aux  d^rivees  partielles^  si  heureusement  renouvele  ces 
demi^res  annees,  je  ne  parlerai  ici  que  des  equations  differentielles  a 
une  variable. 

Le  developpement  de  la  nouvelle  science,  a  peine  cree,  tient  du 
prodige:  appliquant  a  tons  les  ordres  de  phenom^nes  physiques  les  prin- 
cipes  du  calcul  infinitesimal,  les  successeurs  de  Newton  et  de  Leibnitz 
accumulent  en  moins  d'un  sifecle  les  plus  eclatantes  decouvertes. 
Comme  ils  se  limitent,  dans  cbaque  classe  de  faits,  aux  exemples  simples, 
rudimentaires,  qui  se  pr^sent«nt  les  premiers,  les  problemes  qu'ils  out 
a  traiter  sont  naturels  et  pen  compliques,  reductibles  a  des  cas  connus 
[quadratures,  equations  differentielles  lineaires,  etc.].  Leur  imagination, 
toujours  soutenue  et  guidee  par  le  problfeme  reel,  demele  avec  une  ad- 
mirable perspicacite  le  jeu  d'operations  el^mentaires  auquel  se  ramene 
Tintegration  des  systemes  differentiels  rencontres.  En  elucidant  des  types 
particuliers,  ils  mettent  en  evidence  de  nombreuses  proprietes  generales 
que  I'avenir  verifiera  rigoureusement:  degre  d'indetermination  des  inte- 
grales,  role  des  constantes,  des  fonctions  arbitraires,  des  conditions  aux 
limites,  etc.  Les  sciences  theoriques  et  experimentales  se  developpent 
dans  une  etroite  connexite:  tout  progr^s  en  analyse  a  son  retentisse- 
ment  immediat  en  physique,  et  reciproquement.  C'est  Tepoque  la 
plus  glorieuse  et  la  plus  feconde  dans  Thistoire  des  Mathematiques, 
Tepoque  otl  il  semble  vraiment  qu'elles  soient  la  clef  de  Tunivers. 
On  ne  saurait  mieux  comparer  cet  afflux  de  verites  nouvelles  qu'au 
mouvement  d'une  vague  qui  occupe  en  un  instant  Vespace  grand  ouvert 
devant  elle  et  qui  s'arrete  au  pied  dWe  ceinture  de  granit.  La  vague 
s'arreta  quand  tout  ce  qui  etait  integrable,  dans  les  problemes  naturels, 
fut  integre. 

Mais  toutes  les  tentatives  faites  pour  integrer  a  Taide  d'operations 
simples  (quadratures  et  autres)  une  equation  differentielle  quelcon- 
que,  avaient  echoue.  II  etait  done  plus  que  vraisemblable  qu'ime 
telle  reduction  etait  chimerique.  La  seule  ressource  qui  restat  aux  cher- 
cheurs,  c'etait  d'aborder  directement  Tetude  de  Tintegrale  par  des  me- 
thodes  d'approximations  successives  bien  adaptees.  Tel  est  Teffort  qui 
s'imposait  aux  Mathematiques  vers  Tepoque  oil  Toeuvre  de  Cauchy 
commence.  C'est  cet  effort  qu'elles  ont  tente,  et  qui  dirige,  explique 
et  justifie  leur  developpement  dans  tout  le  cours  du  dernier  siecle. 
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Le  probl&me  moderne  de  Fintegration.  —  Introduction  des  variables 

complexes. 

La  t«che  qii'*  aUaient  remplir  Cauchy,  ses  contemporains  et  ses 
successeiirs  etait  (au  moins  en  apparence)  singulierement  plus  ingrate 
que  celles  des  mathematiciens  du  XVIII*  siecle^  et  ses  resultats  moins 
brillants.  G'est  ce  qui  explique  pourquoi  certains  esprits^  un  peu 
siiperficielsy  estiment  qu'il  y  a  un  abime  entre  Tanalyse  moderne  et 
Tamalyse  d'il  y  a  cent  ans.  Les  Mathematiques,  a  les  en  croire,  se 
seraient  volontairement  detoumees  de  la  realite  pour  devenir  une  sorte 
de  science  de  curiosite,  vivant  sur  elle-meme,  un  jeu  d'esprit  dont  le 
seul  interet  serait  la  difficulte  et  dont  les  efforts  ne  sauraient  plus 
contribuer  daucune  «ianiere  a  Tetude  rationnelle  de  Tunivers.  De 
tout^s  les  transformations  qu'aient  subies  les  Mathematiques,  Tintro- 
duction  systematique  des  imaginaires  est  ceUe  qui  a  le  plus  contribue 
a  creer  c«  malentendu. 

Cette  introduction  n'etait  elle  qu'une  fantaisie?  Pouvait-on  Tevi- 
ter  ou  8*impo8«iit-elle  par  la  nature  des  choses?  Pour  comprendre 
qu  elle  s*imposait,  il  suffit  de  consulter  Thistoire  meme  de  la  science. 
De  tous  les  modes  de  developpement  d'une  fonction  reeUe,  le  plus 
simple,  celui  qui  s'est  presents  tout  d'abord^  c'est  le  developpement 
en  serie  de  Taylor.  Or,  si  on  ne  considere  que  les  valenrs  r^Ues  de 
la  variable,  les  caprices  de  cette  serie,  de  sa  convergence  semblent 
ecbapper  a  toute   loi:   une   fonction  reelle,   partout   continue  ainsi  que 

ses  dorivees,  telle  que  -j =,  n'est  representee  par  sa  serie  de  Taylor 

yi  +  x^ 

que  Bur  un   segment  limite  de  I'axe  des  a:,  alors  que  (f  est  represente 

pour  X   quelconque.     Qu'on    introduise    les   valeurs    complexes    de    la 

viiriabh^,    et    tout   s'eclaire.     Ce   sont   les   points  singuliers  imaginaires 

(|ui  influent  sur  le  developpement  et  en  arretent  la  convergence,  meme 

pour  h^B  valeurs  reelles  de  la  variable. 

{\\  n'est  pas  ici  le  lieu  de  discuter  les  circonstances  algebriques  qui 
ont  ongendro  les  (juantites  imaginaires,  en  meme  temps  que  les  con- 
voiitioiiH  (le  (*alcul  qui  les  concement.  Que  ces  conventions  soient 
h'^gitimes  puiHcjuelles  n'impliquent  aucune  contradiction,  c*est  la  un 
fait  qui  est  hors  de  conteste,  en  depit  des  obscurites  dont  on  s'est 
plu  parfoifi  »i  entourer  la  question.  Le  paradoxe,  ce  n'est  pas  que  ces 
r.onvnntionH  soient  legitimes,  c'est  qu'elles  soient  utiles  et  fecondes.  De 
k\\s\\a\  utilitti,  la  theorie  de  la  serie  de  Taylor  est,  a  elle  seule,  une 
preuve  Huflisante. 

Jo  Nais  l)ien  que  les  series  de  polynomes,  r^cemment  d^ouvertes, 
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qui  generalisent  et  peuvent  remplacer  lu  serie  de  Taylor^  jouissent  de 
la  remarquable  propriete  de  converger  sur  Taxe  reel  jnsqu'au  premier 
point  singulier  de  la  fonction.  MaiS;  bien  loin  d'aller  contre  Tinier- 
vention  des  imaginaires,  cette  decouverte  la  jnstiiie;  puisqn'elle  resulte 
elle-meme  de  la  theorie  des  fonctions  de  variables  complexes. 

Le  succes  couronna  d'ailleurs  immediatement  Temploi  des  imagi- 
naires.  Le  ,,calciil  des  limites'^  etablit  rigoureusement  toutes  les  pro- 
prietes  fondamentales  des  equations  differentielles^  et  donna  une  base 
solide  a  la  theorie.     L'equation  differentielle  de  Legendre 

etait  demeuree  sterile  tant  qu'on  s'etait  restreint  aux  variables  reelles; 
rien  ne  la  distinguait  des  equations  analogues  ou  le  second  membre 
est  un  polynome  de  degre  quelconque.  En  embrassant  le  champ  com- 
plexe,  Abel  et  Jacobi  decouvrent  d'un  coup  la  double  periodicite,  la 
representation  de  y{x)  par  des  series  entieres  tres  convergentes^  fondent 
la  theorie  des  fonctions  elliptiques^  qui  engendre  a  son  tour  toute  la 
theorie  des  fonctions  analytiques  uniformes.  Plus  tard,  ce  sont  les 
proprietes  si  fecondes  des  equations  differentielles  lineaires,  et  tant 
d'antres  brillantes  decouvertes.  —  L'introduction  des  imaginaires  etait 
done  bien  dans  la  nature  des  choses.  Ge  n'est  point  par  caprice  que 
les  mathematiciens  y  ont  eu  recours,  ni  pour  dissimuler^  sous  d'ob- 
scures  complications  scholastiques^  leur  impuissance  a  traiter  les  pro- 
blemes  reels.  Bien  au  contraire:  s'ils  ont  etendu  leurs  speculations  au 
champ  complexe,  c'est  pour  eclairer,  pour  elucider  les  difficultes  trop 
profondes  du  champ  reel. 

Les  variables  imaginaires  une  fois  introduites,  Tintegration  dWe 
equation  differentielle  pouvait  etre  tentee  dans  deux  voies  differentes: 

1®  On  pouvait  chercher  a  la  ramener  a  des  equations  simples 
(quadratures^  equations  lineaires,  etc.);  c'est-a-dire  poursuivre  (conforme- 
ment  aux  traditions  de  Fancienne  analyse)  Tintegration  formelle  de 
1  equation; 

2®  Si  on  n'apercevait  aucune  reduction  de  ce  genre,  on  pouvait  cher- 
cher a  etudier  Tintegrale  generale,  par  approximations,  dans  tout  son 
champ  reel  et  complexe,  a  mettre  en  evidence  ses  proprietes,  ses  singu- 
larites,  etc. 

Je  voudrais  justifier  en  deux  mots  les  termes  d^ntegration 
formelle  que  j'ai  employes  au  sujet  du  premier  problfeme.  Je  re- 
marque  d'abord  qu'une  equation  prise  au  hasard  ne  comportera  en 
general  aucune  integration  formelle.  De  plus,  meme  si  une  equation 
est  integree  formellement,  Tetude  des  relations  entre   la  fonction  et  la 
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variable  n'est  pas  achevee.  C'est  ainsi  que  Tequation  de  Jacob i,  citee 
plat  haut^  equivaut  a  la  quadrature: 

d^^ ^y 

mais  cette  quadrature  ne  met  nullement  en  evidence  les  proprietes  de 
la  fonction  y{x),  Une  remarque  analogue  s'applique  aux  equations  line- 
aires,  ainsi  qu'aux  equations  de  definition  des  fonctions  automorphes 
(equations  qui^  comme  on  sait,  se  ramenent  formellement  a  une 
equation  de  Riccati).  En  definitive,  on  pent  dire  qu'en  toute  logique, 
Tintegration  d'une  Equation  diffi^rentielle  se  decomposera  en  deux  ope- 
rations successives: 

P  Redaction  de  Tequation  a  des  equations  irreductibles; 

2®  Etude  directe,  dans  tout  le  champ  reel  et  complexe,  de  Tinte- 
grale  de  ces  equations  irreductibles. 

De  rirriductibiliti  des  Equations  diffirentielles.  —  Thiorie  des  g^oupes. 

Mais  ici,  une  question  se  pose:  la  theorie  de  la  reductibilite  des 
equations  differentielles  a  fait  Tobjet  de  travaux  varies  et  considerables; 
toute  la  theorie  des  groupes  s  y  rattache.  Or,  que  faut-il  entendre 
exactement  par  ce  mot  „reductibilite''?  Quand  dira-t-on  quWe  equa- 
tion difFerentielle  est  irreductible?  Si  elle  est  reductible,  comment  pre- 
cisera-t-on  sa  r^uctibilite? 

C'est  senlement  dans  ces  demicres  annees  qu'on  est  parvenu  a  une 
definition  de  la  reductibilite,  vraiment  generale  et  philosophique  et  qui 
embrasse  tons  les  cas  particuliers.  Cette  definition  est  meme  si  recente, 
elle  souleve  des  difficultes  si  delicates  qu'on  ne  pent  dire  encore  qu'elle 
ait  re^u  unanimement  droit  de  cite  en  mathematiques,  mais  elle  sera 
classique  avant  quelques  annees.    Yoici  cette  definition. 

Considerons  une  equation  difFerentielle  algebrique  *),  que  je  choisis 
d'abord  du  premier  ordre,  soit  Tequation: 

(e)  ||-/-(^>y); 

rintegrale  generale  y(x)  de  cette  equation  depend  d'une  constante  arbi- 
traire,  soit  u;  autrement  dit,  Tequation  (e)  definit  une  fonction  y  de 
*  deux  variables  x^  u,  ou  plutot  une  infinite  de  telles  fonctions  (qui  se 
dednisent  d'une  quelconque  d^entre  elles  en  remplafant  u  par  une 
fonction  arbitraire  de  u).    Si  on  veut  encore,  il  est  loisible  de  considerer 

*)  Je  me  limite  ici  aux  Equations  alg^riqaes,  mais  il  serait  facile  d'^tendre 
la  theorie  k  des  Equations  differentielles  qnelconques,  en  dlargissant  (comme  en 
algebre)  le  domaine  de  rationality. 
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u  comme  fonction  de  x,  y ;  cette  fonction  verifie  requation  aux  deri- 
Tees  paridelles 

qui  eqaiTaat  a  requation  (e). 

L'integrale  generale  de  requation  (e)  sera  dite  reductible  si  on 
peut   adjoindre   a   Tequation   (E)    d'autres    equations    (algebriques)    en 

^}  tf}^  a~"  f  ^ }  5~i }'"}  V^^  soient  compatibles  avec  Tequation  (E)  sans 
en  ^tre  une  consequence. 

Tons  les  types  classiques  d'equations  du  premier  ordre  (equation 
lineaire,  equation  de  Riccati,  etc.)  rentrent  dans  cette  definition.  Par 
exemple,  pour  Tequation  lineaire^  on  peut  adjoindre  a  Tequation  (E) 
la  condition:  v— ,  =  0.  De  meme,  si  Tequation  admet  un  facteur  inte- 
grant algebrique  ^{Xyy\  on  peut  adjoindre  a  Tequation  (E)  Tequation: 
■^  ^  k.  D'une  mani^re  generale^  quel  que  soit  le  mode  d'integration 
qu'on  imagine  (integration  par  quadratures  de  differentielles  totales^  ou 
par  combinaison  de  quadratures  superposees^  etc.),  on  verifie  qu'il 
n'echappe  pas  a  la  definition  precedente. 

D  n'est  pas  difficile  de  comprendre  pourquoi,  si  on  veut  bien  pre- 
ciser  les  operations  dont  dispose  Tintegration  formelle:  elle  doit 
definir  la  fonction  y  {x,  u)  par  des  procedes  tels  qu'on  puisse  a  Taide 
d'un  nombre  fini  d'operations  non  transcendantes  (derivations,  elimi- 
nations, etc.)  verifier  si  cette  fonction  y  (x,  u)  satisfait  bien  a  Tequation 
donnee;  les  series,  les  integrales  definies  lui  sont  interdites,  et  plus  ge- 
neralement  tons  les  procedes  dont  on  ne  peut  verifier  la  justesse  qu*a 
Taide  d'operations  transcendantes.  En  demiere  analyse,  Tintegration 
formelle  pourra  toujours  etre  reduite  a  ceci:  substitution  a  Fequation 
(E)  d*un  certain  systeme  d'equations  algebriques  aux  derivees  partielles, 
portant  sur  x,  y,  u  et  d'autres  variables  ou  fonctions  auxiliaires,  systeme 
tel  qu'on  puisse,  a  Taide  d'un  nombre  limite  de  derivations  et  d'elimi- 
nations,  decider  s'il  definit  au  moins  une  fonction  u  (Xy  y)  qui  soit  solu- 
tion de  Tequation  (E). 

Mais,  dans  ces  conditions,  il  sera  loisible  (moyennant  un  nombre 
fini  de  derivations  et  d'eliminations)  de  deduire  du  systeme  auxiliaire 
les  relations  qu'il  entraine  entre  x,  y  et  u.  Si  ces  relations  se  redu- 
isent  a  Tequation  (E)  ou  a  ses  consequences,  le  systenie  auxiliaire  n'est 
d'aucune  utilite,  car  son  integration  se  laisse  decomposer  en  deux  ope- 
rations successives,  dont  la  premiere  est  Tintegration  de  (E).  Si,  au 
contraire,  ces  relations  ne  sont  pas  consequences  de  (E),  Fequation 
donnee  (e)  est  reductible  au  sens  que  nous  avons  defini. 
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La  definition  s'etend  d'ailleurs  d'elle-meme  a  une  equation  (ou  a 
un  systeme  diflFerentiel)  d'ordre  quelconque.  S'il  s'agit,  par  exemple, 
d'un  systeme  du  2*  ordre 

(S)  ^^f(^>yy^)y    'di^'P(^yy>^)> 

on  regarde  y  ei  z  comme  fonctions  de  x  et  des  deux  constantes  arbi- 
traires  tt,  v,  ou  (si  on  veut)  tt  et  t;  comme  fonctions  de  x,  y,  Z]  ces 
fonctions  u,  v  verifient  le  systeme: 

^     ^  dx    ^    cy  '        cz  ^  '       dx    ^    dy  '        cz  ^ 

Le  systeme  S  est  dit  reductible,  si  on  pent  adjoindre  au  systeme 
27  d'autres  equations  algebriques,  portant  sur  Xy  y,  u,  v  et  les  derivees 
partielles  de  Uy  v,  equations  qui  soient  compatibles  *)  avec  27  sans  en 
etre  des  consequences.  Nous  appellerons  systeme  red u it  le  systeme 
forme  par  27  et  les  equations  adjointes. 

Cette  definition  admise,  on  pent  etablir  une  proposition  qui  domine 
toute  la  theorie  de  la  reductibilite  et  que  j'enonce  dans  le  cas  du  pre- 
mier ordre: 

,,Quand  une  equation  difierentielle  est  reductible,  parmi  les 
systemes  reduits,  il  en  est  toujours  un,  d'ordre  diflFerentiel  minimum,  qui 
jouit  des  proprietes  suivantes:  P  il  est  automorphe,  c*est-a-dire  que 
sa  solution  generale  u  (x,  y)  se  deduit  d'une  solution  particuliere  quel- 
conque Uj  {Xy  y)  par  les  transformations  u  =-■  tp  (uj)  d W  f/rotipc]  2®  tons 
les  autres  systemes  reduits  se  deduisent  de  celui-la  en  y  rempla^ant 
u  par  une  fonction  U{u)  qui  verifie  une  equation  difi^erentielle  algebrique 
(en  M,  U)  arbitrairement  choisie." 

Get  enonce,  qui  s'etend  immediatement  a  une  equation  diflFeren- 
tielle  d'ordre  quelconque,  donne  la  raison  profonde  du  role  capital 
et  presque  exclusif  que  joue  la  theorie  des  groupes  dans  la  reduction 
des  equations  difi^erentielles.  Il  fait  eclater  Timportance  d'une  enume- 
ration complete  des  groupes  continus  finis  et  infinis  a  une,  deux,  trois,  etc. 
variables. 

C'est  ainsi  que  Tenumeration  si  simple  des  groupes  continus  a  une 
variable  entraine  ce  theoreme: 

„Quand  une  equation  du  premier  ordre  est  reductible,  quatre  cas 
seulement  peuvent  se  presenter:  1®  Tequation  s'integre  algebriquement; 
29  elle  admet  un  facteur  integrant  algebrique;  3®  elle  admet  un  facteur 
integrant  dont  le  logarithme  a  ses  deux  derivees  premieres  algebriques; 

*)  J^entends  par  la  que  27  et  les  equations  adjointes  ont  an  moins  une  so- 
lution u^  V  commune,  oi^  u  et  t?  sont  deux  fonctions  distinctes  de  x^y^z. 
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4®  one  integrale  premiere  u  {x,  y)  est  donne  par  un  systeme  difiFerentiel 

dont  la  solution  genende  est  de  la  forme  ^^^^-T-^y   {(^,h,Cyd  con- 

stantes  arbitraires),  systeme  qui  se  ramene,  comme  on  sait,  a  une 
equation  de  Riccati/^ 

Considerons   encore   une  equation    du  second  ordre  dont  le    coef- 
ficient differentiel  ne  depend  que  de  rr,  y,  soit  Fequation : 

dz  .        .  dy 

^  =  i]p(a:,y),      avec  /^^z, 

Une  telle  equation  n'est  pas  irreductible,  car  elle  admet  un  dernier 
multiplicateur  egal  a  Tunite,  et  on  pent,  par  suite,  adjoindre  au 
systeme  2^  Fequation: 

ex  dy       dy  dx 

Si  le  coefficient  differentiel  q)  (x,  y)  est  une  fonction  arbitraire  quel- 
conque,  aucune  reduction  ult^rieure  n'est  possible.  Dans  I'hypothfese 
oil  Fequation  comporte  une  reduction  nouvelle,  F^numeration  que  Soph  us 
Lie  a  faite  des  groupes  continus,  finis  ou  infinis,  a  deux  variables, 
suffit  a  demon trer  que  deux  cas  seulement  se  presentent:  „I1  existe 
des  integrales  premieres  u  (a:,  y,  z)  qui  sont  donn^es  par  un  systeme 
differentiel  algebrique  dont  la  solution  g^n^rale  est  P  soit  de  la 
forme:  u  =  au^  +  hu^  +  c  {a,  6,  c  constantes  arbitraires),  2®  soit  de  la 
forme  w  =  X  (**i);  (x  fonction  arbitraire).*' 


De  Fintigration  analytique  d'nne  Equation  IrrMuctible.  — 
Integrales  uniformes. 

Supposons  maintenant  que  nous  soyons  en  presence  d'une  equation 
reconnue  irreductible.*)  Quel  est  le  but  id^al,  si  on  pent  dire,  qu'il 
convient  de  se  proposer  en  F^tudiant?  Quand  dira-t-on  que  Fintegra- 
tion  de  cette  ^nation  est  parfaite,  au  sens  moderne  du  mot? 


*)  None  nouB  sommes  occup^B  exclusivement  de  la  reductibility  de  rint(3grale 
g^n^rale  d*une  Equation  diffdrentielle.  Quand  certaines  solutions  particuli^res 
(mais  non  Fint^grale  g^n^rale)  sont  reductibles,  par  example  sont  algdbriques,  on 
convient  de  dire  encore  que  T^quation  consid^r^e  est  irreductible,  mais  comporte 
des  solutions  ezceptionnelles.  Les  considerations  indiqu^es  plus  haut  sur  Finte- 
gration  formelle  montrent  que  toute  solution  exceptionnelle  satisfait  necessairement 
^  une  equation  diff^rentielle  (algebrique)  d 'ordre  moindre:  en  fin  de  compte, 
retude  d'une  solution  exceptionnelle  se  ram^ne  a  Fetude  d'une  equation  diffe- 
rentielle  d'ordre  moindre,  dont  Fintegrale  generaU  est  reductible,  ou  dont  aucutie 
solution  n'est  reductible :  toutes  les  solutions  de  la  nouvelle  equation  sont  solutions 
exceptiomielles  de  la  premiere. 
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L'^nation  deja  citee: 

bien  que  reductible,  ya  nous  servir  de  guide.  Sans  doute^  elle  definit 
X  en  fonction  de  y  par  une  quadrature^  mais  la  fonction  y(x)  definie 
par  cette  equation  n'etait  pas  exprimable  explicitement  a  Taide  des 
transcendantes  elementaires  connues:  Abel  et  Jacobi  ont  pourtant  in- 
iegre  cette  Equation  en  representant  y{x)  par  le  quotient  de  deux 
series  entiferes,  trfes  convergentes  et  qui  mettent  en  Evidence  toutes 
les  propri^tes  de  la  fonction  dans  le  domaine  reel  et  complexe. 

D'une  manifere  generale^  une  Equation  diffi^rentielle  irreductible  devra 
etre  regard^e  comme  integree  si,  par  un  precede  quelconque  d'approxi- 
mation  indefinie  (serie,  fraction  continue,  integrale  definie,  etc.),  on 
arrive  a  representer  Tintegrale  gen^rale  dans  tout  son  domaine  d'existence 
(reel  et  complexe),  avec  une  erreur  aussi  petite  qu'on  veut,  dont  on 
saura  fixer  une  limite,  la  representation  mettant  en  evidence  les  pro- 
prietes  fondamentales  de  Tintegrale,  permettant  de  tenir  compte  des  con- 
ditions initiales,  etc. 

Parmi  les  fonctions  analytiques,  les  fonctions  uniformes  sont  celles 
dont  les  proprietes  et  les  modes  de  representation  sont  les  plus  simples 
et  les  mieux  etudies.  11  est  done  naturel  de  rechercher,  en  premier  lieu, 
les  equations  differentielles  dont  Tintegrale  generale  pent  dtre  definie 
en  egalant  a  zero  des  fonctions  uniformes,  et  notamment  les  Equations 
differentielles  qui  poss^dent  des  integrales  premieres  uniformes.  Si, 
par  exemple,  une  equation  du  premier  ordre  admet  une  integrale 
premiere 

P(x,y)^(f^, 

ot  P  est  une  fonction  entifere  de  x,  y  qu'on  sait  developper  en  s^ie 
de  Mac-Laurin,  il  est  clair  que  la  connaissance  de  cette  integrale  sera 
singuli^rement  precieuse.  II  restera  toutefois  a  resoudre  I'^quation  im- 
plicite  par  rapport  a  la  fonction  y.  II  ne  faut  pas  d'ailleurs  se  dissi- 
muler  que  la  recherche  de  telles  integrates  premieres  est  un  problfeme 
de  la  plus  profonde  difficult^. 

Mais  il  est  un  cas  particulier  (encore  que  fort  etendu)  ot  le 
problfeme  pent  etre  aborde  d^s  maintenant  avec  succ^s:  c'est  le  cas  ot 
I'integrale  generale  y(x)  est  elle-meme  une  fonction  uniforme  dans 
tout  son  domaine  d'existence.  Le  problfeme  ainsi  particularise  est  une 
generalisation  directe  des  decouvertes  d*Abel  et  de  Jacobi. 

Si  on  se  limite  au  premier  ordre,  le  probl^me  ne  conduit  qu'a 
des  r^sultats  connus.  Mais  il  en  va  tout  autrement  pour  les  Equations 
d'ordre  sup^rieur.     C'est  ainsi  que,  des  le  second  ordre,   on  rencontre 
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deB  types  d'^uations  entierement  noaveaux^  qu'on  sait  ^puiser,  et  dont 
le  plus  simple  peut  recevoir  la  forme  canoniqne: 
(1)  y"^Qy*  +  x. 

L'integrale  gdn^rale  de  cette  equation  est  une  fonction  m^romorphe 
qui  se  laisse  representer  par  le  quotient  de  deux  fonctions  entieres^  a 

savoir  par  Texpression;   y  =  3 — ^  —  i~ « ^^8  **>   ^  designant  une  fonc- 
tion entiire  qui  y^rifie  Fequation  tres  simple  du  troisieme  ordre 
^  +  2z'^  +  a?;er'  -  xf  =  0,  oa  0  =  ^'. 

Cette  fonction  entiere  u(x)  est  developpable  en  s^rie  de  Mae-Laurin, 
les  coefficients  se  calculant  par  derivations  successiyes:  on  connait  done 
ane  representation  tres  simple  de  y{x)  dans  tout  le  plan  complexe,  re- 
pr^entation  entierement  analogue  a  celle  de  la  fonction  ^  par  la 
fonction  6,  On  sait  d'ailleurs  ^tudier  le  mode  d'indetermination  des 
fonctions  tt(a;)  et  y(a:)  pour  re  =»  00;  le  genre  de  u{x)  est  2,  son  ordre 
1^  sa  croissance  est  r^gulifere;  la  distribution  des  poles  et  des  z^ros  de 
y(x)  esty  dfes  lors,  nettement  pr^cisee. 

D'autre  part,  on  peut  montrer  qu'au  point  de  vue  de  Tint^ation 
formelle,  Tequation  y"  =  6t/^  +  x  rentre  dans  la  classe  la  plus  gene- 
rale,  la  classe  irr^ductible  des  equations: 

autrement  dit,  nul  proc^de  ancien  d'integration  ne  peut  rien  ajouter  a  la 
connaissance  du  dernier  multiplicateur  egal  a  Tunite.  C'est  la  le  premier 
exemple  d We  equation  differentielle  qui  n'est  attaquable  par  aucune 
methode  d'integration  formelle  et  qui  comporte,  par  la  theorie  des 
fonctions,  une  integration  parfaite  au  sens  modeme  du  mot.  Jusque 
dans  ces  demi^res  annees,  toutes  les  equations  diiferentielles  qu'ou 
sayait  etudier  etaient  r^ductibles  aux  Equations  lineaires,  aux  quadratures, 
ou  a  leurs  combinaisons:  c'est  parce  qu'on  connaissait  a  Tayance  la 
maniere  dont  les  constantes  iiguraient  dans  Tintegrale  qu'on  pouyait 
penetrer  dans  les  proprietes  de  cette  integrale;  les  equations  qui  defi- 
nissent  les  transcendantes  classiques  (fonctions  elliptiques,  abeliennes 
et  degenerescences,  fonctions  automorphes,  etc.)  n'echappent  pas  a  cette 
remarque.  Au  contraire,  Tintegrale  y(x)  de  Tequation  (1),  regardee 
comme  fonction  des  constantes  x^y  y^,  y^,  est  (par  rapport  a  chacune 
de  ces  constantes)  une  fonction  uniforme  et  meromorphe,  de  nature 
(suiyant  Tcxpression  anglaise)  „transcendentally  transcendental'^,  comme 
la  fonction  F,  c'est-a-dire  qui  ne  yerifie  aucune  equation  diiferentielle 
algebrique.     II  resulte  notamment  de  ce  qui  precede  que  les  transcen- 
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danies  uniformes  y{x)  d^finies  par  T^quation  (1)  ne  sauraient  s'exprimer 
par  aucune  combinaison  de  transcendanies  classiqnes,  paisqu'une  telle 
combinaison,  si  enchevetree  soit-elle,  verifie  toujours  iin  systeme  diflFe- 
rentiel  reductible  aux  quadratures  et  aux  equations  lin^aires. 

Les  mdmes  proprietes  appartiennent  aux  autres  types  irreductibles 
d'equations  du  second  ordre  dont  Tintegrale  generale  est  uniforme. 

On  pent  encore,  gen^ralisant  un  pen  le  dernier  problfeme,  ^tu- 
dier  les  equations  differentielles  dont  I'integrale  est  une  fonction  a 
n  branches  on  a  ses  points  critiques  fixes.  Mais  quels  que  soient  les 
progres  que  doivent  accomplir,  par  la  suite,  ces  difficiles  problemes  et 
les  problemes  plus  vastes  de  meme  nature,  il  est  bien  evident,  d'une 
part  qu'on  n'epuisera  jamais  toutes  les  equations  parfaitement  int%rables, 
d'autre  part  qu'une  equation  prise  au  hasard  ne  rentrera  pas  dans  ces 
types  speciaux.  L'interet  de  ces  classes  remarquables  d'equations, 
qui  est  evident  au  point  de  yue  purement  mathematique,  pourrait  done 
sembler  moindre  au  point  de  vue  des  applications,  si  on  ne  savait  quel 
benefice  les  methodes  generales  retirent  toujours  de  problemes  difficiles 
et  precis,  elucides  a  fond.  C'est  sur  cette  dernier  idee  que  je  voudrais 
insister,  pour  terminer,  en  parlant  de  Tintegration  approximative  et  di- 
recte  des  problemes  r^ls. 

L'intigration  approchie  dans  le  domaine  rtel. 

Quand  une  equation  differentielle  qui  se  pr^sente  dans  une  appli- 
cation, ne  comporte  (ou  n'apparait  comporter)  ni  integration  formelle, 
ni  integration  analytique,  comment  en  aborder  Tetude  dans  Tetat  actuel 
de  la  science?  La  seule  ressource  est  de  Tattaquer  directement  a  Taide 
des  procedes  d'approximation  aujourd'hui  acquis,  en  se  laissant  guider 
autant  que  possible  par  le  phenomene  reel  que  traduit  T^quation.  Le 
probleme,  dans  ces  conditions,  pent  rev^tir,  comme  on  sait,  un  double 
aspect:  se  propose-t-on  de  reconnaitre  s'il  existe  des  solutions  p^riodi- 
ques,  si  une  trajectoire  est  femiee,  etc.,  la  question  est  d'espece  quali- 
tative; au  contraire,  la  determination  approchee  de  la  position  d'un 
mobile  a  un  instant  quelconque  est  d'espece  quantitative.  Prenons 
comme  exemple  le  probleme  des  n  corps:  la  question  de  savoir  si 
notre  systeme  plan^taire  est  stable  rentre  dans  la  premiere  categoric,  le 
calcul  des  ephemerides  dans  la  seconde.  Les  deux  problemes,  qualitatif 
et  quantitatif,  sont  d'ailleurs  loin  d'etre  independants:  leur  connexite 
est  etroite;  tout  progres  de  Tun  est  un  progres  de  Tautre. 

Les  travaux  considerables  suscitfe  a  la  fin  du  dernier  sifecle  par 
le  probleme    qualitatif,    leur   brillante  application   au  probleme  des 
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trois  corps,  sont  trop  connus  pour  qu'il  soit  necessaire  d'y  insister 
d'avantage.  Je  voudrais  seulementy  dans  ce  domaine  strictement  r^l, 
signaler  Tinfluence  ffeondante  de  la  th^rie  des  fonctions  analytiques. 
Je  n'en  citerai  qae  deux  preuves.  On  sait  le  role  capital  que  jouent-^ 
dans  la  discussion  des  courbes  d^finies  par  les  equations  diflfi^rentielles, 
les  points  singuliers  (noeuds,  cols,  centres,  etc.),  points  qui  correspon- 
dent a  ces  valeurs  des  variables  pour  lesquelles  les  coefficients  diffe- 
rentiels  ont  la  forme  ^:  jamais  les  allures  des  int^grales  au  voisinage 
de  ces  valeurs  n'auraient  ete  elucid^s,  si  les  analystes  n'avaient  ete 
rompus  par  avance  aux  singularit^s  des  fonctions  analytiques  et  a 
leurs  modes  de  developpement.  La  seconde  preuve  que  j'ai  en  vue, 
c'est  la  theorie  des  equations  differentielles  dependant  d'un  parametre, 
th^orie  qui  seule  a  permis  la  recherche  des  solutions  p^riodiques,  et 
qui  est  nee  du  calcul  des  limites. 

Quant  au  probleme  quantitatif,  il  doit  plus  encore  aux  fonctions 
analytiques.  Les  procedes  d'approximation  applicables  aux  equations 
differentielles  reelles  sont  aujourd'hui  nombreux,  simples,  plastiques; 
ils  s'adaptent  aux  differents  modes  de  conditions  initiales:  conditions 
initiales  de  Cauchy,  ou  (comme  pour  T^quilibre  des  fils)  valeurs  de 
la  fonction  pour  deux  valeurs  donnees  de  la  variable,  etc.  II  est 
parfaitement  vrai  que  ces  procedes  peuvent  etre  exposes  sans  la 
consideration  d^maginaires,  et  que  Cauchy  les  avait  indiqu^s  au 
moment  meme  oil  il  jetait  les  premiers  fondements  de  la  theorie  des 
fonctions  analytiques.  Mais  precisement,  ils  etaient  en  quelque  sorte 
tombes  en  sommeil;  s'ils  se  sont  ramines,  c'est  sous  Tinfluence  des 
methodes  et  des  raisonnements  analytiques  qui  seuls  permettaient 
d'aller  au  fond  des  choses. 

Considerons,  par  exemple,  la  premiere  methode  de  Cauchy,  la 
plus  elementaire,  celle  qu'on  peut  appeler  la  methode  des  differences, 
puisqu'elle  consiste  a  regarder  les  equations  differentielles  comme  limites 
d'equations  aux  differences.  On  sait  aujourd'hui  que,  dans  cette  me- 
thode, la  convergence  vers  Tintegrale  est  assuree  tant  que,  partant  des 
conditions  initiales,  on  ne  rencontre  pas  une  singularite  x  =  a  des  fonc- 
tions y  {x)y  z  {x)y  .  . .  Mais  cette  singularite  peut  etre  de  deux  esp^ces 
Buivant  que,  x  tendant  vers  a,  les  fonctions  y,z,,,.  tendent  vers  des 
valeurs  determinees  ou  sont  indeterminees.  La  difficulte  est,  dans  le 
second  cas,  d'une  nature  autrement  subtile  que  dans  le  premier;  si  on  a 
su  la  prevoir,  c'est  grace  a  Tetude  classique  des  points  essentiels 
analytiques;  si  on  commence,  non  sans  peine,  a  la  discuter,  c'est  grace 
a  la  theorie  des  fonctions,  en  employant  ses  modes  de  raisonnement  sur 
la  croissance,  le  genre  et  Tindetermination  a  Vinfini  d'une  fonction  enti^re^ 
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En  particrdier^  le  probleme  quantitatif  des  3  corps  doit  a  TanalYse 
des  variables  complexes  ses  demiers  progr^s.  On  a  etabli  en  effet, 
xlans  le  cas  de  trois  corps  (mais  non  dans  le  cas  de  n),  que  les  coor- 
jdonnees  des  points  restent  iinies  et  detenninees  quel  que  soit  t,  II  suit 
de  la  que  seul  le  choc  proprement  dit  pent  donner  lieu  a  difficulte. 
D'autre  part,  on  est  parvenu  recemment  a  former  la  condition  onaly- 
tique  necessaire  et  suffisante  pour  qu'il  y  ait  choc  au  bout  d'un  temps 
fini.  II  ne  reste  plus  qu'un  dernier  effort  a  tenter  pour  que  le  probleme 
quantitatif  des  trois  corps  soit  th^riquement  resolu. 

Mais  pour  ne  parler  que  des  resultats  acquis,  il  conyient  de  ne 
pas  oublier  que  les  methodes  d'approximation  applicables  aujourd'hui 
a  une  equation  differentielle  quelconque,  si  elles  sont  encore  theorique- 
ment  imparfaites,  se  montrent  pourtant,  dans  une  foule  de  cas,  d'une 
efficacite  tres  suffisante.  C'est  ainsi  que  le  problfeme  quantitatif  des 
n  corps  que  j'ai  choisi  comme  type,  n'est  pas  rigoureusement  resolu 
jusqu'ici;  mais  les  eph^merides  de  notre  systeme  solaire  n'en  sont  pas 
nioins  calculees  pour  trois  siecles  avec  une  surprenante  precision.  II 
faut  d'ailleurs  se  garder  de  croire  que  la  puissance  des  methodes  actu- 
ellos  soit  epuisee  par  cet  etfoi-t.  Admettons,  pour  fixer  les  idees,  qu'il 
s'agisse  de  calculer  les  positions  mutuelles,  dans  10.000  ans,  des  astres 
du  systeme  solaire,  avec  une  erreur  plus  petite  que  8  rayons  terrestres: 
les  methodes  actuelles  fouriiissent-elles  si^rement  le  moyen  theorique 
d'effectuer  ce  calcul?  Non,  il  y  a  une  restriction,  mais  bien  legfere,  et 
que  voici.  Si  les  lois  de  Kepler  etaient  exactes,  la  distance  de  deux 
astres  donnes  du  systeme  resterait  superieure  k  un  minimum  d;  il  est 
bien   invraisemblable  que  d'ici    10.000  ans   cette  distance  s'abaisse  jus- 

qu'a    .  ,  par  exemple,  ou  au  dessous.    Or  les  precedes  modemes,  moyen- 

nant  un  nombre  fini  d'operations  qu'on  pent  limiter  d'avance,p  ermettront 
sArement  d'affirmer:  ou  bien  qu'on  possede  les  ephemerides  pour  10.000 
annees,  avec  Tapproximation  voulue,  ou  bien  que,  dans  cette  intervalle, 
la  distance  de   deux   des  astres  est  de  venue  moindre  que  le  minimum 

supposee   ^- .     En  un  mot,  Tetat  du  systeme  solaire  sera  calcule,  pour 

10.000  ans,  avec  Texactitude  exigee,  a  moins  que,  durant  cette  penode, 
notre  systeme  ne  se  soit  invraisemblablement  deforme:  auquel  cas,  la 
marche  meme  du  calcul  avertirait  de  cette  deformation.  Tel  est  le 
degre  de  perfection  et  d'imperfection  des  procedes  generaux  de  calcul 
dont  on  dispose  aujourd'hui. 

Ces  indications,  si  insuffisantes  qu'elles  soient,  peuvent  donner 
quelque  idee  du  labeur  colossal  qu'ont  accompli  les  analystes,  au  cours 
du  .  dernier    siecle,  dans    le    seul  domaine  des    equations  differentielles. 
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Integration  formelle^  integration  analytique^  aussi  parfaite  que  possible^ 
dans  le  champ  complexe;  integration  approchee  dans  le  domaine  reel^ 
telles  sont  les  trois  directions  dans  lesquelles  se  sont  developpees  les 
mathematiques.  An  centre  de  toutes  ces  recherches,  la  theorie  des 
fonctions  apparait  comme  jonant  un  role  directeur  et  preponderant. 
11  n'en  faut  pas  conclure  que  ce  role  lui  appartiendra  toujours.  II 
n'y  a  aueune  absurdite  a  penser  qu'elle  sera  jugee  un  jour  de  la  mcnfe 
maniere  dont  nous  jugeons,  par  exemple,  Toeuvre  arithmetique  de 
GauB^  c'est-a-dire  qu'elle  apparfdtra  comme  une  des  parties  les  plus 
harmonieuses  et  les  mieux  construites  de  1  edifice  mathematique,  mais 
comme  un  monument  du  passe.  Peut-^re  possedera-t-on  alors  des 
metliodes  d'investigations  plus  puissant^s  et  plus  profondes,  qui  per- 
mettront  de  s'attaquer  hardiment  aux  equations  difierentielles,  en  ne 
se  souciant  que  du  probleme  reel  qu'elles  traduisent.  Mais  ces  me- 
thodes  fecondes  et  vivantes^  c*est  de  la  theorie  des  fonctions  qu'elles 
seront  nees. 


The  Mathematical  Theory  of  the  Top  considered  historically. 

Vortrag^  gelialien  in  der  2.  allgemeinen  Sitzung  am  11.  Angast 

von 

A.  G.  Grerkhill  aus  London. 

(Mit  Demonstrationen.) 


The  historical  order  can  be  taken  in  two  directions  for  giving  a 
summary  account  of  the  Mathematical  Theory  of  the  Top  or  Gyroscope. 

If  we  adopt  the  present  as  our  epoch  of  reckoning,  we  should 
begin  with  a  citation  of  the  most  modem  work  on  the  subject,  as  in- 
corporated into  the  Theorie  des  Kreisels  of  Klein  and  Sommer- 
feld,  now  in  course  of  publication. 

Proceeding  backward  from  this  point  of  departure  against  the 
stream  of  time,  we  meet  the  name  of  Routh,  Hess,  Lottner,  Jacobi, 
Poisson,  Lagrange,  to  cite  a  few  only,  until  we  reach  Euler,  and  his 
immediate  precursor,  Segner  of  Halle,  whose  Specimen  theoriae 
turbinum  is  the  first  work  to  give  precision  to  our  subject. 

Receding  further  to  the  period  of  Newton,  we  cannot  consider  as 
very  successful  his  application  of  gyroscopic  theory  to  the  precession 
of  the  equinox,  in  Book  HI  of  the  Principia;  although  Newton's 
method  in  Maxwell's  hand  proved  useful  for  a  discussion  of  Satums  rings. 

Returning  now  at  the  top  of  the  tide,  we  take  the  Specimen 
theoriae  turbinum,  1755,  as  the  effective  starting  point*,  and  I  ven- 
ture to  suggest  that  it  deserves  to  be  reprinted  in  the  series  of  Ost- 
wald's  Klassiker  der  exakten  Wissenschaften,  as  it  is  moreover 
the  first  to  discuss  the  principal  axes  of  a  body. 

Theoria  turbinum  might  be  taken  to  mean  —  theory  of  tur- 
bines —  of  which  Segner  was  also  the  inventor;  but  turbo  here 
means  the  spinning  top,  and  Segner's  attention  was  first  drawn  to  the 
subject  by  reading  an  article  in  the  Gentleman's  Magazine  of  1754  on 
Serson's  artificial  horizon,  a  top  with  polished  surface  intended  to 
give  a  horizontal  reflecting  plane  when  the  sea  horizon  was  obscured. 

The  invention  was  taken  up  by  the  English  Admiralty,  and  Ser- 
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son  was  sent  on  a  voyage  in  1744  to  make  a  practical  test;  bat  his 
ship  the  Victory  was  lost  with  all  hands  on  the  Gasquets  near  Alder- 
ney  soon  after  the  start. 

A  specimen  of  Serson's  top  is  preserved  in  the  museum  of  Kings 
College  London;  the  idea  has  been  revived  of  late  years  by  the 
French  navigators,  for  which  the  Gomptes  rendus  1896  may  be  con- 
sulted; it  is  claimed  to  give  good  results  in  skilful  hands  where  an  ordi- 
nary observation  would  otherwise  be  impracticable. 

Segner's  theory  is  developed  in  Euler's  Theoria  motus  cor- 
porum  rigidorum,  1765,  in  which  the  angles  ^,9,^  are  introduced, 
still  employed  in  modem  treatment. 

But  Euler  discusses  the  motion  of  a  top  on  a  smooth  horizontal 
plane  over  which  the  point  is  free  to  wander,  in  which  case  the 
motion  is  hyperelliptic. 

If  the  reduction  to  the  elliptic  function  is  required  the  point  must 
be  restrained  to  a  fixed  spot,  as  in  a  smooth  cup  in  a  model  here, 
which  Dr.  R.  H.  Weber  will  spin,  in  the  Maxwell  top,  or  in  this 
suspended  wheel. 

A  desired  gyroscopic  motion  can  be  realised  by  this  apparatus; 
and  I  beg  to  call  attention  to  the  simplicity  of  the  construction:  a 
bicycle  wheel,  a  brass  stalk,  a  bicycle  hub  or  pedal  fastened  in  an  iron 
support  bolted  to  a  railway  sleeper;  material  all  ready  to  hand  and 
requiring  little  skill  for  adjustment. 

No  need  for  the  lecturer  to  interrupt  the  course  of  his  explanation 
while  spinning  the  wheel  with  a  stick. 

Perry  says  in  his  popular  treatise  on  the  Spinning  Top,  p.  69: 
„I  believe  there  are  few  mathematical  explanations  of  phenomena  which 
may  not  be  given  in  quite  ordinary  language  to  people  who  have  an 
ordinary  amount  of  experience.'' 

To  us  the  most  familiar  instance  is  the  way  in  which  Poinsot, 
as  Maxwell  says  „brought  Dynamics  under  the  power  of  an  Analysis 
more  searching  than  the  Galculus,  in  which  ideas  take  the  place  of 
symbols  and  intelligible  propositions  supersede  equations'*. 

I  avail  myself  of  the  rare  privilege  of  addressing  a  mathematical 
audience  to  interpret  Perry's:  „ordinary  amount  of  experience"  as  we 
understand  it,  and  to  place  before  you  in  statements  as  few  as  possible 
the  essential  theory  of  a  top  when  the  motion  is  expressible  by  the 
elliptic  function,  the  case  where  the  body  has  uniaxial  symmetry  and 
is  free  to  move  under  gravity  about  a  point  in  its  axis. 

I  need  not  weary  you  with  any  demonstration,  as  you  can  carry 
it  out  better  and  easier  of  yourself. 
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I 


or 


Employ  the  usual  notation  for  the  physical  constants:  W  the 
w^.^it  in  g,  Wh  the  preponderance  in  g-cm,  A  and  C  in  g-cm*  the 
fir.nfujfSLl  moments  of  inertia,  equatorial  and  polar^  at  the  fixed  point  0; 
»U^/ 1  the  length  of  the  equivalent  simple 
[Aodulum^  so  that  A  ^  Whl]  and  let  n 
d#rnote  the  mean  angular  velocity  in  the 
^mall  c^>nical  motion  and  T  seconds  the 
lf*ir'ufd,  when  as  shown  in  equation 
4««  ,_^_  Whg 
r       ^  ""  T  ""     A     ' 

Whg  =  An', 
iUii    quantity  denoted   by  P   in  Klein- 
Sommerfeld. 

If  accurate  physical  measurement 
wm  required,  we  could  determine  W 
and  IVIi  by  a  spring  balance,  and  I 
by  swinging  a  plummet,  in  plane  or 
rtonical  oscillation. 

If  the  wheel  is  spun  with  rotation 
H  HO  that  tr'c=  City  and  given  the  ap- 
firof)riat43  projection,  the  desired  motion 
is  obtained,  either  undulating,  cusped, 
r)r  looped. 

lleferring  now  to  the  diagram 

I.  The  component  angular  momen- 
tum {(}')  about  the  axis,  represented  by 
liio  vector  OC,  is  constant  in  magnitude 
in  consequence  of  the  uniaxial  symmetry, 
but  varies  in  direction. 

II.  The  component  angular  mo- 
mentum (6r)  about  the  vertical  is  con- 
stiint,  because  the  axis  of  the  impressed 
(*()uple  of  gravity  is  horizontal;  represent 
G  ])y  the  fixed  vector  OC. 

III.  Then    OK    is    the 

coni])oncnt  angular  momentum      

in  the  vertical  plane  COC] 
and  if  KH  is  the  component 
j)erpondicular  to  this  plane, 


(2) 


KH- 


A%     C'Jf  =  ^Bm^^*-, 


OC'=G', 
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forming  three  rectangular  components  OC,  C'K,  KH  of  the  resultant 
Tector  Off. 
Since 

C'/Tsin-^-  OC—  OC^'cos^ 

(3)  A  Bin»^5E-  --G-^G'  cos  ^, 
a  fundamental  equation;  and  we  notice  that 

ON  ^  ^  jjf     and  in  a  spherical  top  0M=^  A-^  , 

IV.  The  vector  Off  of  resultant  angular  momentum  thus  describes 
a  curve  in  a  horizontal  plane  through  Cy  and  the  curve  is  a  Poinsot 
herpolhode.  Here  is  the  essential  statement  of  Jacohi  on  the  top, 
that  the  motion  is  compounded  of  two  Poinsot  movements,  the  second 
movement  corresponding  to  an  interchange  of  G  and  G\  and  Euler's 
angles  q>  and  ^. 

V.  The  projection  P  on  a  horizontal  plane  of  any  point,  such 
as  C  fixed  in  the  axis,  describes  a  hodograph  of  the  curve  of  ff. 

For  the  hodograph  of  ff  is  traced  out  by  the  vector  of  tlie  im- 
pressed couple  of  gravity,  and  this  vector  is 

(4)  Whg  sin  ^/^■^i'')*"  =  lAn"  sin  -^c^*  =  ^^  (pe«0, 

if  p,  G5  denote  the  polar  coordinates  of  ff  in  a  horizontal  plane  with 
C  as  origin. 

This  theorem  of  the  hodograph  is  true  generally  for  any  un-. 
symmetrical  top,  but  now  the  analytical  difficulty  is  to  discover  the 
curve  of  q^'\  so  far  a  few  isolated  special  cases  only  have  been  in- 
vented by  Kowalevski,  Bobyleff,  Jukovsky,  Kolosoff,  and  other 
Russian  mathematicians.     But  in  the  symmetrical  top 

VI.  QC^'  is  the  vector  of  a  Poinsot  herpolhode,  and  this  fol- 
lows immediately  from  the  relation 

Off*  —  2 A  (kinetic  energy)  =  constant, 
so  that 
(b)  OH^  =2A  Wh(j (F  -  cos  ^) 

where  F  is  a  tliird  dynamical  constant,  G  and  6r'  being  the  other  two. 

By  geometry 
,,;.  .,^8        CC'«        OC*—20COCco%&+OC'* 

^  sin'-O"  sin'-O"  ' 


and  the  elimination  of  -9"  between  (5)  and  (6)  gives  OK,  the  perpen- 
dicular on  the  tangent  at  ff,  in  terms  of  Off,  is  a  form  characte- 
ristic of  a  Poinsot  herpolhode. 
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Again,  putting  iAWhg  -=^lc^,  OH  is  given  in  terms  of  OK  by 

Vn.  We  see  now  that  the  stationary  values  of  OK  are  OC 
and  OCy  and  then  KC  or  KC  is  zero;  the  polhode  curve  is  then  a 
bit  of  a  geodesic  on  tlie  polhode  cone,  and  the  herpolhode  in  the 
plane  of  GK  or  C'K  has  an  inflexion,  or  else  the  tangent  passes 
through  C  or  C,  and  the  herpolhode  has  loops. 

When  the  axis  of  the  top  describes  a  looped  figure,  a  stationary 
value  of  ^  corresponds  to  an  inflexion  on  the  herpolhode  of  if;  the 
investigations  of  Hess  and  Desparre  show  that  the  rolling  quadric 
which  generates  the  herpolhode  must  be  the  momental  surface  of  a 
body  not  restricted  to  ordinary  matter  of  positive  density  throughout 

Vm.     Since 

KH^=^  OH^-  OK^ 

(8j   ('^  -ar^f-  2nXF  -  cos  &)  (I  -  cos»^)  - 

a  second  fundamental  equation  which  gives  cos  ^  as  an  elliptic  func- 
tion of  the  time;  and  this  with  equation  (3)  define  the  position  of  the 
axis  by  Euler's  angles  ^  and  ^. 

IX.     With    steady    precessional    motion     ji  =  ^^    KH^O'^    and 

Poinsot's  rolling  quadric  is   of  revolution,  describing  a  circular  her- 

ON 
polhode,   having  a   slight  imdulation   with  apsidal  angle    -^jlt^    when 

the  axis  of  the  top  makes  a  small  nutation;  and  there  are  -j-  •  -..^, 
nutations  for  one  revolution  of  the  wheel,  beating  time  with  a  pendu- 
lum  of  length   4       „^,       I, 

In  popular  elementary  explanation  of  gyroscopic  action,  with  ra- 
pid rotation  about  the  axis  OC  and  small  deviating  couple,  as  in 
precession  as  treated  by  Poinsot  himself  (Connaissance  des  temps 
1858)  it  is  sufficient  to  take  OH  and  OC"  as  practically  coincident, 
so  that  the  velocity  of  C  is  equal  to  the  impressed  couple. 

But  Poinsot's  rolling  quadric  in  top  motion  is  now  an  attenuated 
elongated  figure,  producing  a  herpolhode  of  circular  appearance  indeed, 
but  which  on  scrutiny  may  prove  to  be  crinkled  or  looped;  Klein  calls 
this  tremulous  motion  the  pseudo-regular  precession. 


or 
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X.  Kirchhoff's  Kinetic  Analogue  of  the  top  with  a  bent  and 
twisted  wire  shown  in  this  model  amounts  to  saying  that  —  tlie  hodo- 
graph  of  a  point  moving  along  the  wire  with  constant  velocity  is  a 
spherical  curve,  such  as  described  by  a  point  on  the  axis  of  a  sym- 
metrical top,  or  by  a  ball  rolling  on  a  spherical  surface;  and  the  plan 
of  the  elastica  is  the  curve  of  H, 

In  the  analogue  with  a  top  spinning  upright  we  meet  the  con- 
dition required  for  the  stability  of  the  shaft  of  a  screw  steamer. 

There  is  another  kinetic  analogue  if  we  ignore  gravity,  in  this 
revolving  chain;  we  may  call  it  Clebsch's  Analogue  (Crelle,  57)  but 
here  the  axial  distance  is  proportional  to  the  time,  and  not  the  arcual 
distance,  as  in  Kirchhoff's  elastica. 

XI.  The  analytical  question  is  reduced  now  to  the  discussion  of 
the  Poinsot  herpolhode,  and  this  we  know  can  be  expressed  by 

(9)  ^^^^a—^^^    exp    (o^--zst;)u, 

where  u  grows  uniformly  with  the  time,  and  we  must  put 

u^mt  +  K'iy    while     v^K+  fK'i, 
where  m  and  f  are  real  numbers. 

Thus  when  qualified  by  a  certain  exponential  function  of  the  time, 
p<?®*  is  a  Lame  function  of  the  1**  order,  and  sin^e*^*  is  composed  of 
Lame  functions  of  the  1"*  and  2*  order,  reducing  to  one  of  the  2*  order 
only  in  the  case  of  the  Spherical  Pendulum,  as  shown  by  Hermite  in 
the  Comptes  rendus,  1877—82. 

If  we  are  concerned  with  the  motion  of  the  axis  only  of  the  top, 
defined  by  -0"  and  ^,  the  solution  in  complete;  the  angle  ^  is  shown 
in  this  model  by  the  revolution  of  the  wire  on  the  bicycle  axle,  and 
0"  is  the  inclination  of  the  stalk  to  the  vertical. 

XII.  But  the  third  Eulerian  angle  9  introduces  the  second 
Poinsot  motion,  with  its  elliptic  parameter  v'  =  K+  fK'i\  and  now 
Klein's  functions  a,  /J,  y,  S  give  a  symmetrical  and  complete  solution, 
being  Lame  functions  of  the  P'  order  with  parameter 

(10)  v,^^{v  +  v')  ^K^w^n  ^'^ 

t?i  +  V2  =  «^;  «^i~«^2  =  ^'; 

v^  and  I's  corresponding  to  the  pole  ^  »  0  and  ^  ^  tc^  the  highest  and 
lowest  position  of  the  top. 

These  parameters  v  and  v\  or  v^  and  Vj  with  the  modulus  k  will 
specify  the  motion  completely;  they  have  been  called  the  analytical 
constants  of  a  state  of  motion. 
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The  hodograph  relation 

(11)  Jt(^^')  =  *^***  ^^^  ^^'^'  =  2An^€cP 

is  now  seen  to  be  the  dynamical  interpretation  of  the  analytical  result 
in  Halphen's  Fonctions  clliptiques  I  p.  230: 

In  an  article  published  recently  in  the  American  Annals  of  Mathe- 
matics I  have  tried  to  illustrate  the  subject  by  the  choice  of  simple 
cases  where  the  motion  becomes  algebraical  except  for  one  exponential 
function  of  the  time,  and  this  again  can  be  cancelled  by  the  choice 
of  a  disposable  constant.  To  effect  these  conditions  we  choose  an  el- 
liptic parameter  v  a  simple  aliquot  |u'^  part  of  a  period,  so  that  f  is 
a  simple  rational  fraction;  in  this  case  where  fiv  is  congruent  to  a 
half-period, 

is  a  rational  algebraical  function  of  the  elliptic  functions  of  u]  and 
the  herpolhode  vector  of  H  is  an  algebraical  function,  qualified  by  an 
exponential  function  of  the  time. 

It  is  Abel's  quotient  then  of  two  theta  functions,  ^m  and  &  (u+  v), 
with  constant  phase  difference  v,  which  is  required  in  dynamical  appli- 
cations, and  not  the  thetafunction  d'U  hj  itself. 

When  the  phase  difference  v  is  a  half-period  we  obtain  the  elliptic 
function;  and  when  v  is  any  other  rational  fraction  of  a  period,  the 
quotient  becomes  an  algebraical  function  of  the  elliptic  functions  of  «;  a 
collection  of  the  simplest  results  will  be  found  in  the  Philosophical 
Transactions.     London  1904. 

I  will  be  so  bold  as  to  offer  an  heretical  opinion  in  the  presence 
too  of  Dr.  Konigsberger,  Krause,  Krazer,  and  other  authorities 
on  the  subject,  that  the  thetafunction  by  itself  is  not  the  expression 
of  any  important  physical  law;  and  to  begin  elliptic  function  theory 
with  the  theta-fiinction,  the  great  invention  of  Jacob i  or  rather  of 
Gauss  as  now  appears,  although  the  order  which  commends  itself  to 
the  analyst,  is  deterrent  to  a  student  of  Natural  Philosophy. 

The  simple  case  of  bisection,  f=i,  will  serve  for  a  type;  the 
present  company  will  prefer  to  carry  on  a  generalisation  unaided. 

Here  in  a  diagram  of  motion  which  has  been  made  algebraical, 
and  the  curve  of  H  is  shown  generated  by  rolling  motion  as  a  Poinsot 
herpolhode;  the  apparatus  is  rather  crude  by  comparison  with  that 
constructed  by  Schilling  of  HaUe. 


B.  Yorii^e  in  den  allgemeinen  Sitzungen:  Greenhill.  107 

The  second  Poinsot  movement  is  generated  by  the  same  polhode 
cunre^  rolling  on  a  plane  at  a  new  distance,  and  now  we  can  see  the 
looped  figure  associated  with  the  undulating  curve  of  if  in  the  first 
movement 

Darboux's  representation  of  the  top  motion  by  a  deformable  hyper- 
boloid  is  shown  in  this  apparatus;  the  motion  is  specified  here  by 
what  may  be  called  the  geometrical  constants. 

Various  intermediate  states  of  the  deformation  are  shown  in  the 
plane  COC  by  the  diagrams  on  the  wall  drawn  by  Mr.  Hadcock, 
giving  the  geometrical  interpretation  of  Darboux's  relations  of  the  two 
associated  Poinsot  movements. 

The  mathematical  models  designed  by  Buka  and  Wiener  can  be 
constructed  I  hope  to  represent  this  special  case  in  a  more  durable 
manner. 

If  no  rotation  is  given  to  the  wheel,  the  axis  moves  like  a  Sphe- 
rical Pendulum. 

It  will  be  noticed  however  that  the  wheel  acquires  an  angular 
displacement  proportional  to  the  conical  angle  swept  out  by  the  axis, 
revealed  by  the  gradual  revolution  of  the  chalkmark. 

The  jerky  motion  in  the  vertical  position  is  due  to  the  hyper- 
elliptic  influence  of  the  stalk,  which  we  have  ignored  in  our  elliptic 
function  treatment. 

As  the  axis  of  the  gyroscope  wheel  is  restricted  to  keep  below 
the  level  of  the  centre,  we  have  here  another  bicycle  wheel  which  we 
spin  by  hand  in  a  small  cup,  to  imitate  the  motion  of  the  toy  spinning 
top,  or  the  Maxwell  top. 

By  loading  this  wheel  with  an  iron  bar,  we  convert  it  into  a 
simple  and  effective  pendulum  for  plane  oscillation,  and  it  can  be  made 
to  beat  time  with  a  pendulum  of  assigned  length  by  changing  the  in- 
cUnation  of  the  axis. 

In  this  way  we  construct  a  mechanical  illustration  of  the  results 
of  Complex  Multiplication  given  by  our  President  Professor  Weber  in 
his  Elliptic  Functions. 

Thus  for  instance  holding  the  axis  horizontal  and  letting  the 
wheel  swing  through  300®,  from  I  to  XI  o'clock,  the  period  is  the 
same  as  when  it  swings  through  60®,  from  V  to  VII,  if  of  threefold 
length,  or  if  the  axis  is  held  at  an  angle  of  one  in  three  to  the  ver- 
tical, the  slope  of  the  face  of  a  regular  tetrahedron. 

And  so  on  for  the  other  results  of  Complex  Multiplication. 

The  mention  of  practical  application  is  I  hope  repellent  no  longer 
to  a  mathematical  audience;  so  besides  the  artificial  horizon  of  person 
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oit<Hl  nlreadVy  and  the  precession  of  the  equinox,  we  may  instance  the 
(•entriftigal  separator,  Schlick's  gyroscope  to  mitigate  the  rolling  of  a 
ship  in  which  the  electric -light  dynamos  can  assist,  and  the  attempt 
made  to  control  the  swinging  cabin  of  the  Bessemer  ship. 

But  when  we  try  to  utilise  its  directive  power,  the  gyroscope 
behaves  like  the  Irish  pig  described  by  Perry,  who  could  not  be  per- 
suaded to  go  to  Cork  unless  his  master  pretended  to  drive  the  pig 
home*  or  rather  as  the  crab  who  will  go  the  road  you  wish  by  pushing 
him  sideways;  and  so  too  the  gyroscope. 

The  gyroscope  will  not  exercise  his  directive  power  in  steering  a 
torpedo,  or  as  the  brain  of  Maxim's  flying  machine  except  when  mo- 
vimr  a  very  light  relay:  resembling  Maxwell's  intelligent  demon,  which 
by  the  expenditure  of  an  infinitesimal  amount  of  energy  in  moving  a 
trap  door  is  capable  of  upsetting  the  second  law  of  thermodynamics. 

I  will  conclude  with  another  quotation  of  Maxwell  „To  those  who 
ittudv  the  progress  of  exact  science,  the  common  spinning  top  is  a 
cvmhol  of  the  labours  and  perplexities  of  men  who  had  threaded  sue- 
o^ssfully  the  mazes  of  planetary  motion.  The  mathematician  of  the 
Im^t  (^ XVIII.)  century,  searching  through  nature  for  problems  worthy 
of  his  analysis,  found  in  the  toy  of  youth  ample  occupation  for  the 
highest  mathematical  powers." 


La  Geometria  d'  oggidl  e  i  suoi  legami  coir  Analisi. 
Vortrag,   gehalten  in  der  3.  allgemeinen  Sitzung  am   13.  August 


von 
C.  Seore  aus  Turin. 


Voi  conoscete  il  volumetto  che  Y  Univereita  di  Kolozsy^r  ha  publi- 
cato  due  anni  sono;  pel  centenario  dalla  nascita  di  Giovanni  Bolyai.*) 
Ne  sono  parte  precipua  una  memoria  di  L.  Schlesinger  sulle  appli- 
cazioni  della  geometria  assoluta  alia*  teoria  delle  funzioni  di  variabile 
complessa,  ed  un'  altra  di  P.  Stackel  sulla  meccanica  analitica  in  rela- 
zione  colle  varieta  di  piii  dimensioni.**)  Cos!  alia  glorificazione  del 
grande  geometra  ungherese  prendevano  parte  V  Analisi  e  la  Meccanica! 

A  me  parve  di  vedere  in  ci5  un  nuoTO  indizio  dei  sentimenti  fra- 
temi  che  vanno  sempre  fit  legando  fra  loro  i  vari  rami  della  Mate- 
matica! 

Per  quel  che  riguarda  la  Meccanica;  non  occorre  che  io  dica  quanta 
parte  abbia  e  debba  avere  in  essa  la  Geometria  I  Solo  mi  peimettero 
di  ricordarvi,  a  proposito  della  Geometria  modema,  una  rappresen- 
tazione^  di  grande  importanza  suggestiva,  a  cui  ormai,  dopo  V  esempio 
dato  da  Hertz,  tutti  i  cultori  della  Meccanica  ricorrono  liberamente. 
Yoglio  dire  la  rappresentazione  di  un  sistema  mobile  con  n  gradi  di 
liberta  per  mezzo  di  un  punto  dello  spazio  ad  n  o  a  2n  dimensioni. 

Indicando  la  forza  yiva  con  ^ ,  il  problema  del  moto  equivale  a  quello 

geometrico  delle  geodetiche  di  uno  spazio  ad  n  dimensioni,  in  cui  ds 
sia  Telemento  linearel 

Quanto  ai  legami  che  stringono  la  Geometria  e  Y  Analisi,  si  pu5 
dire  che  essi  derivano  priucipalmente  da  cio  che  in  molta  parte  gli 
oggetti  di  cui  esse  si   occupano  sono  gli   stessi,   almeno  in  un 


*)  Joannis  Bolyai  in  memoriam. 
*^   v.    anche   St&ckel,    Bericht   fiber   die   Mechanik   mehrfacber 
Mannigfaltigkeiten,  Jahresb.  d.  Deutscben  Matb.-Verein.  12,  1903,  p.  469. 
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senso  astratto!  Dicendo  cosi,  io  non  alludo  soltanto  a  quel  campi  che 
tutti  riconoscono  esser  comuni  alie  due  scienze:  come,  ad  esenipio,  la 
teoria  del  gruppi  e  quella  degli  aggregati  (ensembleS;  Mengen).  Io 
penso  ad  un'  identita  raolto  pid  larga,  cbe  solo  e  nascosta  in  parte 
dalla  differenza  del  norai.  Cosi  queilo  che  Y  analista  chiama  una  fun- 
zione  y^fipc),  il  geometra  considera  come  curva  y  ^  f{x)y  o  come 
corrispondenza  fra  il  punto  x  e  i\  punto  y,  Cio  che  Tanalista  chiama 
equazione  differenziale  sara  pel  geometra  una  certa  varieta  di 
elementi  nel  senso  di  Sophus  Lie.  E  i  gruppi  di  trasformazLoni 
lineari  usati  nello  studio  dellefunzioni  automorfe  da  Poincare  e  Klein, 
e  poi  dai  loro  successori,  si  posson  considerare  come  particolari  gruppi 
di  movimenti  non-euclidei.  Persino  il  concetto  primitivo  di  pun  to 
si  puo  riguardare  come  comune  alia  Geometria  ed  all'  Analisi:  poiche 
in  molta  parte  della  Geometria  d'  oggidi  i  punti  si  posson  concepire 
in  modo  puramente  numerico,  come  si  fa,  ad  esempio,  nella  teoria  degli 
aggregati  o  in  qnella  delle  funzioni! 

La  differenza  fra  Geometria  ed  Analisi  consiste  invece,  talvolta  nei 
problem!  che  esse  pongono,  piii  spesso  nei  metodi  con  cui  esse  li 
trattano.  Ed  h  appunto  coUo  scambiarsi  fra  loro  i  problemi,  e  col 
prestarsi  reciprocamente  V  ajuto  dei  rispettivi  metodi,  che  le  due  scienze 
sorelle  rendono  Y  una  alF  altra  servizi  immensi! 

L'  identita  che  ho  accennato  fra  gli  oggetti  della  Geometria  modema 
e  quelli  deir  Analisi  si  coUega  ad  un  carattere  spiccatissimo  che  la 
Geometria  e  andata  acquistando  sempre  pii!k.  Questo  carattere,  da  cui 
son  derivati  i  maggiori  progressi  di  quella  scienza,  e  la  grande  gene- 
ralita  ed  astrazione  nei  concetti  e  nelle  proposizioni. 

A  prova  di  cid  non  occorre  che  io  ricordi  Testensione  che  s'  e  fatta 
coir  aggiungere  agli  elementi  geometrici  reali  quelli  imi^inari,  nc  Y  altra 
che  accanto  alle  linee  e  superficie  pose  i  sistemi  comunque  infiniti  di 
linee  o  superficie,  i  connessi,  e  cosi  via.  E  nemmeno  occorre  che  io 
yi  parli  della  geometria  degli  spazi  a  piii  dimensioni,  nella  quale  tanto 
si  h  laYorato  nell'  ultimo  ventennio,  e  che  tanto  ha  contribuito  ad 
ampliare  il  campo  d'  azione  dei  matematici!  Ma  scendendo  invece  dalle 
yette  della  scienza  alle  sue  basi,  noi  vediamo  che  appunto  la  dett^  astra- 
zione si  trova  nei  piCl  recenti  lavori  sui  fondamenti  della  geome- 
tria di  Peano,  Veronese,  Pieri,  come  in  quelli  di  Hilbert  e  della 
sua  scuola.  In  fatti  essi  svolgono  la  geometria  in  modo  esclusivamente 
deduttivo,  senz'  alcun  ricorso  all'  intuizione  spaziale  (raumliche  An- 
schauung):  cosicchfe  le  parole  punto,  retta,  movimento,  ecc.  non 
esigono  piil  Y  interpretazione  consueta^  ma  possono  riceyeme  parecchie, 


B.  Yortrftge  in  den  allgemeinen  Sitzungen:  Segre.  Ill 

diyerse  fra  lorO;  di  qualsiasi  natura^  per  esempio  puramente  aritmetiche, 
pnrch^  soddisfacciano  al  sistema  di  postulati  o  definizioni  che  faron 
poste.  In  questo  modo,  accanto  alle  due  geometrie  non-euclidee  di 
qualche  tempo  addietro,  son  divenute  possibili  in  qaesti  ultimi  anni 
tutta  una  serie  numerosa  di  nuove  geometrie! 

Questa  moltiplicit^  d'  interpretazioni  per  gli  elementi  geometrici, 
che  incontriamo  tanto  nel  modemo  indirizzo  di  studio  dei  fondamenti^ 
quanto  in  nn  modo  ben  noto  di  concepire  gli  spazi  a  piil  dimensioni; 
presenta  grande  utilita.  Grazie  ad  essa  ogni  risultato  si  traduce  in 
infiniti  nuovi  risultati;  immediatamente!  Qualcosa  di  simile  si  ha  neila 
meccanica  modema^  quando  si  parla  di  problemi  dinamici  equivalenti, 
sebbene  si  riferiscano  a  sistemi  molto  diversi. 

Alcuni  hanno  obiettato,  anche  ultimamente*),  che,  quando  gli  enti 
geometrici  vengono  concepiti  in  modo  cosi  astratto,  oppure  quando 
yengon  trattati  solo  con  metodo  logico-deduttivo,  senza  ricorrere  alle 
figure,  alia  intuizione  spaziale,  non  si  fa  pid  vera  geometrial 
Possiamo  dire^  o  Signori,  che  questa  e  solo  una  quistione  di  parole! 
Ma  si  pu5  anche  dire  che  Tampliarsi  della  Geometria  ha  fatto  passare 
r  intuizione  spaziale,  che  una  volta  era  per  essa  un  elemento  indi- 
spensabile,  in  seconda  linea.  Chi  mai  pu5  concepire  nella  sua  mente 
un  connesso,  oppure  lo  spazio  di  punti  imaginari  che  Staudt  ha 
studiato  sinteticamente?  Cosi  V  intuizione  spaziale  ha  cessato  di  essere 
necessaria.  E  ci6  invece  che  caratterizza  la  Geometria  d'  oggidi  h, 
come  gia  accennavo,  la  forma  dei  suoi  problemi  o  dei  suoi  ragiona- 
menti!**) 

E  a  proposito  dei  metodi  geometrici,  permettetemi  che  io  vi  dica 
anche  il  mio  pensiero  intorno  ad  un'  accusa  che  a  loro  yien  fatta  tai- 
yolta:  cioe  di  poco  rigor e.  Gia  nel  congresso  intemazionale  di 
Parigi  Hilbert  ayeya  protestato  energicamente  contro  V  opinione  che 
solo  r  Analisi,  e  non  la  Geometria,  sia  suscettibile  di  una  trattazione 
pienamente  rigorosa.***)    E  in  fatti:  perchfe  non  dovebbero  esser  rigo- 


•)  V.  ad  esempio  E.  B.  Wilson,  The  so-called  Foundations  of  Geo- 
metry, Archiv  d.  Math.  u.  Phys.  (8)  6,  1903,  p.  104.  —  Del  resto  questo  articolo 
ha  pienamente  ragione,  quando  raccomanda  di  guardarsi  dalle  esagerazioni,  dalle 
manfe. 

••)  Cfr.  anche  il  mio  artic"  Su  alcuni  indirizzi  nelle  investigazioni 
geometriche,  Rivista  di  mat.  I,  1891;  ristampato  ora  in  inglese  nel  Bull.  Amer. 
Math.  Society  (2)  10,  1904.  —  Veggasi  pure  E.  Study,  Geometrie  der  Dynamen, 
Leipzig  1908,  ove,  a  pag.  271,  sono  esposte  delle  idee  che  si  accordano  piena- 
mente colle  mie. 

••♦)  D.  Hilbert,  Mathematische  Probleme,  GOttinger  Nachr.  1900. 


112  n.  Teil:  WisBenschafbliche  VortiAge. 

rosi  quei  ragionamenti  geometrici  i  quali  fossero  SYoltL  a  fil  di  logica? 
II  dubbio  potrebbe  aversi  solo  per  quegli  altri  casi  in  cui  msieme  al 
ragionamento  puro  si  adopera  anche  la  intuizione  geometrica:  per 
esempio  nelle  ricerche  piii  comuni  di  Analysis  situs  o  topologia. 
Ma^  come  ho  detto  prima^  questo  accade  solo  in  una  piccola  parte 
della  Geometria  modemal  E  fra  parentesi  ricordero  che^  secondo  rile- 
vava  ultimamente  Osgood*);  anche  nella  odiema  teoria  delle  funzioni 
di  una  yariabile  complessa  vi  sono  dei  teoremi^  la  cui  dimostrazione 
non  h  stata  finora  liberata  dair  uso  della  intuizione  geometrica!  D'  altra 
parte  bisogna  pur  aTvertire  che  gia  s'e  cominciato  a  mettere  sotto  forma 
matematicamente  esatta  alcuni  concetti  e  proposizioni  dell'  Analysis 
situs:  ad  esempio  in  recenti  lavori  di  Schoenflies,  Osgood  ed  altri. 

In  generale  si  puo  dire  che  i  geometri  aspirano  oggidi  al  rigore 
quanto  gli  analisti!  £  yero  che  gli  strumenti  di  cui  essi  si  servono 
talvolta  non  furon  creati  perfetti:  come  perfetti  non  erano  i  procedi- 
menti  usati  dagli  analisti  un  secolo  fal  Ma  si  deve  tener  presente  che 
alia  Geometria^  forse  pid  che  all^  Analisi,  occorre  lasciar  libera  anzi- 
tutto  la  fantasia  che  guida  alia  scoperta:  mentre  e  opera  posteriore  lo 
stabilire  il  tutto  in  modo  rigoroso!  £d  i  geometri  mirano  a  perfezio- 
nare  i  loro  metodi;  ricorrendo  volontieri  all'  esempio  ed  all'  ajuto  dell' 
Analisi.  Cosi  dalle  ricerche  analitiche  di  Puiseux  si  h  dedotto  il  con- 
cetto geometrico  esatto  di  ramo  o  ciclo  di  curva  algebrica.  Grazie 
ad  esso  Cayley^  Smithy  Halphen,  Noether,  Zeuthen^  ecc.  han 
potuto  dare  una  teoria  pienamente  rigorosa  delle  singolarita  superiori 
delle  curve  piane;  il  teorema  sul  numero  delle  intersezioni  di  tali  curve 
ha  acquistato^  col  fissare  la  moltiplicita  di  ogni  intersezione,  un  signi- 
iicato  geometrico  pienamente  soddisfacente.  Con  cio  e  stata  avviata  la 
trattazione  rigorosa  delle  questioni  relative  alia  moltiplicita  delle 
soluzioni  dei  problemi  geometrici.  Ma  una  tale  trattazione  sara  com- 
piuta  solo  quando  saran  compiute  le  ricerche  analoghe  per  le  inter- 
sezioni delle  variety  algebriche  a  piil  dimensioni. 

La  stessa  cosa  accadra  per  tutti  i  metodi  della  Geometria  nume- 
rativa,  poiche  in  sostanza  tutti  si  riducono  a  problemi  d' intersezioni 
di  varieta  algebriche!  Cosi  le  critiche  mosse  anche  ultimamente**) 
a  quello  che  Schubert  ha  chiamato  Princip  von  der  Erhaltung 


•)  W.  F,  Osgood,  On  a  Gap  in  the  ordinary  Presentation  of  Weier- 
strass'  Theory  of  Functions,  Bull.  Amer.  Math.  Soc.  (2)  10,  1904,  p.  294. 

**)  v.  la  nota  a  pag.  378  della  citata  Geometrie  der  Dynamen  dello 
Study;  e  G.  Kohn,  Cber  das  Prinzip  von  der  Erhaltung  der  Anzahl, 
Archiv  d.  Math.  u.  Phys.  (3)  4,  1908,  p.  312. 
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der  Anzahl  potranno  essere  eliminate.^)      Un  mio  discepolo,  il  Giam- 

belli,  da  me  spinto  a  studiar  la  questione,  mi  disse  di  esser  riuHcito 

a  fissare  delle  grandi  classi   di  problemi  per  le  quali  yale  quel  prin- 

cipio  di  Schubert,  ed  altre  per  cui   esso  va  modificato  in  un  modo 

ben  determinato.     In  base  a  queste  ricerche  tutti  i  numerosi   risultati 

ottenuti  dallo  Schubert  e  da  altri,  anche  in  questi   ultimi  anni,  per 

mezzo  di  quel  principio,  sarebbero  pienamente  giustificati !     Notero  di 

passi^gio  che  fra  i  recenti   risultati    di    geometria   numerativa   ve   ne 

sono  di  molto  importanti  relativi  agF  iperspazi.    Essi  son  dovuti  prin- 

cipalmente  alio  stesso  Schubert  ed  a  vari  geometri   italiani,  a  partire 

dal  Castelnuovo  fino   al  Giambelli.     E    si    riferiscono:   gli    uni    al 

numero  degli  spazi  che  veriiicano  date  condizioni,  in  particolare  quella 

di  secare  in  dati  modi   piil   spazi  dati,   od  anche  una  cur^a  o  varieta 

data;  gli  altri  invece  a  numeri  di  quadriche  o  di  reciprocity,  e  cosi  via. 

Fra  questi   risultati  ve  ne  sono   che  hanno  uno  speciale  interesse 

per  r  Algebra.     E   molti   problemi   difficilissimi  deir  Algebra  relativi 

alia  determina/ione  tli  numeri  posson   risolversi   facilmente  colla  Geo- 

metria    numerativa!     D'  altra    parte,    come    gia    accennai,    questa  deve 

ricorrere   all'  Algebra  per  la    dimostrazione   del    suoi    principi,    per    la 

trattazione   rigorosa    delle    varieta    algebriche  e  delle   loro   intersezioni. 

Una  tale  trattazione  s'  e  giu  cominciato  a  fare  seguendo  i   concetti    di 

Kronecker  ed  altri.     Cosi  Hilbert   in  un  lavoro  fondamentale**)  ha 

trovato   la  forma  di   quella  che  egli    ha  chiamato  funzione  caratte- 

ristica  di  un  modulo,    e    che  da   la    postulazione    di   una  varieta 

algebrica  qualunque  per  forme  di  un  ordine  abbastanta  elevato.    E  dopo 

di  Hilbert    altri    han  tentato   di    risolvere  piil   completamente   il  pro- 

blema  delta  postulazione  in  certi  determinati  casi;  oppure,   come   nelle 

numerose  ricerche  sul  teorema  di  Noether  Af-\-  litp,  si  sono  occupati 

della    rappresentazione    di    una    varieta    algebrica    come    costituente  un 

modulo.     Ma  il  campo  amplissimo  e  tuttora  aperto,  e  degno  di  pro- 

fonde  ricerche! 

Signori,  vi  e  una  mod  a  in  Geometria  come  dovunque!  Ma  la 
moda  di  cui  ora  io  voglio  parlarvi  rappresenta  un  grande  progressd! 
Prima  vi  avevo  detto  delV  astrazione  die  ha  acquistato  la  Geometria 
colla  grande  estensione  data  al  sistema  degli  enti  da  studiare.    Orbene 

*)  fc  notevole  che  nel  Lehrbuch  der  Algebra  di  H.  Weber  (I.  Bd., 
1.  Anfl.,  1895,  p.  163)  si  ricorre  appunto  a  quel  priiicipio,  per  diinoutrare  il  teo- 
rema di  Bezout  nel  caso  di  3  o  piii  equazioni  con  altrettante  incognite. 

•*)  Cber  die  Theorio  der  algebraischen  Kormen,  Math.  Aunalen  36, 
1890,  p.  473. 
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1'  astrazione  s'  e  compiuta  anche  in  un  altro  modo:  cio^  coll'  amplia- 
uiento  del  gruppo  di  trasformazioni^  che^  nel  senso  di  Klein^  si 
pone  a  base  dello  studio.  Una  yolta  il  gruppo  di  trasformazioni,  che 
si  sottiiitendeva  come  fondamentale^  era  quello  della  Geometria  elemen- 
tare.  Poi,  dopo  Poncelet,  i  geometri  s'  erano  abituati  al  punto  di 
vista  projettiTO,  e  questo  era  ordinariamente  sottinteso.  Ai  nostri  giomi 
ill  voce  si  tende  a  preferire  un  gruppo  fondamentale  ancora  pitl  ampio: 
il  gruppo  delle  trasformazioni  birazionalil 

Ooii  ci6  non  intendo  certo  dire  che  siano  scarsi  attualmente  i  la- 
vori  uell'  indirizzo  projettivo!  Cosi  poc'  anzi  alludevo  a  ricerche  pro- 
jitttive  essenziali  sulle  varieta  algebriche  a  pid  dimensioni.  Inoltre  si 
Hii  bene  che  le  proposizioni  d'indirizzo  birazionale  si  mutano^  con  un 
Heinplice  artifizio^  in  proposizioni  projettive.  E  nemmeno  mancano  la- 
vori  d'  indole  metrica^  come  tutti  sanno!  £  certo  per5  che  sono  state 
rare  in  (juesti  ultimi  tempi  le  ricerche  un  po'  generali^  neir  indirizzo 
projettivo,  sulle  curve  piane  o  superficie  algebriche,  sui  complessi  di 
rutte,  ecc,  le  quali  fiorivano  invece  anni  sono.  €i6  e  forse  dovuto  in 
purt4)  alia  complicazione  che  s'  incontrerebbe  nel  proseguirle.  In  pari 
tempo  h  andata  un  po'  giii  di  moda  la  corrispondente  teoria  analitica, 
vAoh  la  teoria  degl'  inyarianti  delle  forme  algebriche;  sebbene  essa  sia 
Htata,  per  cosi  dire,  rinfrescata  da  nuovi  metodi  e  posta  in  nuova  luce 
dalla  teoria  dei  gruppi  di  Sophus  Lie.  Invece  V  indirizzo  che  Rie- 
ntann  ha  tracciato  per  lo  studio  delle  funzioni  algebriche  di  una  varia- 
bile  e  dei  loro  integrali,  cioe  quello  rivolto  alle  proprieta  che  non 
luutano  per  trasformazioni  birazionali  delle  variabili,  puo  dirsi  il  trion- 
f'atore  nelle  ricerche  algebrico-geometriche  d'  oggidi! 

A  cio  contribui  moltissimo  la  teoria  generale  delle  trasformazioni 
birazionali  del  piano  e  dello  spazio:  merito  speciale  del  Cremona,  di 
(uii  uoi  tutti  da  nin  anno  rimpiangiamo  la  perdita!  Da  essa  in  fatti 
derivo  il  concetto  di  proprieta  invariabili  per^  trasformazioni  Cremo- 
iiiane:  applicato  ad  esempio  dal  Bertini  alle  involuzioni  del  piano. 

Ma  un'  influenza  anche  maggiore  sul  trionfo  odierno  delle  pro- 
prieta degli  enti  algebrici,  che  non  mutano  per  tiasformazioni  birazio- 
nali degli  enti  stessi,  ebbe  la  Memoria  del  1873  di  Brill  e  Noether: 
Cber  die  algebraischen  Funktionen  und  ihre  Anwendung  in 
der  Geometric.*)  Essa  non  ha  solo  contribuito  —  come  gia  prima 
Clebscli  e  Gordan  —  a  far  conoscere  quell'  indirizzo  di  Kiemann. 
(yol  sostituire  alle  funzioni  algebriche  le  serie  lineari  di  gruppi  di 
punti  sopra  una  curva  algebrica,  essa  ha  anche  dato  ai   teoremi   noti 


♦)  Math.  Ann.  7,  p.  269. 
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e  ad  eltrif  naoTi  e  fondamentali^  una  tal  forma  geometrica  da  prestarsi 
unmediatamente  alle  applicazioni.  L'  influenza  di  quella  Memoria  sulla 
Geometria  attaale  h  stata  immensal  Ne  derivarono  direttamente  le 
ricerche  modeme  sulle  curve  algebriche  sghembe  ed  iperspaziali^  quelle 
8ui  sistemi  lineari  di  curve  piane,  ed  altre  ancora.  Tutta  una  scuola 
di  geometri  italiani  riconoBce  nella  Memoria  di  Brill  e  Noether  il 
Buo  punto  di  partenzal 

Piii  fecondi  ancora  divennero  quei  concetti,  quando,  per  opera 
appunto  di  questa  scuola^  essi  acquistarono  un  carattere  piil  astratto  e 
pid  generale,  venendo  riferiti  a  curve  iperspaziali,  e  specialmente  intro- 
ducendosi  metodicamente  1'  importante  nozione  di  somma  di  due  serie 
lineari  (corrispondente  a  quella  di  prodotto  nel  campo  di  razionalita 
definito  da  un  irrazionale  algebrico).  Con  questi  strumenti  Gastel- 
nuovo  ha  ottenuto  nuovi  risultati  notevolissimi  sulle  curve  algebriche, 
per  esempio  riguardo  alia  questione  che  ho  gia  citata  della  postu- 
lazione.  Piii  notevole  ancora  h  il  modo  come  quella  teoria  ha  potuto 
applicarsi,  od  estendersi  per  analogia,  nella  geometria  delle  superficiel 

Mentre  in  Francia  il  Pi  card  studiava  le  Buperficie  algebriche  per 
via  trascendente,  svolgeva  cioe  la  teoria  degF  integrali  doppi  e  degV 
integrali  di  differenziali  totali  delle  funzioni  algebriche  di  due  variabilis 
e  r  Humbert  si  occupava  con  successo  delle  cosi  dette  superficie 
ipereUitiche,  in  Italia,  dal  1893  in  poi,  Enriques  e  Gastelnuovo 
presero  a  costruire  geometricamente  la  teoria  dei  sistemi  lineari  di 
curve  sopra  una  superficie  algebrica.  Essi  applicarono  i  concetti  della 
geometria  sopra  una  curva  ed  i  concetti  analoghi  relativi  ad  una  super- 
ficie, per  esempio  queUi  di  somma  e  difierenza  di  due  sistemi  lineari, 
da  cui  poi  si  passa  a  quello  di  sistema  aggiunto  di  un  sistema  dato; 
e  nello  stesso  tempo  si  valsero,  approfondendole  ulteriormente,  delle 
importanti  proposizioni  che  gia  il  Noether  aveva  ottenuto  in  questo 
campo.  CosL  riuscirono  a  stabilire  una  lunga  serie  di  nuovi  risultati 
veramente  brillanti.  Giterd,  solo  come  esempi,  la  dimostrazione  della 
razionalita  di  tutte  le  involuzioni  piane;  lo  studio  di  nuovi  caratteri  di 
una  superficie,  invariabili  per  trasformazioni  birazionali;  le  condizioni 
perch^  una  superficie  sia  razionale,  oppure  sia  riferibile  ad  una  rigata; 
la  possibilita  di  eliminare  da  una  superficie  le  cosi  dette  curve  ecce- 
zionali,  se  la  superficie  non  e  riferibile  ad  una  rigata.*)  Nel  trattato 
in  cui  il  Picard,  coadiuvato   dal  Simart,  va  esponendo   la  Theorie 


*)  V.  Castelnuovo-Enriques:  Sopra  alcune  questioni  fondamen- 
tali  nella  teoria  delle  superficie  algebriche,  Annali  di  matematica  (3)  6, 
1901,  pag.  165.    Ivi  son  citati  anche  i  lavori  precedent. 
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des  fonctions  algebriques  de  deux  variables  independantes*), 
accanto  alle  sue  proprie  ricerche  analitiche  egli  ha  pur  fatto  posto  ad 
una  parte  di  quelle  geometriche  di  Castelnuovo  ed  Enriques. 

La  geometria  sopra  una  superficie  si  applica  —  non  occorre  dirlo  — 
a  yarieta  algebriclie  doppiamente  infinite  qualun<][ue.  Cosi  il  Fano  se 
n*  e  servito  nello  studio  delle  congruenze  di  rette.  Ed  altri  gio- 
vani  si  sono  ora  messi  a  coltivarla,  tra  cui  De  Franchis  e  Severi. 
Fra  le  tante  questioni  a  cui  tendono  le  ricerche  attuali  citero  la  se- 
guente^  di  grande  importanza:  h  possibile  iissare  sopra  una  data  super- 
ficie algebrica  un  numero  finito  di  sistemi  continui  di  curve,  si  che 
ogni  altra  curva  algebrica  possa  dedursi  da  quelle  colle  operazioni 
di  addizione  e  sottrazione?  Finora  essa  era  stata  risolta  aifermativa- 
mente  solo  per  certe  classi  di  superficie.**)  II  Severi  ritiene  di  posse- 
deme  la  soluzione  per  qualuntjue  superficie,  ma  ancora  non  Y  lia  publi- 
cata.  Teoremi  sifTatti  Iianno  un'  alta  importanza  si  geometriea  che 
algebrica.  Essi  permettono  di  definire  per  le  curve  giacenti  su  una 
data  superficie  certi  caratteri,  grazie  a  cui  molte  proprieta  delle  curve 
stesse,  per  esempio  il  numero  delle  loro  mutue  intersezioni,  risultino 
determinate. 

Alia  geometria  delle  trasformazioni  birazionali  appartiene  anche  lo 
studio  delle  corrispondenze  algebriche  su  una  data  varieta.  Voi  sapete, 
o  Signori,  che  Hurwitz,  per  mezzo  degl'  integrali  Abeliani  e  delle 
funzioni  ^,  e  riuscito  a  trattare  in  modo  completo  le  corrispondenze 
algebriche  fra  i  punti  di  una  data  curva  algebrica:  in  particolare  le 
corrispondenze  birazionali.  Quanto  alle  corrispondenze  suUe  superficie 
algebriche,  si  hanno  solo  pochi  risultati  speciali,  di  Picard,  Castel- 
nuovo-Enriques  e  Painlev^,  intorno  alle  superficie  che  ammettono 
una  serie  continua  di  trasformazioni  birazionali. 

Invece  per  quel  che  riguarda  i  gruppi  di  trasformazioni  bira- 
zionali del  piano,  essi  sono  stati  determinati  completamente:  quelli 
d'  ordine  finito  da  Kant  or  e  Wiman,  quelli  continui  da  Enriques. 
Enriques  e  Fano  hanno  poi  determinate  anche  i  gruppi  continui 
birazionali  dello  spazio.  In  queste  ricerche  i  metodi  geometrici  hanno 
servito  ben  piii  che  quelli  analitici.  Del  resto  tutti  sanno  quanto  il 
grande  creatore  della  teoria  dei  gruppi  continui,  Soph  us  Lie,  si  sia 
valso  dei  metodi  geometrici  nella  sua  costruzione;  e  come,  ad  esempio, 

*)  Paris,  t.  I,  1897;  t.  II,  1900,  1904. 

**)  Cob!  il  Pi  card  (Theorie  t.  II,  pag.  240 — 47)  ha  un  teoreiua  analitico, 
che  risolve  la  quesiione  per  quelle  superticie  i  cui  integrali  di  ditferenziali  totali 
di  riducono  a  combinazioni  algebnco-lugaritmiche. 
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il  problema  della  struttura  dei  gnippi  continui  finiti  si  riduca  a  stu- 
diare  la  intersezione  di  certe  yarieta  lineari  e  quadraticlie! 

La  teoria  dei  gruppi,  sia  quella  di  Galois,  sia  quella  di  Lie, 
si  presenta  spesso  nelle  ricerche  geometriche  dei  nostri  tempi.  E  yi 
Bono  siciiri  indizi  che  la  sua  influenza  suUa  Geometria  c  destinata 
a  crescere! 

Le  yarieta  di  enti  che  si  considerano  ordinariamente  in  Geometria 
sono  analitiche,  od  in  particolare  algebriche:  definibili  cioe  con 
legami  analitici  od  algebrici  fra  le  coordinate  complesse  dei  loro  ele- 
menti.  Ma^  segnendo  la  tendenza  ad  ampliare  il  campo  geometrico,  si 
possono  anche  studiare  delle  yarieta  piu  generali:  ottenute  cioe  con- 
siderando  staccatamentO;  come  yariabili  indipendenti,  le  due  componenti 
reali  di  ogni  coordinata  complessa;  e  ponendo  dei  legami  fra  le  yarie 
coppie  di  componenti  reali.  Se  questi  legami  sono  algebrici,  si  hanno 
le  cosi  dette  yarieta  iperalgebriche,  intomo  a  cui  io  ho  publicato 
yerso  Q  1890  alcune  ricerche.*)  Fra  esse  yi  sono  le  imagini  geome- 
triche di  quelle  forme  quadratiche  di  Hermite  a  yariabili  complesse 
coniugate,  che  si  son  presentate  tanto  spesso  in  questi  anni,  collegan- 
dosi  ai  gruppi  di  sostituzioni  lineari  ed  allc  fimzioni  automorfe.  Cost 
le  forme  di  Hermite  nel  campo  quatemario  rappresentano  delle  corri- 
spondenze  fra  punti  e  piani  molto  analoghe  alia  polarita  rispetto  ad 
una  quadrica.  Considerandole  sotto  questo  aspetto  geometrico,  yarie 
question!  su  quelle  forme,  per  esempio  sulle  loro  espressioni  canoniche, 
siille  loro  trasformazioni  lineari  in  se  stesse,  ecc,  riescono  noteyolmente 
semplificate. 

Fra  le  yarieta  iperalgebriche  si  trovan  pure  quelle  composte  dei 
punti  reali  di  ima  yarieta  algebrica.  Cosi  dalla  geometria  degli  enti 
complessi  passiamo  a  quella  degli  enti  reali! 

Le  funzioni  di  yariabili  complesse  ban  fatto  trascurare  per  qualche 
tempo  le  fimzioni  di  yariabili  reali,  sebbene  queste  sian  piu  impor- 
tanti  di  (juelle!  Ora,  o  Signori,  lo  stfesso  fatto  e  accaduto  in  Geome- 
tria! Sono  pochi  gli  scienziati  che  si  occupano  delle  questioni  di 
realita,  o  forma,  o  topologia;  quantimque  esse  costituiscano  un  campo 
cosi  degno  di  essere  coltiyato! 

Quanto  all'  Analysis  situs,  dopo  i  noti  layori  di  W.  Djck  e 
qiielli  del  Picard,  si  sono  avute,  anche  ultimamente,  parecchie  ricerche 
originali  del  Poincare  su  problemi  molto  generali. 

Intomo  alia  forma  delle  superficie  algebriche  non  si  e  piii  avuto 

♦)  Atti  Accad.  Torino  t'  26  c  26,  quattro  Note;  e  Math.  Ann.  40. 
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nulla  di  essenziale  dopo  cio  che  ha  fatto  il  Rohn  per  le  superficie 
del  4®  ordine.  Invece  Bulla  forma  delle  curve  algebriche  Hilbert*) 
ha  risolto  alcune  questioni:  per  esempio  sui  rami  pari  di  curre  piane 
che  posBono  Btare  Y  uno  dentro  V  altro,  e  Bulle  curve  Bghembe  di  dato 
ordine  col  masBimo  numero  di  rami.  Klein'*''*')  ha  Btudiato  le  que- 
stioni di  realita  per  le  forme  di  contatto  (Berfihrungsformen)  della 
curva  canonica  reale  di  genere  dato  (Normalkurve  der  ip),  in  base 
alia  distinzione  da  lui  fatta  delle  superficie  simmetriche  di  Riemann 
in  specie.    E  qualche  altra  ricerca  h  stata  &tta  da  F.  Meyer  ed  altri. 

Alcuni  scienziati,  come  H.  Brunn  e  pid  ancora  A.  Kneser***), 
han  tentato  di  studiare  la  forma  delle  curve  reali  senza  porre  la  con- 
dizione  dell'  algebricita,  solo  ammettendo  qualche  condizione  di  conti- 
nuita.  I  risultati  pid  notevoli  in  questa  direzione  furon  ottenuti  nel 
1899  da  C.  Juelf),  specialmente  profittando  del  fatto  che  in  det^rmi- 
nati  casi  una  corrispondenza  reale  d'  indici  p,  q  ha  sempre  p  +  q  coin- 
cidenze  reali. 

Infine  anche  nella  trattazione  delle  curve  definite  da  equazioni 
differenziali  si  e  discussa  la  forma  delle  curve.  Citero  fra  i  modemi^ 
oltre  alle  note  ricerche  di  Poincare  e  Picard,  ed  a  quelle  speciali 
di  Hadamard  relative  alle  trajettorie  ed  alle  geodetiche  di  una  data 
superficie,  una  tesi  del  1903  di  H.  Dulac.ft)  E  notevole  che,  per  aver 
la  forma  delle  curve  integrali  di  un'  equazione  differenziale  di  1^  ordine 
in  prossimita  di  un  punto  singolare,  si  puo  ricorrere  ad  im  procedi- 
mente  del  tutto  analogo  a  quello  che  si  usa  pei  rami  reali  di  una 
curva  algebrica  uscenti  da  un  punto  singolare. 

Dalla  geometria  complessa  ero  passato  a  quella  reale.  Ma  debbo 
pure  avvertire  che  Y  astrazione,  che  ripetutamente  ho  messo  in  evi- 
denza  come  un  carattere  della  Geometria  modema,  ha  avuto  anche 
r  eflfetto  di  moltiplicare,  per  cosi  dire,  le  geometrie  complesse. 

Da  un  lato  si  puo  avere  Y  opportunita  di  considerare  certi  enti 
geometrici  come  punti  di  nuova  natura,  aventi  per  coordinate  numeri 
complessi    di   specie    superiore.     Cosi   nello    studio    delle   varieta   iper- 


*)  Ober  die  reellen  Ziige  algebraischer  Curven,  Math.  Ann.  38, 
1891,  p.  116.  ^ 

*•)  Cber  Bealitatsvcrhaitnisse  bei  der  Normalcurve  der  g),  Math. 
Ann.  42,  1893,  p.  1. 

•••)  Math.  Ann.  31,  34,  41. 
t)  Introduction  k  Y  ^tade  des   courbes  graphiques,   M^m.  Acad. 
Danemark,  Kjobenhavn  1899. 

ft)    Becherches  sur  les  points  singaliers  des   Equations   diffe- 
rentielles,  Paris  1903. 
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a^ebriche,  fin  nei  problemi  piQ  semplici  che  nascono  dalla  considera- 
zione  dei  rami  reali  di  una  curva  algebrica,  si  son  presentati  sponta- 
neamente  dei  punti  bicomplessi.'*') 

D'  altra  parte,  com6  strumenti  di  ricerca,  si  sa  bene,  fin  dai  lavori 
di  Grassmann  e  di  Hamilton,  che  varie  sorte  di  numeri  complessi 
posson  servire  utilmente  in  Geometria.  Cosi  con  tali  numeri  si  son 
rappresentati  analiticamente  i  movimenti,  e  poi  anche  i  gruppi  lineari 
omogenei,  ecc.  In  questi  ultimi  anni,  seguendo  un  antico  accenno  di 
Clifford,  si  son  considerati  in  particolare  i  tre  sistemi  di  numeri 
complessi  a  due  unita  a  +  be,  in  cui  il  quadrate  dell'  unita  £  vale 
—  1,  +1,  0.  Essi  rappresentano  in  un  certo  senso  le  tre  geometric 
iperbolica,  ellittica,  parabolica.  Quelli  con  «*  =*  0  ebbero  applicazioni 
importanti,  specialmente  nella  geometria  della  retta,  da  vari  scienziati: 
Study,  Kotjelnikoff,  Seiliger,  Johannes  Petersen.**)  Nella 
Geometric  der  Dynamen  dello  Study  ne  e  fatto  ampio  uso.  Assu- 
mendo  tre  di  questi  numeri  come  coordinate  omogenee  di  una  retta 
nello  spazio,  la  geometria  metrica  delle  rette  e  dei  complessi  lineari 
o  dinami  acquista  una  singolare  semplicita  ed  eleganza!  E  notevole 
che  questa  geometria  metrica  viene  a  differire  da  quella  ordinaria  per 
quel  che  riguarda  gli  elementi  all'  infinito.  Volendo  render  chiuso  il 
continue  formato  dalle  oo*  rette  proprie  dello  spazio,  lo  si  puo  com- 
pletare  aggiungendo  non  le  ordinarie  rette  all'  infinito  ma  gli  ordinari 
punti  all'  infinite!***) 

Non  e  improbabile  che  anche  altre  specie  particolari  di  numeri 
complessi  vengano  a  rendere  importanti  servizi  alia  Geometria! 

Anche  una  limitazione  del  corpo  dei  numeri  adoperati  "in  Geome- 
tria sembra  destinata  ad  un  awenire!  La  teoria  aritmetica  delle  forme 
nel  campo  dei  numeri  interi  equivale  ad  una  geometria  del  reticolo 
(Zahlengitter)  costituito  dai  punti  coUe  coordinate  intere.  Di  cio 
ha  fatto  notevoli  applicazioni  ad  es®  H.  Minkowski  nella  sua  „ Geo- 
metric der  Zahlen"f)  e  altrove.  Similmente  Poincare  in  una 
memoria  del  1901  „Sur  les  proprietes  arithmetiques  des  courbes 
algebriques"ff)  ha  cominciato  a  considerare  le  curve  piane  alge- 
briche  a  coefficienti  razionali,  dai  punto  di  vista  del  gruppo  di  quelle 


*)  V.  il  mio  lavoro  gia  citato  dei  Math.  Ann.  40. 

**)  V.  le  citazioni  a  pag.  207—8  del  libro  di  Study.  —  II  nome  Petersen 
6  stato  poi  mutato  in  Hjelmslev. 

•^)  V.  anche  Study,    Ein   neuer  Zweig   der  Geometria,   Jahrb.   der 
Deutschen  Math.-Verein.  11,  1902,  p.  97. 

t)  Leipzig  1896.   Y.  anche  Math.  Ann.  64,  1901,  p.  91. 
ft)  Joum.  de  math.  (6)  7,  p.  161. 
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trasformazioni  birazionali  i  cui  coefGcienti  son  pure  razionali.  Si  lianno 
allora^  per  Y  equivalenza  di  due  curve  da  questo  punto  di  yista,  dei 
criteri  nuovi,  piCl  restrittivi  che  nella  ordinaria  geometria  sopra  una  curva. 
Cosi,  oltre  al  genere,  compajono  certi  nuovi  caratteri  invariantivi. 

Una  geometria  dei  punti  di  coordinate  razionali  si  presenta  come 
una  necessita  matematica  a  clii  accetti  il  concetto  di  Kronecker  e  di 
Gustave  Robin'*');  che  esclude  dall'  Analisi  i  cosi  detti  numeri  irra- 
zionali  I 

Si  avvera  quanto  il  Klein**)  nel  1892  profetava:  cioe  die  col 
tempo  la  unione  della  Geometria  colla  teoria  delle  funzioni  non  sarebbe 
pill  bastata;  ma  come  terza  alleata  avrebbe  dovuto  entrare  la  teoria 
dei  numeri! 

Cosi,  o  Signori,  il  mio  discorso  —  che,  per  non  stancarvi  troppo, 
io  debbo  troncare  —  ritoma  al  suo  punto  di  partenza.  Quantunque 
io  non  abbia  nemmen  parlato  della  geometria  differenziale,  di  queUa 
che  Monge  chiamava  „Application  de  V  Analyse  a  la  Geome- 
trie",  pure  voi  avrete  notato  quanto  numerosi  sono  gli  analisti,  che  io 
ho  citato  per  le  loro  ricerche  geometriche!  Cio  deriva,  io  credo,  non 
solo  dal  possedere  1*  Analisi  stnimenti  potenti  per  la  trattazione  dei 
problemi  geometrici,  ma  anche  dal  fatto  che  i  campi  geometrici  pid 
coltivati  ai  nostri  giomi  presentano  questo  carattere:  d'  interessare  in 
un  modo  o  nell'  altro  anche  gli  analisti.  Ed  ora  questi  intendono  bene 
r  importanza  della  Geometria.  E  cosi,  per  dare  ancora  qualche  esempio, 
la  concezione  geometrica  delle  equazioni  differenziali  e  accolta  datutti!***) 
E  cosi  voi  vedete  Wirtinger  e  Poincare  ricorrere  a  certe  varieta 
iperspaziali  nei  pid  recenti  studi  delle  funzioni  Abeliane  e  delle  0; 
e  Pincherle,  che  rappresenta  le  funzioni  analitiche  con  punti  di  uno 
spazio  ad  infinite  dimensioni,  traendone  grandi  vantaggi  nello  studio 
delle  operazioni  funzionali;  e  i  trattati  ultimi  di  Picard,  di  Hensel- 
Landsberg,  di  Krazer,  e  di  altri,  che  si  valgono  ripetutamente  delle 
rappresentazioni  geometriche!  —  Finora  queste  rappresentazioni  si  son 
fatte  specialmente  per  le  funzioni  algebriche  e  loro  integrali.  Ma,  se 
il  parallelismo  fra  Geometria  ed  Analisi  sara  esteso  a  campi  numeric! 
e  funzionali  pivl  ampi  e  piil  vari,  ne  potranno  derivare  nuovi  punti  di 
vista  e  nuovi  importanti  risultati  per  entrambe  le  scienze! 

*)   Thdorie  nouvelle   des   fonctions,    exclusivement    fondee    sur 
r  idee  do  n ombre.   Paris  1903. 

**)   Riemannsche  Fiachen  II.    Lithogr.  Vorles.    G5ttingen  1892,  p.  71. 
***)  Cfr.,  fra  tante,  Ic  ricerche  geometriche  di  E.  von  Weber  per  la  Theorie 
der  Systeme  Pfaffscher  Gleichiingen,  Math.  Ann.  66,  1001,  p.  386. 


Riemanns  Vorlesungen  Ober  die  hypergeometrische  Reihe 

und  ihre  Bedeutung. 

Vortrag;  gehalien  in  der  3.  allgemeinen  Sitzung  am  13  August 

von 
W.  WiRTiNGER  aus  Wien. 

Wenn  ich  es  heute  untemehme^  vor  Ihnen  fiber  eine  Vorlesung  zu 
sprecheu;  die  nun  bald  yor  50  Jahren  gehalien  wurde  und  noch  dazu 
liber  einen  sehr  speziellen  Gegenstand^  so  mufi  ich  fast  fUrchten  in 
ihren  Augen  riickstandig  zu  erscheinen.  Aber  Sie  werden  vielleicht 
milder  urteilen,  wenn  ich  vorausschicke;  dafi  es  sich  dabei  um  die 
ersten  Mitteilungen  iiber  Methoden  handelt,  welche  in  einem  wichtigen 
und  noch  lange  nicht  ausgebauten  Telle  der  heutigen  Funktionentheorie 
erst  viel  spater  zur  voUen  Geltung  gekommen  sind  und  deren  Trag- 
weite  noch  nicht  erschopft  scheint.  Auch  handelt  es  sich  dabei  nicht 
so  sehr  darum^  Ausblicke  in  weite  noch  unberiihrte  Gebiete  zu  ge- 
winnen,  sondern  in  ihrer  allgemeinen  Natur  wohlerkannte  Erscheinungen 
im  konkreten  Fall  ins  Auge  zu  fassen  und  so  vielleicht  den  Zugang 
zu  neuen  Problemen  zu  eroffnen. 

Als  Biemann  an  seine  Untersuchungen  iiber  die  hypergeometrische 
Reihe  herantrat^  fand  er  einen  groBen  Yorrat  von  Beziehungen  und 
Entwicklungen  vor,  welche  bereits  GauB  aus  der  formellen  Gestalt 
der  Reihe  durch  Rechnung  entwickelt  hatte. 

Dieser  hatte  mit  der  ihm  eigenen  Sicherheit  des  mathematischen 
Taktes  gerade  diejenigen  Beziehungen  und  Gesichtspunkte  heraus- 
gegriffen,  welche  in  der  Tat  fiir  die  Folge  maBgebend  geworden  sind, 
und  ist,  wie  der  zweite,  erst  nach  seinem  Tode  veroflFentlichte  Teil  seiner 
Untersuchungen  lehrte,  dabei  von  dem  Gedanken  geleitet  worden,  mit 
Hilfe  der  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  welcher  diese  Reihe 
geniigt,  sich  von  der  Beschrankung  freizumachen,  welche  die  Kon- 
Tergenz  eben  dieser  Reihe  den  Formeln  des  ersten  Teiles  auferlegte. 

E.  E.  Eummer  hatte  sodann  die  Transformationen  dieser  Reihe 
gerade   von  der  Differentialgleichung  aus  einer  ungemein  eingehenden 
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Untersuchung  imterzogen  und  cine  groBe  Reihe  von  speziellen  Be- 
ziehungen  zu  den  elliptischen  Integralen  und  Funktionen  dargelegt. 
Seine  Methode  stiitzte  sich  bereits  auf  die  fiir  die  spatere  Entwicklung 
fundamentale  Tatsache^  daB  der  Quotient  zweier  partikularer  Integrale 
einer  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  seinerseits  einer 
nicht  mehr  linearen  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  genfigt.  Im 
speziellen  Fall  der  Perioden  des  elliptischen  Integrals  erster  Gattuug 
hatte  bereits  Jacobi  in  der  Theorie  der  Modulargleichungen  davon  Ge 
branch  gemacht,  und  diese  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  fflr  die 
Legendresche  lineare  Differentialgleichung  der  Perioden  des  ellipti- 
schen Integrals  erster  Oattung  aufgestellt.  Historisch  interessant  ist  es 
aber,  daB  bereits  Lagrange  bei  einer  Aufgabe  der  Eartenprojektion^ 
der  konformen  Abbildung,  auf  den  einen  Teil  dieser  Formel,  den 
Differentialausdnick,  gestoBen  war. 

Die  schone  Abhandlung  Jacobis  iiber  die  Integration  der  Diffe- 
rentialgleichung der  hypergeometrischen  Reihe  durch  bestimmte  Inte- 
grale wurde  erst  1859  nach  dessen  Tode  herausgegeben.  FQrRiemann 
und  Jacobi  erscheint  daher  als  gemeinsame  Quelle  der  Anregung  der 
zweite  Band  der  Institutiones  calculi  integralis  von  Euler,  sowie  einige 
andere  Abhandlungen  dieses  in  seiner  Fruchtbarkeit  unvergleichlichen 
Mannes.  Nehmcn  wir  dazu  noch  zwei  Arbeiten,  eine  von  Pfaff  und 
eine  von  Gudermann,  welche  spezielle  Probleme  der  Transformation' 
dieser  Reihen  behandeln^  so  haben  wir  damit  so  ziemlich  den  Vorrat 
von  Methoden  und  Resultaten  charakterisiert,  welchen  Riemann  auf 
diesem  Gebiet  vorfand. 

Dazu  brachte  er  nun  den  ihm  eigentftmlichen  Gedanken  mit,  die 
Funktionen  nicht  durch  einen  bestimmten  Ausdruck  festzulegen,  son- 
dern  durch  ihre  Unstetigkeiten  und  die  Art  ihrer  Vieldeutigkeit  oder, 
wie  wir  heute  sagen  wiirden,  durch  Relationen  zwischen  den  verschie 
denen  analytischen  Fortsetzungen,  welche  derselben  Stelle  des  Gebietes 
angehoren,  in  welchem  die  Funktion  definiert  werden  soil.  DaB  end- 
lich  auch  die  Beschaffenheit  des  Gebietes  selbst  nach  seinem  einfachen 
oder  mehrfachen  Zusammenhang^  also  nach  den  verschiedenen  Arten 
geschlossener  Wege,  welche  auf  demselben  moglich  sind,  wesentlich  in 
Betracht  kommt,  hatte  er  schon  in  seiner  Dissertation  erkannt.  Auch 
hier  hatte  er  schon  angedeutet^  daB  eine  Funktion  einer  komplexen 
Veranderlichen  nicht  gerade  durch  die  Werte  an  der  Begrenzung  eines 
Gebietes,  sondem  auch  durch  Relationen  zwischen  dem  reellen  und 
imaginaren  Teil,  ja  sogar  durch  Relationen  zwischen  diesen  Werten 
an  verschiedenen  Stellen  der  Begrenzung  ganz  oder  teilweise  bestinunt 
sein  konne. 
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Dies  sind  ungefahr  die  allgemeinen  Gedanken  und  die  speziellen 
Resultate,  welche  Riemann  yorfand,  als  er  ira  Wintersemester  1856/57 
seine  erste  Vorlesung  fiber  diesen  Gegenstand  unter  dem  Titel:  Die 
Funktionen  einer  veranderlichen  komplexen  GroBe,  ins- 
besondere  hypergeometriscbe  Reihen  und  verwandte  Trans- 
zendenten,  —  drei  Stunden  wochentlich  —  ankiindigte  und  auch  hielt. 

Erhalten  ist  uns  diese  Vorlesung  im  UmriB  durch  eine  Nachscbrifl 
Yon  E.  Sobering.  Daraus  entstand  dann  die  Abhandlung  von  1857: 
Beitrage  zur  Tbeorie  der  durch  die  GauBsche  Reihe  F(a,p,yyX) 
darstellbaren  Funktionen. 

Scbon  der  aufiere  Anblick  unterscheidet  diese  Arbeit  wesentlicb 
Yon  denen  seiner  Vor^nger.  An  Stelle  der  langen  und  miibsamen 
Rechnung  erscheint  bier  die  "Dberlegung,  allerdings  oft  nicht  weniger 
scbwierig,  welcbe  von  Resultat  zu  Resultat  fiibrt.  An  Stelle  der  Formel 
mit  zunacbst  bescbranktem  Geltungsgebiet  tritt  die  Definition  einer 
ganzen  Funktionsklasse  durcb  die  Forderung  an  drei  Stellen  je  durcb 
zwei  Zweige  von  bestimmtem  Verbalten  darstellbar  zu  sein,  und  auBer- 
dem  sollen  je  drei  ibrer  Zweige  durcb  eine  bomogene  lineare  Relation 
verbunden  sein.  Aus  dieser  Definition  flieBt  dann  fast  unmittelbar  die 
ganze  Kette  Yon  Relationen  und  Transformationen,  welcbe  bisber  durcb 
Recbnung  gefunden  waren,  und  eine  Reibe  neuer,  ilberdies  aber  eine 
tiefere  Einsicbt  in  die  Natur  der  untersucbten  Funktionsklasse,  Dinge, 
die  in  einer  Versammlung  von  Matbematikem  ausfiibrlicb  zu  bescbreiben 
beute  bereits  aberflQssig  sein  diirfte.  Wabrend  nun  in  der  Abband- 
lung  die  bestimmten  Integrate  nur  gestreift  werden,  gebt  die  Vor- 
lesung ausf&brlicb  auf  sie  ein,  docb  nocb  immer  unter  Beniitzung  der 
Reibenentwicklung  als  vermittelnden  Gliedes.  Die  Kettenbrucbentwick- 
lungen,  welcbe  bereits  GauB  gegeben  batte,  erfabren  bier  eine  neue 
Darstellung,  und  der  Ansatz  zum  Konvergenzbeweise  derselben  wird 
mit  Hilfe  asymptotiscber  Entwicklungen  auf  Grund  eines  Gedankens, 
den  Riemann  aucb  in  seiner  Habilitationsscbrift  fiber  die  trigono- 
metriscben  Reiben  beniitzt,  untemommen.  Die  Darlegungen  desselben 
bescbliefien  die  Scberingscben  Aufzeicbnungen  aucb  auBerlicb,  sie  sind 
auf  der  innem  Seite  des  Einbandes  des  Heftes  gescbrieben  und  un- 
vollendet.  Der  wesentlicbe  Inbalt  dieser  letzten  Untersucbung  ist  in 
das  Fragment  XXII  der  gesammelten  Werke  iibergegangen  nacb  einer 
spateren  Aufzeicbnung  von  1863.  Ibrer  Entstebung  nacb  aber  reicben 
diese  Ansatze,  wie  das  Scberingscbe  Heft  zeigt,  in  jene  erste  Vor- 
lesung fiber  die  bypergeometriscbe  Reibe  zuriick. 

Weder  die  Abbandlung  nocb  diese  erste  Vorlesung  greifen  aber 
die  Untersucbung  der  bestimmten  Integrate  als  Funktionen  der  aufier 
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der  Integratiousyeninderlioheu  anfbretenden  Variablen,  oder  genauer  als 
Funktionen  der  singularei]  StcUen  des  Integranden,  direkt  aD. 

Femer  tritt  nirgends  die  durch  den  Integralqnotienten  yermittelte 
konforme  Abbildung  auf;  es  wird  noch  iiicht  ontersucht^  in  welcher 
Beziehung  die  Gebiete  der  unabhangigen  Variablen  und  des  Quotienten 
zweier  partikulareii  Integrale  zueinander  stehen,  and  damit  entfallt  auch 
das  Studium  dieser  Abhangigkeit  in  der  Weise^  daB  nun  die  Variable 
der  Differentialgleichung  als  Funktion  des  Iniegralquotienten  be- 
trachtet  wird. 

AUe  diese  wesentlichen  und  neuen  6edanken  sind  erst  in  der 
zweiten  Vorlesung  hinzugekommen^  welche  Riemann  unter  demselben 
Titel  im  Wintersemester  1858/59,  vier  Stunden  wochentlich,  hielt.  Da 
er  selbst  dariiber  nichts  publiziert  hat,  so  waren  diese  Ansatze  als 
Riemann  eigentflmlich  niclit  mehr  nachzuweisen,  wenn  nicht  ein  gliick- 
licher  Zulall  und  die  Pietat  eines  der  wenigen  noch  tlberlebenden  Horer 
dieser  Vorlesungen  uns  dieselben  aufbewahrt  hatte.  AUerdings  kamen 
sie  erst  zu  einer  Zeit  wieder  zum  Vorscliein,  wo  die  Resultate  und 
Probleme  langst  von  anderer  Seite  wiedergefunden  waren.  Um  so 
interessanter  aber  ist  es  zu  sehen,  wie  die  Wissenschaft  von  selbst  in 
stetiger  Entwicklung  alle  die  Methoden  und  Probleme  wieder  stellte  und 
ausbildete,  welche  Jahrzehnte  vorher  Riemann  mit  der  ihm  eigenen 
schlichten  Selbstverstandlichkeit  seinen  Horern  vorgelegt  und  entwickelt 
hatte,  von  denen  aber  zu  dieser  Zeit  kauni  einer  in  der  Lage  war,  diese 
Ansatze  nach  ihrer  Bedeutung  zu  wiirdigen,  geschweige  denn  sie  selb- 
standig  weiter  zu  bilden. 

Herr  Professor  Wilhelm  von  Bezold,  zur  Zeit  Direktor  des 
kgl.  preuBischeJi  meteorologischen  Institutes  in  Berlin,  hatte  diese  Vor- 
lesung besucht  und  aus  Achtung  vor  dem  Rule  und  Ansehen  Riemanns 
an  der  Universitiit  sorgialtig  in  Gabelsbergerscher  Stenographic  auf- 
gezeichnet,  deren  Kenntnis  er  aus  seiner  Heimat,  Milnchen,  mitbrachte. 
Dort  hatte  ja  auch  deren  Erfinder  gewirkt.  Da  er  danials  am  Beginn 
seiner  Studien  stand,  so  koimte  er  die  Tragweite  der  neuen  Gedankeu 
Riemanns  nicht  sogleich  beurteilen  —  und  wie  viele  Mathematiker 
hiitten  es  danials  gekonnt?  Spater  widmete  er  sich  der  Physik  und 
Meteorologie  und  so  geriet  denn  auch  jene  Aufzeichnung  in  Vergessen- 
heit.  Erst  nach  Jahrzehnten,  etwa  im  Aiifang  der  Nennziger  Jahre 
des  vorigen  Jahrhimderts,  kamen  ihm  diese  wieder  durch  einen  Zufall 
in  Erinnerung,  und  er  brachte  sie  zunachst  zur  Kenntnis  seiner  Berliner 
Kollegen.  Besonders  Fuchs  interessierte  sich  so  sehr  ftLr  den  Inhalt, 
daB  er  im  Jahre  1894  fiir  seinen  eigenen  Gebrauch  eine  tjbertragung 
in  Kurrentschrift  anfertigen   lieB.     Die   Einordnung   und  tll)ertragung 
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des  gesamien  Biemannschen  Nachlasses  an  die  Gottinger  Universitats- 
bibliothek  yeranlaBte  sodann  Herm  y.  Bezold^  diese  Aufzeichnungen 
ebenfalls  dorthin  za  Qberweieen.  Als  dann  Herr  Not  her  den  Plan 
fafite^  zu  Riemanns  Werken  Nachtrage  herauszugeben,  wurden  auch 
diejenigen  Teile  dieser  Vorlesung  mit  einbezogen,  welche  ihrem  Inhalt 
nach  nicht  schon  anderweitig  als  dem  Riemannschen  Gedankenkreise 
angehorig  nachgewiesen  waren. 

Was  nun  die  Vorlesung  sclbst  betrifft,  so  beginnt  sie  mit  einer 
Einleitung  in  die  seither  langst  zum  Gemeingut  der  Mathematiker 
gewordene  Riemannsehe  Auffassung  des  FunktionsbegriiFes,  gelit  so- 
dann ttber  auf  eine  kurze  Erlauterung  der  Verzweigung  der  algebraischen 
Funktionen  und  setzt  hierauf  sogleieh  mit  den  allgemeinen  Gedanken 
des  nachgelassenen  Fragmentes  iiber  lineare  DifFerentialgleiehungen  ein. 
Es  werden  die  Elemente  der  Determinantentheorie,  der  Zusanimen- 
setzung  und  Reduktion  linearer  Substitutionen  in  aller  Kiirze  entwiekelt 
und  nun  Systeme  von  Funktionen  definiert,  welche  bei  Umlaufen  um 
gewisse  singulare  Punkte  gegebene  Substitutionen  erleiden.  Riemann 
stellte  also  seine  Horer  ohne  jede  RUcksicht  auf  die  historische  Kon- 
tinuitat^  ohne  irgend  welche  induktive  Vorbereitung  gleich  in  den  ersten 
Vorlesungen  vor  ein  Problem  von  groBer  Allgemeinheit,  welches  irgend 
einen  Zusammenhaug  mit  der  damals  geliiufigen  Auffassung  einer  Diffe- 
rentialgleichung  durchaus  nicht  unmittelbar  zeigte.  Aber  noch  mehr. 
DaB  Qberhaupt  dieses  Problem  auch  nur  in  den  einfachsten  Fallen  eine 
Losung  zulaBt,  ist  durchaus  nicht  von  vomherein  einzusehen,  und  es 
brauchte  lange  Zeit,  bis  die  Schwierigkeiten,  welche  sich  aus  einer  ge- 
naueren  Fassung  dieses  Problems  ergeben,  erkannt  waren.  Riemann 
selbst  hatte  sie  erst  teilweise  erledigt,  soweit  wir  nach  seinem  NachlaB 
urteilen  konnen.  Es  bedurfte  der  ganzen  Reihe  von  Untersuchungen 
und  Entdeckungen  auf  dem  Gebiete  der  linearen  Ditferentialgleichungen, 
wie  sie  an  die  Namen  Fuchs,  Klein,  Poincare  gekniipfb  sind,  um 
schlieBlich  die  Hilfsmittel  bereit  zu  stellen,  mit  denen  in  der  letzten 
Zeit  Herr  Schlesinger  wenigstens  einen  Teil  dieser  Fragestelluug  hat 
erledigen  konnen.  Freilich,  soUte  es  den  Bemiihungen  der  Mathematiker 
gelingen,  auf  den  von  Herm  Hilbert  betretenen  neuen  Wegen  das 
Dirichletsche  Prinzip  nicht  nur  in  dem  alten  Glanze  seiner  heuristi- 
schen  Krafb  —  denn  diesen  hat  es  niemals  verloren  —  sondem  auch 
als  Beweismittel  im  Sinne  der  heutigen,  durch  so  viele  analytischen 
Erfahrungen  bereicherten  und  darum  verscharften  Analysis  wieder  er- 
stehea  zu  lassen,  so  lieBe  sich  ein  groBer,  vielleicht  der  wichtigste  Teil 
der  in  Betracht  kommenden  Falle  erledigen. 

Fttr   die   iibrigen    Falle   kann    vielleicht   eine   weitere   AusbilduDg 
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jener  Methodcn,  welche  an  die  Fredholmsche  Integralgleichung  an- 
kniipfen  and  die  ja  ebenfalls  mit  den  alien  Aufgaben  des  Dirichlet- 
sehen  Prinzipes  enge  zusanimenhangen^  einst  die  YoUe  Erledigung 
bringen.  Es  ist  aber  auch  kaum  ein  Zweifel,  dafi  bei  dieser  Qelegen- 
heit  noch  manche  verborgene  Schwierigkeit  tind  manches  Problem  noch 
fQr  kommende  Geschlechter  ilbrig  bleibea  wird. 

Yor  diese  Auffassung  nun  stellte  Riemann  seine  Horer.  Zunachst 
fiihrte  er  ihnen  ein  so  definiertes  Funktionssystem  fftr  nur  zwei  Ver- 
zweigungspunkte  vor^  um  dann  sofort  in  den  Inhalt  seiner  Abhandlung 
liber  die  hjpergeometrische  Reihe  einzugehen.  Schon  in  den  einleiten- 
den  Worten  zu  dieser  hatte  Riemann  eiue  Behandlung  dieser  Funk- 
tionen  von  der  Darstellung  derselben  durch  bestimmte  Integrale  aus- 
gehend  als  gleichberechtigt  mit  der  auf  Gnindlage  der  Differential- 
gleichung  entwickelten  hingestellt  und  seine  Methode  diesen  beiden  als  eine 
neue  gegenttbergestellt.  Ob  die  schon  erwahnte,  von  Heine  im  gleichen 
Jahr  publizierte,  nachgelassene  Abhandlung  Jaeobis  noch  im  Laufe  der 
Yorlesung  zur  Kenntnis  Riemanns  gekommen  ist^  kann  ich  nielit  ent- 
scheiden.  Wohl  aber  ist  zu  betonen,  daB  er  bereits  in  seinen  Vor- 
lesungen  aus  dem  Jahre  1855  die  Behandlung  der  Eulerschen  Integrale 
erster  und  zweiter  Art  auf  Grund  von  geschlossenen  und  schleifen- 
formigen  Integrationswegen  in  den  Hauptz^geu  durchgef&hrt  hatte^  in 
ahnlicher  Weise^  wie  sie  spater  von  Hankel  unter  Berufung  auf 
Riemann  in  seiner  Dissertation  gegeben  worden  ist. 

Bisher  war  es  aber  nur  die  Umgestaltung  des  Integrals  durch 
Abanderung  des  Integrationsweges  zur  Vermeidung  solcher  Stellen,  aji 
denen  die  zu  integrierende  Funktion  eine  Integration  iiberhaupt  nicht 
gestattete.  Auch  wurde  gerade  dieses  Hilfsmittel  nicht  nach  seiner 
ganzen  Tragweite  von  ihm  nachweislich  ausgebildet,  obgleich  einzelne 
Spuren  und  Andeutuugen  nach  dieser  Richtung  hin  vorhanden  sind. 
Erst  die  Herren  Camille  Jordan^  Pochhammer,  Nekrassoff  haben 
durch  EinfQhrung  des  Doppelumlaufintegrals  den  letzten  Schritt  in 
dieser  Richtung  getan^  so  weit  wenigstens  als  Funktionen  von  ahnlichem 
Verhalten  in  Betracht  kommen^  wie  der  Integrand  des  hypergeometrischen 
Integrals.  Jetzt  aber,  in  der  Vorlesung,  werden  die  hypergeometrischen 
Integrale  geradezu  daraufhin  untersucht,  wie  sie  sich  bei  geschlossenen 
Umlaufen  des  Parameters  verhalten,  und  daraus,  sowie  aus  den  in  sehr 
durchsichtiger  Weise  entwickelten  linearen  Relationen  zwischen  ihnen 
—  sie  ergeben  sich  einfach  durch  zwei  Randintegrationen  —  wird 
gezeigt,  dafi  sie  den  allgemeinen  an  eine  P-Funktion  zu  stellenden 
Forderungen  in  bestinimter  Weise  entsprechen.  Dieser  Qedankeugang 
findet  sich  spater  erst  bei  Fuchs  gelegentlich  der  Untersuchung  der 
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Perioden  eines  hyperelliptischen  Integrals  erster  Gattung  als  Funktion 
eines  Y^rzweigungspunktes  und  etwas  spater  in  dem  Werke  yon  Herm 
Camille  Jordan  fiber  Substitutionentheorie  und  ist  an  der  zuletzt 
genannten  Stelle  ohne  nahere  Angabe  Herrn  Mathien  zugeschrieben. 

Nicht  unerwahnt  darf  ich  dabei  aucb  lassen^  daB  sich  im  Nach- 
lasse  Riemanns  ein  Blatt  vorgefunden  hat^  welches  unter  anderm  die 
Figur  des  Doppelumlaufes  zeigt.  Doeb  ware  es  nicht  unmoglich,  daB 
dieses  Blatt  erst  spater  hineingekommen  ist,  da  sich  keinerlei  die 
Datiening  nur  einigermafien  ermoglichenden  Angaben  darauf  befinden. 
Dagegen  ist  ein  anderes  Blatt  wohl  mit  Sicherheit  Riemann  zuzu- 
schreiben,  auf  welchem  die  Schreibweise  des  hypergeometrischen 
Integrals  derart  modifiziert  ist,  dafi  dasselbe  als  absolute  Invariante, 
als  blofie  Funktion  des  Doppelverhaltnisses  der  vier  singularen  Stelleu 
des  Integranden  erscheint. 

Die  Entwicklungen  des  folgenden  Abschnittes  gruppieren  sich  um 
den  BegriiF  der  Kettenbriiche  und  deren  Beziehungen  zur  Theorie  der 
benachbarten  Fuuktionen,  sind  jedoch  nicht  so  gut  erhalten,  dafi  es  hier, 
wo  es  nicht  blofi  auf  allgemeine  Fragestellung,  sondern  auf  konkrete 
FQhrung  der  Rechnung  ankommt,  moglich  ware,  den  Gedankengang 
mit  voller  Sicherheit  festzustellen.  Eine  Untersuchung  der  Konvergenz- 
yerhaltnisse  und  der  zur  wirklichen  Berechnung  der  Funktion  geeigneten 
Reihen  beschliefit  die  allgemeine  Theorie,  welche  nun  durch  Anwen- 
dungen  auf  elliptische  Integrale,  Kugelfunktionen  und  ahnliches  er- 
lautert  wird. 

Interessant  ist,  dafi  Riemann  die  Arbeiten  Heines  iiber  dessen 
Verallgemeinenmg  der  hypergeometrischen  Reihe  in  der  Vorlesung  zwar 
wiedergegeben  hat,  jedoch  ohne  irgendwie  zu  versuchen,  diese  Reihe 
seinem  allgemeinen  Programm  einzuordnen.  Dies  ist  erst  spater  yon 
Thomae  geschehen. 

Wahrend  nun  die  bisherigen  Entwicklungen  ftir  die  Verfolgung 
der  aus  der  Abhandlung  bekannten  Ansatze  neue  Uilfsmittel  geben 
und  dadurch  die  weitere  Entwicklung  der  Theorie  fiirdem,  treten  nun 
f&r  die  damalige  Zeit  ganz  neue  Fragestellungen  ein.  An  erster  Stelle 
steht  die  einfache  Bemerkung,  dafi  die  Integrale  einer  Differential- 
gleichung  mit  analytischen  Koeflizienten  sich  linear  und  homogen  sub- 
stituieren,  wenn  die  unabhangige  Variable  einen  geschlossenen  Weg 
allgemeiner  Art  durchlauit,  und  dafi  daher  umgekehrt  die  unabhangige 
Variable  als  Funktion  des  Integralquotienten  aufgefafit  bei  gewissen 
linear  gebrochenen  Substitutionen  ungeartdert  bleibt.  Die  hier  so  schlicht 
gebotene  Fragestellung  ist  sogleich  in  ganzer  AUgemeinheit  aufgefafit, 
ohne   Beschnlnkung    auf    etwa    mogliche    eindeutige    Umkehrung    des 
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Integralquotienten,  eine  Beschrankung,  welche  bei  dem  ersten  Aufwerfen 
dieser  Frage  in  der  Tat  nicht  notig  erscheint,  wenn  man  sich  von  vom- 
herein  auf  den  Standpunkt  stellt,  den  Riemann  in  der  Theorie  der 
Abelschen  Integrale  eingenommen  hat^  als  er  die  Umkehrung  eines 
einzelnen  Integrals  erster  Gattung  unter  dem  Gesiehtspunkt  der  kon- 
formen  Abbildung  einer  Verzweigungsflache  auf  ein  System  von  p 
Parallelogrammen  in  Betracht  zog,  und  damit  die  Schwierigkeit  voU- 
standig  tlberwand,  welche  Jacobi  dazu  veranla&t  hatte,  solche  Um- 
kehrungsfunktionen  fiir  unmoglich  zu  erklaren. 

In  der  Tat  ist  in  der  spateren  Literatur,  und  zwar  sowohl  in  den 
von  den  Herren  H.  A.  Schwarz  und  F.  Sehottky  behandeltcn  spe- 
zielleren  Fallen,  als  audi  in  den  glanzenden  und  weitreichenden  Ab- 
handlungen  des  Herrn  Poincare,  immer  der  Fall  eindeutiger  Umkehr- 
barkeit  besonders  in  den  Vordergrund  getreten.  Erst  der  von  Herrn 
Klein  eingefiihrte  Begriif  des  Fund  amen  talbereiches  bringt  die  Frage 
wieder  auf  die  allgemeinste  Fassung,  ein  Begriff,  den  Klein  unter  aus- 
driicklicher  Bezugnahme  auf  die  von  lliemann  in  der  Theorie  der 
Abelschen  Funktionen  betrachtete  Figur  von  p  Parallelogrammen  mit 
2p  —  2  Veraweigungspunkten  aufgest^llt  und  diskutiert  hat.  Seither 
waren  ja  namentlich  die  Bemtthungen  des  letztgenanuten  Forschers  be- 
sonders in  Vorlesungen  dahin  gerichtet,  die  Stellung  der  eindeutigen 
Funktionen  unter  den  allgemeinen  zu  erforschen,  eine  Frage,  die  Poin- 
care  von  anderer  Seite  her  bearbeitet  hatte  und  die  gerade  zu  den 
schwierigsten  und  wiclitigsten  in  der  Theorie  der  automorphen  Funk- 
tionen gehort.  Jene  klassische  Figur  al)er  von  p  Parallelogrammen  und 
ihren  Wiederholungen  ist  von  lliemann  selbst  sehr  viel  eingehender 
studiert  worden,  als  seine  Veroffentlichungen  zeigen. 

Die  Art  und  Weise,  wie  wir  davon  Kenntnis  erhalten,  zeigt  aber 
auch  die  personliche  LiebenswUrdigkeit  Riemanns  in  schonem  Lichte. 

Als  er  niimlich  ini  Frtthjahr  1805  bereits  schwer  krank  in  Pisa 
Erholung  suchte,  befragte  ihn  Herr  Prym  Uber  einen  speziellen  Fall 
dieser  Figur.  Riemann,  dem  das  Sprechen  damals  bereits  schwer 
fiel,  versprach  schriftliche  Antwort.  Aber  er  begniigte  sich  nicht  mit 
einigen  flilchtigen  Zeilen,  sondern  wir  fanden  in  seinem  Nachlafi  einen 
sorgfaltigen  Entwurf  der  Antwort,  kannten  aber  den  AnlaB  niclit.  Als 
nun  das  Manuskript  unserer  Nachtrage  vor  der  Drucklegung  an  Herrn 
Prym  ging,  erfiihren  wir  erst,  daB  auch  die  lieinschrift  dieses  Schreibens 
noch  erhalten  sei  und  im  Besitze  des  genannten  Herrn  sich  befinde. 
Auch  in  seinen  letzten  Untersuchungen  ilber  die  allgemeinen  Theta- 
funktionen  hat  Riemann  von  dieser  Figur  ausgedehnten  Gebrauch  ge- 
macht.    Am  Schlusse  der  eben  erwahnten  Mitteilung  macht  er  die  Be- 
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merkung,  daB  eine  bestimmt  ausgewahlte  Gestalt  dieser  Figur  bei  der 
XJntersuchung  der  Differentialgleichuiigen^  welchen  die  Perioden  der 
Abelschen  Integrale  genOgen^  gute  Dienste  leiste.  XJntersuchungen  in 
dieser  Richtnng  liegen  seither  weder  von  Riemann  selbst  noch  von 
anderer  Seite  vor^  und  es  ist  vorlaufig  nicht  im  einzelnen  zu  sehen^ 
welches  etwa  der  Gedankengang  Biemanns  hier  gewesen  sein  mag. 
Man  darf  es  aber  wohl  als  gewifi  hinstellen^  daB  eine  Untersuchung 
dieser  Figur  und  der  ihr  im  Sinne  der  linearen  Periodentransformation 
aquivalenten^  insbesondere  die  Aufsuchung  einer  reduzierten  Normalform 
oder  Scharen  von  solchen,  welche  durch  lineare  Transformation  immer 
erreiehbar  sind,  un^ere  Kenntnis  von  der  Natur  der  transzendenten 
Moduln  eines  algebraischen  Gebildes  und  ihres  Zusammenhanges  mit 
den  algebraischen  wesentlich  erweitem  wiirde,  und  die  Frage  nach  den 
Beziehungen  des  algebraischen  Gebildes  zu  den  Perioden  eines  be- 
stimmten,  passend  ausgewahlten  Integrals  erster  Gattung  der  Losung 
naher  bringen  wtlrde,  in  ahnlicher  Weise,  wie  die  auf  Dirichlet  und 
seine  Theorie  der  quadratischen  Formen  zuriickgehende  Heranziehung 
des  reduzierten  Parallelogrammes  fast  unmittelbar  zum  Fundamental- 
bereich  der  elliptischen  Modulfunktionen  fiihrt. 

Nach  dieser  Abschweifung  lassen  Sie  mich  wieder  zum  eigentlichen 
Gegenstande  des  Vortrages  zuriickkehren  und  noch  hervorheben,  daB 
auch  die  unter  dem  Namen  des  Schwarzschen  Differentialparameters 
bekannte  Differentialinvariante  ^  dieselbe,  welcher  wir  bereits  bei 
Kummer  gedachten,  gleich  zu  Beginn  der  Untersuchung  eintritt. 
Riemann  hat  ja  von  diesem  Differentialparameter  auBer  in  dem  hinter- 
lassenen  Fragment  Uber  die  Abbildung  eines  von  Kreisen  begrenzten 
Gebietes  auf  die  Halbebene  auch  in  dem  1860  entstandenen,  von 
Hattendorf  bearbeiteten  Aufsatz  iiber  Minimalflachen  Gebrauch  ge- 
macht  und  ihn  auf  ein  Problem  angewendet,  welches  mit  den  Fragen, 
woriiber  hier  zu  berichten  ist,  aufs  engste  zusammenhangt^  namlich  auf 
die  konforme  Abbildung  eines  von  Bogen  groBter  Kreise  auf  der  Kugel 
begrenzten  Flachenstiickes  auf  die  Halbebene.  tJberhaupt  scheinen  die 
Entwicklungen  dieses  nachgelassenen  Stiickes  in  einem  gewissen  inneru 
Zusammenhang  mit  der  Vorlesung  iiber  die  hypergeometriscbe  Reihe 
zu  stehen^  eine  Ansicht,  welche  sowohl  durch  innere  Grtinde,  wie  Ver- 
wendung  ahnlicher  Hilfsmittel,  ja  sogar  direkt  derselben  Funktionen, 
als  auch  durch  den  auBeren  Umstand  gestiitzt  wird^  daB  das  Manuskript 
in  dem  der  Vorlesung  unmittelbar  folgenden  Jahre  entstanden  ist. 

Eben  diese  Untersuchung  der  Umkehrung  eines  Quotienteu  zweier 
partikularer  Integrale  der  DifFerentialgleichung  unternimmt  nun  Rie- 
mann  in  der  Vorlesung  unter  der  Einschrankung,  daB  die  charakteri- 
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stischen  Exponenten  der  einzelnen  Zweige  der  P-Funktion  reell  uiid  so 
beschaffen  sind,  dafi  der  Integralquotient  on  den  singularen  Stellen 
endlich  bleibt^  femer,  daB  die  Winkel  des  bei  der  Abbildung  ent- 
stehenden  Kreisbogendreieckes  samtlich  kleiner  als  it  sind.  Er  zeigt^ 
dafi  unter  diesen  Umsianden  das  Gebiet  der  komplexen  GroBen  mit 
positivem  imaginaren  Teil  aaf  ein  Kreisbogendreieck  ohne  Verzweigungs- 
punkt  im  Innem  abgebildet  wird^  welches  sich  nirgends  selbst  iiber- 
deckt,  so  dafi  also  die  Umkehmngsfdnktion  innerhalb  dieses  Gebietes 
eindeutig  ist  Er  setzt  aber  ausdrQcklich  hinzu^  dafi  bei  komplizierteren 
Difierentialgleichimgen  im  aUgemeinen  dieses  Resoltat  sich  nicht  er- 
geben  werde, 

Auch  Tcnr^st  er  ansdrQoklich  auf  das  Yorbild  der  elliptischen 
FunktioneiL  wo  ja  <4««n&ll5  der  Quotient  zweier  Perioden  als  unab- 
himri^  Van&K^  vx^a  Jdkcobi  eingeftlhrt  worden  sei. 

Nan  w-.^i  ecu^  ktJLrse  IWstellung  der  Ohertragung  der  komplexen 
VATJiK^f  ::i  ctrvi  *cwv%.vwkpiLische  Projektion  auf  die  Kugel  eingeschaltet, 
t^:3ie  Sfcki^K  Aitt  wrfviie  *ivh  Herr  C.  Neumann  in  der  ersten  Auflage 
s%t3wc  V/fi^rtojinic^tt  3Lber  die  Abelschen  Integrale  als  aus  Riemanns 
\  oKv^s^W'tt  !x«?rrilltre»l  be/ieht  Dadurch  wird  dann  die  Untersuchung 
sivr  l'ttii^ru.tt^t^Kikuv>ii  mit  der  Geometric  von  Kreisbogendreiecken 
,iu.t  vicr  fcku^-Wikfcie  in  Verbindung  gesetzt.  Es  ware  nun  hier  nahe- 
I.kX^'uu*  ouH^  Audeutui^t  xu  maeheu  Qber  jene  bedeutungsvolle  Scheidung 
Jet  fVr^csUKHjCeudreitvke  in  drei  Klassen,  je  nachdem  der  Schnittpunkt 
Jet  KIk^u^u  U^'r  drtn  Begrenzungskreise  im  Innem  der  Kugel^  auf  der 
Ivuj^vl  *.sivr  auBerhalb  derselben  liegt,  Diese  Unterscheidung,  welche 
Cist  u'U  Ucrru  H.  A.  Sohwarz  durchgefiihrt  wurde,  wird  in  der  Vor- 
iviiui>^  Micho  ;*u^lrQcklioh  erwahnt,  sondem  nur  der  Fall  in  Betracht 
<KVA»<viu  d^  vliwi  eUmo  Knusbogendreieck  sich  auf  ein  spharisches  Drei- 
^.vk  iiM  ow^^ivti  Sittu  des  Wortes,  also  ein  von  groBten  Ereisen  be- 
^tvi^'lcfii  iibbUdeu  Iikt9t\  JtHloeh  laBt  sich  aus  der  vorliegenden  Nach- 
^cKi(t\  luclit  mit  Siohorhoit  entm^hmeii;  daB  Riemann  diesen  Fall  als 
ciuvu  ^i^^Au^lloM  Husdnloklich  bezeichnet  hatte.  DaB  ihm  jedoch  der 
s^^cluovlmlt  uioht  guu^lioh  verborgen  sein  konnte,  geht  aus  dem  spater 
^^uxiululiohor  «u  lHv»pr%H?henden  Fall  der  elliptischen  Modulfunktionen 
hoi\\M\  WA'loluMi  or  gtniauer  AUsfUhrte;  sowie  auch  aus  der  Bemerkung^ 
umu  uu1«tvHo  oUuio  Kigtm»u  heranziehen,  wenn  einer  der  Winkel  des 
Kt\'^»b\«^^nuli^utH'ktv)  gleioh  Null  sei.  Man  wird  also  nur  sagen  konnen^ 
IvMMUiiuu  httbo  im  Falle  der  Umkehrung  des  Integralquotienten  der 
lv\|^M>{\HMUotrisoheu  Keihe  die  Unterscheidung  der  elliptischen,  hyper- 
Iv^h^ohou  \\\\k\  imrHbolisoheu  Gruppen  wohl  implicite  gestreifk^  ohne  sie 
j|vU\^'l(  uumlrnokUoh  »u  formuliereu. 
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Damit  habe  ich  auch  bereits  dadurch^  dafi  ich  den  Begriff  der 
Gruppe  herangezogen  babe,  angedeutet,  dafi  in  demselben  Abschnitt 
Riemann  sich  die  analytische  Fortsetzung  der  Abbildung  durch  sym- 
metrische  Wiederholung  des  ersten  Kreisbogendreieckes  vollzogen  ge- 
dacht  hat.  Eben  dieses  Prinzip  der  Symmetrie  findet  sich  auch  in  der 
Yorhin  erwahnten  Abhandlung  tlber  Minimalflachen  und  darauf  niinmt 
anch  Herr  H.  A.  Schwarz  in  seiner  Abhandlung  Bezug. 

So  kurz  nun  auch  das  Symmetrieprinzip  an  der  erwahnten  Stelle 
der  Yorlesungen  auseinandergesetzt  ist,  so  wird  es  doch  sogleich  fiir 
die  Beantwortung  einer  wichtigen  Frage  verwertet,  namlich:  wann  zwi- 
schen  den  Umkehrungsfunktionen  zweier  solcher  Integralquotienten  eine 
algebraische  Relation  bestehe.  Die  Antwort  wird  durch  die  Bemerkung 
gegeben^  dafi  dann  eine  und  dieselbe  spharische  Figur  sich  auf  zwei 
Arten  aus  einer  geraden  Anzahl  abwechselnd  kongruenter  und  symme- 
trischer  Dreiecke  zusammensetzen  lassen  mufi.  Damit  ist  nicht  nur  fQr 
den  vorliegenden  speziellen  Fall;  sondem  auch  fiir  den  ganzen  Kreis 
der  in  dem  Gebiete  der  automorphen  Funktionen  auftretenden  Trans- 
formationsfragen  ein  Prinzip  erkannt^  welches  nur  der  DurchfQhrung  be- 
durfte,  um  in  den  Hauptziigen  die  Transformationstheorie  dieser  Funktionen 
ebenso  iibersichtlich  zu  gestalten  wie  die  der  elliptischen  Funktionen. 

Die  spezielle  Inbetrachtnahme  der  vorliegenden  Funktionen  liefert 
aber  nun  Riemann  nicht  nur  die  bereits  aus  der  Abhandlung  be- 
kannteU;  zum  Teil  schon  von  Eummer  gefundenen  Transformationen, 
sondem  auch  die  Einsicht,  dafi  aufier  diesen  auch  noch  die  regularen 
Korper  solche  Transformationen  liefern  miissen,  und  damit  war  sowohl 
die  Frage  nach  den  algebraischen  Funktionen  mit  linearen  Transforma- 
tionen in  sich;  als  auch  nach  den  algebraisch  integrierbaren  Fallen  der 
hypergeometrischen  Differentialgleichung  und  liberhaupt  nach  alien  mit 
den  endlichen  Gruppen  linear  gebrochener  Substitutionen  einer  Ver- 
anderlichen  wenigstens  im  Keime  aufgeworfen  und  auch  die  Mittel  zu 
ihrer  L5sung  gegeben.  Man  weifi,  dafi  alle  diese  schonen  und  frucht- 
baren  Probleme  brach  lagen,  bis  sie  von  H.  A.  Schwarz,  Fuchs, 
Camille  Jordan,  Klein  von  analytischer,  geometrischer  und  gruppen- 
theoretischer  Seite  aus  nach  und  nach  wieder  aufgefunden  und  erledigt 
wurden.  Dafi  die  in  der  Riemannschen  Vorlesung  gebotene  Anregung 
im  Gegensatze  zur  Theorie  der  Abelschen  Funktionen  so  wenig  un- 
mittelbare  Wirkung  hatte,  dtirfte  in  erster  Linie  daran  gelegen  sein, 
dafi  der  Gruppenbegriff  damals  noch  nicht  allgemein  jene  beherrschende 
und  verbindende  Stellung  einnahm,  wie  er  sie  spater  und  wohl  unter 
wesentlicher  Mitwirkung  des  Eindrucks  eben  der  hier  genannten  Pro- 
bleme erreichte. 
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Speziell  fiir  die  hypergeometrischen  Funktionen  wurden  diese  Unter- 
suchungen  erst  von  den  Herrn  E.  Goursat  und  E.  Papperitz  wieder 
aufgenommen,  wobei  die  leitenden  Oedanken  eben  jene  Riemannschen 
waren^  olme  daB  natUrlich  ein  solcher  Zusammenhang  stati^efunden  hat. 

Nach  Aufstellung  und  Erlauterung  des  eben  besprochenen  Trans- 
formationsproblems  wendet  sich  nun  Riemann  in  einer  Einschaltung 
den  nicht  homogenen  linearen  DiflFerentialgleichungen  zu,  und  leitet  nach 
Lagrange  die  adjungierte  Differentialgleichung  ab^  deren  geeignet 
spezialisierte  Losung  dann  zur  Integration  der  nicht  homogenen  Glei- 
chung  verwendet  wird. 

Hieran  kntlpft  Riemann  die  Bemerkung^  daB  die  Integrale  einer 
nicht  homogenen  DiflFerentialgieichung  bei  Umlaufen  der  unabhangigen 
Yariablen  um  singulare  Stellen  sich  im  allgemeinen  bis  auf  ein  lineares 
Aggregat  der  Integrale  der  homogenen  Oleichung  reproduzieren. 

Er  stellt  nun  die  nicht  homogene  Differentialgleichung  fiir  das  Inte- 
gral eines  hypergeometrischen  Differentialausdruckes  mit  veranderlicher 
oberer  Grenze  wirklich  auf.  Sodann  wird  die  Methode  der  Eulerschen 
Integration  durch  bestimmte  Integrale  fiir  eine  homogene  Gleiehung 
zweiter  Orduung  auseinandergesetzt,  und  darauf  hingewiesen^  dafi  man 
so  eine  nicht  homogene  Differentialgleichung  erhalte^  wenn  man  bei  der 
Integration  eine  der  Grenzen  yeranderlich  lafit.  Dieser  Sachverhalt 
wird  nun  an  den  elliptischeu  Integralen  erster  Gattung  erlautert,  und 
gezeigt,  wie  man  die  Differentialgleichung  fiir  die  Yollstandigen  ellip- 
tischeu Integrale  aus  der  nicht  homogenen  Differentialgleichung  fiir  das 
Integral  erster  Gattung  erhalten  kann. 

Dadurch  wird  Riemann  auf  einen  Gedanken  gefuhrt,  der,  soviel 
ich  weiB,  in  der  Literatur  bisher  nicht  hervorgetreten  ist.  Er  setzt 
namlich  die  Losung  der  nicht  homogenen  Differentialgleichung  in  Ana- 
logic zu  dem  gewohnlichen  eUiptischeu  Integral  und  die  Losungen  der 
homogenen  Gleiehung  analog  den  Perioden  des  eUiptischen  Integrals 
erster  Gattung.  So,  wie  sehr  viele  Eigenschaften  der  yollstandigen  eUip- 
tischen Integrale  erst  aus  der  Betrachtung  des  unbestimmten  Integrals 
als  Funktion  der  obem  Grenze  gefunden  worden  seien,  da  eben  dieses 
eine  sehr  einfache  Funktion  der  obem  Grenze  sei,  ebenso  sei  zu  er- 
warten,  daB  viele  Eigenschaften  der  vollstandigen  hypergeometrischen 
Integrale  erst  aus  der  Untersuchung  des  unbestimmten  Integrals  eines 
hypergeometrischen  Differentials  als  Funktion  der  obem  Grenze  ge- 
funden werden  wiirden,  welches  ja  in  der  Tat  eine  viel  einfachere 
Funktion  der  obem  Grenze  sei,  als  die  vollstandigen  hypergeometrischen 
Integrale  von  der  unabhangigen  Variablen  der  Differentialgleichung. 

Dieser  Gedanke  wird  dann   flbertragen   auf  Differentialgleichungen, 


B.  Vortrfige  in  den  allgemeinen  Sitzungen:  Wiriinger.  133 

welche  durch  bestimmte  Integrale  sicli  losen  lassen,  und  dann  weiterhin 
auf  noch  allgemeinere  Differentialgleichungen,  indem  sich  Riemann  in 
den  Differentialausdruck  eine  passende  Fnnktion  der  unabhangigen  Yer- 
anderlichen  and  eines  Parameters  eingesetzt  denkt,  und  nun  postuliert, 
die  allgemeine  Ldenng  der  durch  Oleichsetzung  des  DiiFerentialaus- 
druckes  und  des  Substitutionsresultates  erhaltenen  nicht  homogenen 
Gleichung  als  Funktion  des  Parameters  zu  untersuchen,  wodurcli  bei 
passender  Wahl  der  substituierten  Funktion  dann  auch  die  vollstilndige 
Losong  der  homogenen  Differentialgleichung  werde  erhalten  werden 
konnen.  Er  schlieBt  diese  Auseinandersetzung  mit  der  Bemerkung,  daB 
diese  Transzendenten  eine  sehr  wichtige  Rolle  ftir  die  Theorie  der 
Differentialgleichungen  spielen,  und  er  mag  dabei  auBer  an  die  hyper- 
geometrischen  Integrale  an  die  Perioden  der  Abelschen  Integrale  ge- 
dacht  haben^  mit  deren  Differentialgleichungen  er  sich  ja  eingehender 
beschaftigt  hatte^  wie  auBer  aus  dem  schon  frtiher  erwahnten  Schreiben 
an  Herm  Prym  und  aus  der  Abhandlung  Uber  Abelsche  Funktionen 
auch  aus  einem  nachgelassenen  Blatte  hervorgeht,  auf  welchem  er  die 
Anderung  der  Perioden  eines  hyperelliptischen  Integrals  erster  Gattung 
als  Funktion  der  Verzweigungspunkte  beim  Durchlaufen  geschlossener 
Wege  seitens  der  letzteren  eingehender  untersucht. 

Den  Schlufi  der  Vorlesung  bildet  eine  Betrachtung  der  ganzen 
elliptischen  Integrale  als  Funktionen  des  Moduls  und  insbesondere  die 
wirkliche  Durchfahrung  der  konformen  Abbildung  des  Gebietes  ftir  den 
Modul  I*  durch  das  Verhaltnis  der  beiden  Perioden  des  elliptischen 
Integrals  erster  Gattung.  Er  gelangt  dabei  zu  jener  seither  so  wohl 
bekannt  gewordenen  und  so  viel  studierten  Figur  des  Kreibogen- 
vierecks,  welches  in  der  heutigen  Ausdnicksweise  den  Fundamental- 
bereich  fiir  k^  und  der  daraus  entspringenden  Einteilung  des  Gebietes 
der  komplexen  Zahlen  mit  positivem  imaginaren  Teil  bildet.  Es  ist 
interessant,  zu  bemerken,  daB  in  dem  gleichen  Jahre  (1H50)  die  erste 
ausftihrlichere  Untersuchung  der  von  Jacobi  bereits  aufgefundenen 
Ausdrficke  fUr  den  Legendreschen  Modul  durch  das  Periodenverhaltnis 
von  Hermite  durchgefBhrt  wurde. 

Aber  Riemann  versaumt  auch  nicht^  aus  dem  Umstand,  dafi  die 
singularen  Werte  Null,  Eins,  Unendlich  des  Moduls  nur  an  der  Grenze 
des  Gebietes  des  Periodenverhaltnisses  auftreten,  sowie  daraus,  dafi  die 
einzelnen  bei  analytischer  Fortsetzung  entstehenden  Gebiete  des  Perioden- 
verhaltnisses die  Halbebene  gerade  einfach  Uberdecken,  den  SchluB  zu 
Ziehen,  dafi  jede  Funktion,  welche  nur  an  den  Stellen  Null,  Eins,  Un- 
endlich unstetig  oder  vieldeutig  wird,  in  eine  eindeutige  Funktion  des 
Periodenverhaltnisses    iibergeht,    wenn   die   ursprflngliche   unabhangige 
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Variable  als  das  Doppelverlialtnis  der  vier  Verzweigungspunkte  eines 
elliptischen  Gebildes  aufgefaBt  wird.  Erst  zwanzig  Jahre  spater  ist 
Herr  Klein  bei  seinen  Untersuchungen  iiber  elliptische  Modalfunktionen 
wieder  auf  diesen  Satz  gefiihrt  worden  und  hat  ihn  mit  besonderer  Be- 
tonung  der  allgemeinen  hypergeometrisclien  Funktion  neuerdings  aiis- 
gesprochen. 

Damit  also  war  ziim  erstenmal  an  das  Problem  der  eindeiitigen 
Paranieterdarstellung  herangetreten^  welches  spater  Herr  Poincare  in 
so  allgemeiner  Weise  und  gerade  auf  Gnind  Uiemannscher  Prinzipieu 
gelost  hat. 

Wir  sind  am  Eude  der  Riemannsehen  Vorlesung  angelangt.  Den 
allgemeinen  Gedankengang  und  die  wichtigsten  Beziehungeu  zu  den 
heutigen  Fragen  haben  wir  nun  besprochen;  werfen  wir  noch  einen 
Blick  auf  die  Methode  der  Bearbeitung  und  Darstellung. 

Von  den  allgemeinsten  Umrissen  einer  neuen  Funktionsklasse  aus- 
gehend,  werden  die  einzelnen  Darstellungen  einer  sehr  speziellen 
Funktion  und  deren  Eigenschaften  einer  eingehenden  Diskussion  unter- 
worfen  und  gerade  daraus  neue  Problemstellungen  gewonnen.  Im 
ersten  Teile  sind  es  die  bestimraten  Integrale,  welche  dem  allgemeinen 
Schema  der  P-Funktionen  eingeordnet  werden,  im  zweiten  Teil  werden 
die  elliptischen  Modulfunktionen  und  die  Integralquotienten  der  hjper- 
geometrischen  Reihe  dem  allgemeineren  Problem  der  Umkehning  von 
Integralquotienten  linearer  Differentialgleichimgen  zweiter  Ordnung  ein- 
gefiigt,  imd  eben  dabei  ergibt  sich  einerseits  Vertiefung  durch  Heran- 
ziehung  der  konformen  Abbildung,  andrerseits  der  Ausblick  auf  die 
Theorie  der  nicht  homogenen  Differentialgleichungen,  sowie  die  Mog- 
lichkeit  der  eindeutigen  Darstellung  weit  allgemeinerer  Fimktionen. 
Es  ist  ein  bestandiges  Zusammenwirken  von  Induktion  und  Abstraktion, 
gleich  als  wenn  der  am  einzelnen  gescharfte  Blick  nun  auch  im  wei- 
teren  Gebiete  sich  zurechtfindet,  weil  von  vomherein  die  Aufmerk- 
samkeit  eine  bestimmte  Richtung  empfangen  hat.  So  tragen  nament- 
lich  die  letzten  Abschnitte  der  Vorlesung  das  Geprage  unmittelbarer 
Wiedergabe  des  soeben  Gefundenen,  ohne  RUcksicht  auf  die  verhaltnis- 
mafiig  geringe  Durchbildung  der  Einzelheiten.  Sie  zeigen  uns  Rie- 
mann  unmittelbar  an  der  Arbeit,  ein  Beispiel,  welches  fClr  die  groBen 
Mathematiker  um  die  Mitte  des  19.  Jahrhunderts  gewiB  nicht  haufig  ist. 
Damit  lassen  Sie  mich  den  Boden  des  historischen  Berichtes  ver- 
lassen  und  zu  der  Frage  iibergehen,  in  welcher  Richtung  ein  weiterer 
Ausbau  der  Riemannsehen  Ideen  auf  diesem  Gebiete  etwa  noch  er- 
folgen  konnte.  Es  ist  ja  bekannt,  daB  schon  Kummer  am  Schlusse 
seiner  Abhandlung  eine  Reihe  erwahnt,  welche  als  Verallgemeinenmg 
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der  GauBschen  Reihe  angesehen  werden  kann.  Hen*  Thoiuae  hat  in 
verschiedener  Bichtung  die  Rieniannschen  Methoden  auf  analoge 
Transzendente  angewendet  und  die  Herm  Appell  iind  Goursat  haben 
Funktionen  mehrerer  Variablen  eingefiihrt,  welche  scbon  friiher  Ilerr 
Pochhammer  als  bestimmfce  Integrale  iintersucht  hatte^  und  welche 
im  Avesentlichen  bestinimte  Integrale  zwischen  Verzweigimgspunkten 
von  Funktionen  sind,  die  sich  von  denen  des  gewohnlichen  hyper- 
geometrischen  Integrals  nur  durch  die  groBere  Anzahl  der  Faktoren 
iinterscheiden.  Solche  Reihen  hat  dann  besonders  Herr  Pi  card  be- 
nutzt,  um  seine  allgemeine  Theorie  der  automorphen  Funktionen. 
mehrerer  Variablen  zu  erlautem.  Er  hat  bei  diesen  die  Frage  nach  der 
eindeutigen  Umkehrbarkeit  gestellt  und  erledigt  und  ist  dabei  zur  Ver- 
allgenieinerung  der  Schwarzschen  Resultate  bei  der  GauBschen  Reihe 
gekommen.  Ausftihrlich  hat  dann  diese  letzten  Untersuchungen  Herr 
Levavasseur  dargestellt.  In  der  allerletzten  Zeit  hat  noch  Herr  Hilbert 
den  elliptischen  Modulfunktionen  allgemeinere  an  die  Seite  gestellt, 
welche  fQr  Zahlkorper,  die  mit  alien  ihren  konjugierten  reell  sind,  eine 
ahnliche  Rolle  spielen,  wie  die  elliptischen  Modulfunktionen  fttr  den 
Korper  der  ganzen  Zahlen. 

Aber  nicht  von  diesen  weiteren  Verallgemeinerungen,  von  denen 
manche  weit  iiber  das  Gebiet  einer  Variablen  hinausgreifen,  will  ich 
ausfOhrlicher  sprechen,  sondem  von  einer  andem,  welche  zwar  im 
engem  Kreise  sich  bewegt,  mir  aber  doch  der  Aufmerksamkeit  wert 
erscheint,  weil  sie  geeignet  ist,  die  Verbindung  herzustellen  zwischen 
den  hier  berichteten  Gedanken  Riemanns  und  jenen,  welche  aus 
der  Theorie  der  Abelschen  Funktionen  stammen,  den  ausgezeichneten 
Stellen  des  algebraischen  Gebildes,  seinen  algebraischen  Moduln  und 
den  Moduln  der  zugehorigen  ©-Funktionen. 

Zunachst  wird  man  versuchen,  die  hypergeometrische  Funktion 
dadurch  auf  das  elliptische  Gebilde  zu  iibertragen,  daB  man  Integrale 
von  Funktionen  betrachtet,  welche  sich  beim  Umlauf  um  singulare 
Punkte  des  Integranden  und  langs  der  Querschnitte  mit  konstanten 
Faktoren  multiplizieren.  In  der  Tat  scheint  Riemann,  wie  eine  fliich- 
tige  Notiz  aus  seinem  NachlaB  berichtet,  an  eine  derartige  Verall- 
gemeinerung  gedacht  zu  haben.  Will  man  aber  nun  diese  Integrale, 
in  ahnlicher  Weise  wie  die  hypergeometrischen,  als  Funktionen  der 
einzelnen  singularen  Stellen  des  Integranden  untersuchen,  so  stoBt  man, 
abgesehen  von  andem  Umstanden,  vor  allem  auf  die  Schwierigkeit,  daB 
diese  singularen  Stellen  nicht  unabhangig  voneinander  veranderlich 
sind,  sondem  sowohl  untereinander  als  mit  den  Multiplikatoren  durch 
gewisse   Relationen   verkniipft   sind.     Eben    diese    Schwierigkeit   stellt 
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«ich  in  erholitem  Mafie  ein,  wenn  man  statt  eines  elliptischen  Gebildes 
5«^lche  hoheren  Geschlechtes  heranzieht.  Aus  dieser  Schwierigkeit  weist 
nun  eine  einfache  Bemerkung  den  Aiisweg,  welche  zugleich  die  wirk- 
licW  Parstellung  der  hypergeometrischen  Funktion  in  dem  Oebiete  der 
elliptischen  Modnlfanktionen  leistet.  Eine  solche  Darstellung  ist  ja 
Wi^its  von  Herm  Papperitz  im  Anschlufi  an  die  Differentialgleichung 
^»«^>lH>n  worden.  Einfacher  aber  und  zur  weiteren  Verwertung  ge- 
ei|0^t^tor  eriialt  man  sie  aus  dem  hypergeometrischen  Integral^  wenn 
uiai\  dad  durch  die  vier  Verzweigungspunkte  des  Integranden  bestimmte 
t^Uiptisohe  Uebilde  heranzieht.  Bei  Einftihrung  des  zugehorigen  Inte- 
grals orster  Gattimg  als  Integrationsvariable  verwandelt  sich  namlich 
\(hh  Intt^gral  in  ein  zwischen  zwei  Halbperioden  erstrecktes  Integral 
rtln^r  oin  Produkt  von  Potenzen  der  vier  gewohnlichen  Jacobischen 
HKuukticmen.  In  dieser  Gestalt  ist  nan  der  Satz^  mit  vrelchem  Rie- 
III  a  II 11  Heine  Vorlesung  schloB,  in  seiner  Anwendung  auf  die  hyper- 
^t^ouiotriscOie  Il«ihe  auch  durch  eine  bestimmte  und  leicht  zu  hand- 
Imikt^mh^  Forniel  realisiert,  und  die  ganze  Theorie  der  hypergeometri- 
Hohoii  Funktion  ItlBt  sich  auf  Grund  des  wohlbekannten  und  durch- 
Hiohtigon  Verhaltens  der  ©-Funktionen  leicht  entvrickeln. 

Aber  dieser  einfache  Ansatz  fiihrt  naturgemaB  weiter  zu  all- 
geiueiueren  Integralen  auf  dem  elliptischen  Gebilde.  So,  wie  uns  hier 
N,  (leren  NuUstellen  Halbperioden  sind,  entgegentreten  und  die  Inte- 
gration gerade  zwischen  Halbperioden  geffthrt  wird,  so  kann  man  jetzt 
liiit^grale  .ttber  Produkte  von  Potenzen  solcher  ©Funktionen  der  Inte- 
gration ziigrunde  legen,  welche  an  den  w*  Stellen  verschwinden,  denen 
durch  n  geteilte  Perioden  entsprechen,  also  ®  mit  ntel  Charakteristiken, 
und  die  Integration  selbst  wieder  zwischen  singularen  Stellen  des  Inte- 
graiuhm,  also  wtel  Perioden,  erstrecken. 

Die  so  gewonnenen  Integrate  lassen  sich  dann  wieder  unter  zwei 
(ieHichtspunkten  betrachten.  Einmal  erscheinen  sie  im  wesentlichen 
hIh  eindeutige  Funktionen  des  Periodenverhaltnisses  am  elliptischen  Ge- 
bilde, also  im  Bereiche  der  elliptischen  Modulfunktionen,  das  andere 
Mai  aber  als  polymorphe  Formenschar  in  ihrer  Abhangigkeit  von 
den  algebraischen  Modulfunktionen,  namlich  als  Integrate  linearer 
Differentialgleichungen  von  der  Ordnung  li^  mit  Koeffizienten,  welche 
Modulfunktionen  der  Stufe  n  sind,  also  bei  der  Hauptkongruenzunter- 
gruppe  modulo  n  ungeandert  bleiben. 

Diese  Funktionen  zeigen  in  vielen  Beziehungen  ein  der  gewohn- 
lichen hypergeometrischen  Reihe  analoges  Verhalten  und  erweitem  die 
bei  dieser  bekannten,  merkwtirdigen  Eigenschaften  in  eigenttimlicher 
Weise.     Um  nur  eine  einzelne  derartige  Analogic  weiter  auszufdhren, 
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sei  daran  erinnert^  daB  die  hypergeometrische  Fanktion  bis  auf  Ver- 
tanschiingen  der  Exponenten  im  wesentlichen  ungeandert  bleibt,  wenn 
fur  die  unabhangige  Variable  der  Reihe  nach  die  sedis  verschiedenen 
Werte  gesetzt  werden,  welche  das  Doppelverhaltnis  von  vier  Punkten 
annehmen  kann.  Bei  ansem  allgemeineren  Fanktionen  ist  nun  der 
Sachverhalt  der,  daB  diese  im  wesentlichen  bis  auf  Exponenten- 
vertanschungen  ungeandert  bleiben,  wenn  auf  das  zur  nten  Stufe  ge- 
horige  algebraische  Gebilde  eine  seiner  Transformationen  in  sich  aus- 
geiibt  wird.  Fiir  die  niedersten  Stufen,  n  =»  3  und  n  »  5,  erhalt  man 
so  Funktionen,  fttr  welche  die  linearen  Substitutionen  der  Tetraeder- 
und  der  Ikosaedergruppe  dieselbe  Bedeutung  haben^  wie  jene  erst- 
erwahnten  einfacheren  linearen  Substitutionen  der  Gruppe,  welche  die 
Werte  eines  Doppelverhaltnisses  ineinander  iiberflihren. 

Es  ist  als  sicher  zu  betrachten,  daB  eine  voUstandige  Theorie  der 
hier  angefQhrten  Funktionen  nach  Art  derjenigen,  wie  wir  sie  fiir  die 
hypergeometrische  Funktion  besitzen,  insbesondere  die  Untersuchung 
derjenigen  Fsille,  in  welchen  diese  Funktionen  wieder  selbst  auf  alge- 
braische zuriickgefUhrt  werden  konnen^  von  groBem  Interesse  sein 
wflrde,  schon  deshalb,  weil  wir  an  der  Hand  der  eindeutigen  Dar- 
stellung  im  Gebiete  der  elliptischen  Modnlfunktionen  alle  Erscheinungen 
bequem  verfolgen  und  mit  den  bekannten  algebraischen  und  gruppen- 
theoretischen  Verhaltnissen  in  Verbindung  bringen  konnen. 

Aber  unser  Ansatz  reicht  auch  noch  tlber  das  Gebiet  der  ellip- 
tischen Funktionen  hinaus,  freilich  nicht  mehr  in  so  ausgedehnter 
VVeise,  daB  zu  jedem  algebrais(5hen  Gebilde  eine  ins  Unendliche  fort- 
laufende  Reihe  von  derartigen  Funktionen,  den  verschiedenen  Werten 
der  Zahl  m  entsprechend,  existiert.  In  der  Tat,  wollte  man  die  im 
vorigen  betrachteten  Integrale  auf  dem  elliptischen  Gebilde  in  seiner 
algebraischen  Gestalt  aufstellen,  so  wtirde  man  sogleich  erkennen,  daB 
sie  wesentlich  an  das  Vorhandensein  von  solchen  elliptischen  Funktionen 
gebunden  sind,  deren  ;/te  Wurzeln  am  elliptischen  Gebilde  unverzweigt 
sind.  Solche  Funktionen  aber  gibt  es  fiir  ein  Geschlecht  groBer  als 
eins  nur  in  ganz  speziellen  Fallen  als  wohlcharakterisierte  Einzelwesen. 
Nur  wenn  n=2  genommen  wird,  hat  man  in  den  von  Riemann  als 
Abelsche  Funktionen  bezeichneten  Funktionen  ein  solches  System 
immer  zur  Verffigimg.  Deren  Quadrate  sind  ja  nach  Riemanns  Er- 
klarung  proportional  denjenigen  DiiFerentialen  erster  Gattung,  deren 
NuUstellen  paarweise  zusammenfallen,  und  aufs  engste  mit  den  ®-Funk- 
tionen  von  ungerader  Charakteristik  verkniipft.  Am  einfachsten  und 
libersichtlichsten  erhalt  man  nun  diejenigen  Bildungen,  welche  unseren 
Ansatz  verallgemeinem^   wenn  man  sich  homogener  Yariabler  bedieut 
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und  geradezu  die  Formen  erster  Gattung  als  solche  einftihrt,  ein  Vor- 
geheii;  dessen  Vorteile  ja  Herr  Klein  schon  in  so  vielen  iiber  das  alge- 
braische  Gebiet  hinausliegenden  Problemen  beiont  hat.  Die  in  Rede 
stehenden  Bildungen  werden  dann  bestimmte  Integrale^  bezw.  Doppel- 
umlaufintegrale  zwischen  zwei  NuUstellen  einer  oder  zweier  verschie- 
dener  Abelscher  Formen  Uber  einen  Integranden^  welcher  ein  Produkt 
von  Potenzen  der  einzelnen  Abelschen  Formen  ist,  deren  Exponenten 
zur  Summe  1  haben.  Als  Differential  ist  dabei  die  von  Klein  mit 
d(o  bezeichnete  liberall  endliche  Differentialform  von  der  Dimension 
—  1   zu  verwenden. 

Die  Gesamtheit  dieser  Integrale  mit  gleichen  Exponentensystemen 
der  Integranden  miiB  nun  wieder  durcli  eine  endliche  Anzahl  linear- 
unabhangiger  darstellbar  sein  und  eine  ganze  Reihe  analoger  Erschei- 
nungen  zeigen  wie  diejenigen,  welche  wir  auf  dem  elliptischen  Gebilde 
konstatiert  haben,  wenn  man  sie  als  Funktionen  der  Moduln  des 
algebraischen  Gebildes  auffaBt.  Insbesondere  laBt  sich  erwarten, 
daB  die  Beziehungen  zu  den  Moduln  der  zugehorigen  @-Funk- 
tionen  und  derjenigen  linearen  Periodentransformationen,  welche  die 
Charakteristiken  der  ^-Funktionen  ungeandert  lassen^  von  besonderem 
Interesse  sein  werden. 

Diese  Erwartung  erscheint  um  so  berechtigter,  als  schon  der  nachst- 
liegende  Fall,  welcher  dem  Geschlechte  2  entspricht,  in  dieser  Rich- 
tung  ein  bemerkenswertes  Verhalten  aufweist.  Hier  namlich  sind  die 
zu  betrachtenden  Integrale  nicht  verschieden  von  denen,  die  bei  der  Inte- 
gration der  Tissot-Pochhammerschen  Differentialgleichung  auftret^n. 
Es  sind  Integrale  zwischen  den  Verzweigungspunkten  eines  Produkt^s 
von  Potenzen  von  sechs  linearen  Faktoren.  Jeder  einzelne  solcher 
verschwindet  an  einer  Verzweigungsstelle  des  hyperelliptischen  Ge- 
bildes. Und  nun  zeigt  sich  bei  genauerer  Untersuchung,  daB  diese 
Integrale  ebenso  eindeutige  Funktionen  der  zum  hyperelliptischen  Ge- 
bilde gehorigen  drei  Thetamoduln  sind,  wie  die  gewohnliche  hyper- 
geometrische  Funktion  eindeutige  Funktion  des  zum  elliptischen  Gebilde 
gehorigen  Thetamoduls  ist.  Diese  Darstellung  laBt  sich  allerdings  nicht 
so  unmittelbar  auch  formell  in  Evidenz  setzen,  wie  bei  der  gewohn- 
lichen  hypergeometrischen  Funktion,  aber  gerade  die  notwendige  Einzel- 
untersuchung  fiihrt  auf  interessante  Eigenheiten  der  Monodromiegruppe 
der  hyperelliptischen  Funktionen,  worauf  ich  jedoch  hier  ohne  weit- 
laufig  zu  werden  nicht  eingehen  kann. 

Aber  auch  mit  den  Riemannschen  Gedanken  iiber  nicht  homogene 
Differentialgleichungen  lassen  sich  diese  Ansatze  in  Beziehung  bringen, 
wenn  man  statt  der  bestinunten  Integrale  die  zugehorigen  unbestimmten 
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Integrationen  ins  Auge  faBt.  Endlich  wird  es  bereits  im  elliptischen 
Fall  von  Interesse  sein,  auch  die  durch  die  hier  betrachteten  Integrale 
vermittelte  konforme  Abbildung  zu  studieren. 

Mit  dem  Hinweis  auf  diese  weiteren  Probleme  lassen  Sie  mich 
schlie&en.  Wenn  auch  die  Bearbeitung  dieser  Fanktionen  filrs  erste 
dem  Gebiete  der  Einzelforschang  angehort,  so  dtirfen  wir  doch  nicht 
vergessen  —  und  die  groBten  Meister  der  Wissenschaft  haben  oft 
und  mit  Nachdruck  darauf  hingewiesen  — ,  daB  gerade  die  Ver- 
folgnng  der  erst  nur  interessant  erscheinenden  Einzelfalle  ansere  Erafte 
starkt,  die  Durchbildang  unserer  Methoden  erzwingt  and  dadurch  uns 
erst  zu  wirklichem  Fortschritt  ins  Allgemeine  be^higt.  Denn  trotz  der 
deduktiven  Gestalt^  welche  wir  unsem  Resultaten  geben,  konnen  wir 
auf  den  induktiven  Weg  auf  die  Dauer  so  wenig  yerzichteu;  wie  alle 
andere  menschliche  Wissenschaft 


C.  Vortrftge  in  den  Sektionssitznngen. 

I.  Sektion. 


Uber  die  AuflOsung  der  Gleichungen  6^°  Grades. 

Von 
V.  GoRDAN  aus  Erlangen. 


Herr  Klein  hatte  die  Giite,  mich  auf  die  Arbeiten  aufmerksam 
zu  niachen,  welche  die  Herren  Wiinan  uiid  Lachtin  in  den  Math. 
Annaleu  Bd.  47  and  51  veroffentlicht  hahon.  Wiman  stellt  eine 
Griippe  von  360  KoUineationen  ^  auf,  welche  den  geraden  Siibstitu- 
tionen  von  6  Elementen  isomorph  ist;  sie  fiihren  6  gewisse  Kegelschnitte 

ineinander  iiber. 

Diose,  ich  will  sie  konjugierfc  nennen,  sind  so  beschaflTen,  daB  die 
Deierminanten  der  Aggregate 

von  je  2  unter  ihnen  den  Wert 

JXK^,^,K„  =  ^'  +  Il' 

besitzen.     Schreibt  man    die  K  in   der  Normalform,   bezogen   auf  das 
gemeinsame  Polardreieck  von  K^  und  JCj,  so  wird 

^8  =  ^^W  +  V  +  ^/)  +  ^^3|r  (  .r,^3  +  ^gO^i  +  x^x^) 
K^  =  r^  {x^^  +  ^2*  +  x/)  +  y*6\  r  (  x^^x^  —  x^x^  —  x^  x^) 
K^  =  r* (a:,*  +  x^^  +  x^^)  +  y^r  {—  .r^a:,  +  x^x^  -  x^ j:.) 
^6 "-  ^* <'^i*  +  ^2*  +  ^8*)  +  y3|r  (-  x^x^  -  x^x^  +  a.", x^). 
Die  Gleiehung  6*^  Grades  6r,  welche  die  Kuben  der  Formen  K  zu 
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Wnrzeln  hat;  ist  die  Normalfonn  der  aUgemeinen  Oleichong  6****^  Grades. 
Hierbei  ist 

4r--l/3!  +  «l/5!;    4.*? l/3|-il/5|. 

Diejenigen  Pormen,  welche  sich  bei  den  Kollineationen  ^  nicht 
andem^  bezeichnen  wir  mit  O.  Die  Koeffizienten  der  Gleichung  G 
sind  solche  Formen  O  a.  a. 

Die  KoYarianten  von  /'  sind  gleichfalls  Oj  die  einfachsten  sind: 

1.  die  Hessesche  Form  (pi    j  =  «i«i%«2%(^'«i«2)*. 
Axis  f  und  q)  bilden  wir  zunachst  die  Zwischenform 

nnd  hierans 

2.  die  Form  t  (^^)  «  (ryxy. 

3.  die  Funktionaldeterminante  R  »  (f(p^)' 

q>  und  if  sind  gerade  Kovarianten;  R  ist  eine  ungerade.    Wiman  hat 
den  Satz  bewiesen: 

y^Die  geraden  O  sind  ganze  Funktionen 

Fif,9,f) 
und  die  ungeraden  sind  Produkte 

R.F{f,v,ti,)f 

u.  a.  sind   die  Koeffizienten    der  Gleichung  6^'*  Grades  G  Funktionen 
F(fy  q),  ^)  und  JB«  gleichfalls. 

Wir  nennen  die  Verhttltnisse  der 

X^y      X^y      X^ 

Valentinerirrationalitiiten  und  die  Quotienten 

J        ^> 

Valentinerparameter. 

Die  Auflosung  der  Gleichungen  G*®"  Grades  ist  hierdurch  auf  die 
Aufgabe  zuriickgefiihrt: 

„Die    Valentinerirrationalitaten     soUen     aus     den    Valentiner- 
parametem  berechnet  werden." 

Um  sie  zu  losen^  stellt  Herr  Lachtin  3  partielle  Dififerential- 
gleichungen  auf. 

Die  Partikularlosungen  sind  die  Quotienten 

Yf\'  f/i'  V~f\ 
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und  die  Eoeffizienten   gerade  Ko^arianten  H  von   f.     Diese   H  sind 
Formen  O,  also  ganze  Funktionen 

Herr  Klein  hat  mich  nun  aufgefordert,  diese  F  zu  berechnen, 
oder  mit  anderen  Worten^  die  Differentialgleichungen  des  Herrn 
Lachtin  so  umzuformen,  dafi  darin  nunmehr  nur  noch  ganze 
Funktionen  F  der  Yalentinerparameter: 

auftreten;   ebenso  soil   die  Gleichung  6*®'  Grades  in  den  Koeffizienten 
nur  -F(i',  w)  enthalten. 

Es  wtirde  hier  zu  weit  fQhren,  wenn  ich  Ihnen  ausfiihrlich  die 
Kechnungen  auseinandersetzte,  welche  mich  zum  Ziele  gefiihrt  haben; 
ich  bitte  Sie  aber,  mir  einige  Worte  iiber  die  dabei  angewandte  Me- 
thode  zu  gestatten.  Zunachst  sagte  ich  mir,  das  System  S  einer  all- 
gemeinen  temaren  Form  vom  6**°  Grade  ist  viel  zu  umfangreich,  als 
daB  ich  es  untemehmen  konnte,  es  aufzustellen  und  die  Relationen 
zwischen  den  KoYarianten  zu  bestimmen.  Es  muB  daher  der  Umstand 
benutzt  werden,  dafi  nur  gewisse  Kovarianten  zu  berechnen  sind  und 
dafi  wir  es  mit  einer  speziellen  Form 

ZU    tun   haben.     Bei  genauerer  Priifung  ergab   sich,   dafi  nur  2  Teil- 
systeme  von  S  vorkommen: 

1.  die  Formen,  welche  vom  temaren  kubischen  Formensystem 
iibemommen  sind, 

2.  die  Formen  j^  welche    durch  Faltung   der  Hesseschen  Form 
entstehen,  und  ihre  Cberschiebungen  mit  den  ersteren. 

Von  besonderem  Nutzen  war  mir  bei  meinen  Untersuchungen  diese 
Erweiterung  des  Wimanschen  Satzes: 

„Die  Zwischenformen  Z  von  /*,  welche  in  den  u  quadratiscli 
sind,  sind  Aggregate  der  6  einfachsten  Z.  Die  Koeffizienten  sind 
Formen  0." 

Die  Resultate  lauten: 
I.  Die  Gleichung: 

a:«-30sa:*H-  15(22«»H-"/3|5t;y+5(-(80s+77V'3J)  +  3"/3  {^Y^6\s+i)v)x^ 
+^  (- (68]/3|  r  +  203)  -  6]/3J  (I6r  -  3>/3|)  t;  +  3  (4]/3|  r  -  1)  t;*)  a:« 

+?(72l/3|«;-170r-207l/3  +2|/3.(lOy3!rH-127)t;- 120s»t;«)^ 

-5>/3|5»(3V'3lst;+l)'  =  0 
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hat  die  Wurzeln 

80.  Jf.. 

n.  Setzt  man 
a,j  =  3  — t)  +  2»»;      a„=3-»-2t;«;      a„  =  3  -  6»  —  »*+ 2»»; 
Oj,=  9  —  11»  +  25»*-  6»»;      «„=  -  9  +  30»  —  43»»+  6t»; 
flr„=  9  -  lit)  +  2»»;      flr„-  27  -  72v  +  39e»-  10»»; 
a«-=9-18v  +  13»»+12t;«; 
b 18«^  +  18  (+  v)w'  +  3(o„o„  -  54(1  -  »)» -  4a^v)  +  a«  0^5 

Ai(y)  -  5y  +  12  (2  -  5e)|j  +  2  (4  (159  -  370i;  +  Qbv^  -  75  f<')  |j 
A,(y)=  132||  + 8(273 -95«)|-^- 

Vy)  =  6-870|J, 

SO  haben  die  Differentialgleichungen 

bObl*^,  +  h^(y)  {w  -  a,0  +  J  A,(y)  (6»«;  -  a„) 

+  3e  ''»(y)  (-  6"'*  +  36  (I  -«)«;  +  0,,  a,,  -  54  (1  -  r)»)  -  0 

-  206((5r  -  21)^.  +  3  A^  +  /^(y)  (3a„«-  -  «„) 

+  AjO)  (3«?*  -  9(1  -  v)tc  +  Oy,t))  +  g  /»,(y)  (a^w  —  05,0,5)  —  0 


3     \^  '    ow*   '      ^  ^cvow  '      ^r*       2  owl 

+ '^(y)(- 6t?M;*+ Sojitt'— a8ia35H/'2(y)  (3(«'^-«?)w'^- (^'s5+ 3«s3^)w' 

die  Partikularlosungen 

fP  W  f?" 


Zum  Kontinuum-Problem  .*) 

Von 
J.  KoNio  aus  Budapest. 


1.  Es  sei  Jlfj,  M^j  JKj,  •  •  •  eine  abzahlbar  unendliche  Folge  be- 
liebiger  Mengen^  deren  Machtigkeit  wir  mit  VX^,  Wlj,  Wla, . .  .  bezeichuen. 

Mit  Hilfe  dieser  Mengenfolge  definieren  wir  zwei  neue  Mengen. 

Die  Summe  der  abzahlbar  uuendlichen  Mengenfolge,  in  symbo- 
lischer  Bezeichnung: 

bedeute  jene  Menge,  die  darch  Zusammenfassang  aller  Elemente  yon 
M^y  M^,  Jfj,  •  •  •  entsfceht,  wobei  die  verschiedenen  Mengen  angehorigen 
Elemente  immer  als  jy^oneinander  verschieden  anzusehen  sind.  Die  Mach- 
tigkeit von  S  bezeichnen  wir  mit  0. 

Das  Produkt  der  abzahlbar  unendlichen  Mengenfolge,  in  symbo- 
lischer  Bezeichnung: 

bedeute  jene  Mengen,  deren  Elemente  alle  Eomplexe 

sind,  wo  a^  ein  beliebiges  Element  der  Menge  M^  sein  kann;  es  enthalt 
demnach  jedes  [i  ein  und  nur  ein  Element  jeder  beliebigen  Menge  der 
Folge.  Es  wird  bequem  sein,  a-  als  i-ten  Index  des  Elementes  (i  zu 
bezeichnen.     Die  Machtigkeit  vop  P  sei  p. 

Sind  insbesoudere  alle  M^  identisch  =  M,  so  wird  statt  P  in  der 
gebrauchlichen  Bezeichnung  M^^   geschrieben. 

Wir  beweisen,  daB,  wenn  die  Mengen  Jlfj,  •  •  •  transfinit 
sind**),  immer  die  Beziehung 

•)  Fiir  die  hier  benutzten  Begriffe  und  SSltze  Bind  die  Arbeiten  Georg  Cantors, 
des  Schdpfers  der  Mengenlehre,  einznsehen.  Insbesondere :  ,,Beitriige  zur  Begrundung 
der  transfiniten  Mengenlehre,  I.  und  11'*  (Math.  Annalen,  Bd.  46  und  49). 

Vgl.  femer  A.  Schoen flies:  „Die  Entwicklung  der  Lehre  von  den  Punkt- 
mannigfaltigkeiten**  (Jahresber.  d.  Deutschen  Math.-Ver.  VIII.  2). 

**)  Der  Satz  ist  allgemeiner.     Es  besteht  (1)  dann   und   nur   dann,   wenn  p 
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S^p^S^o  (1) 

besteht. 

Eine  Teilmenge  von  P,  die  ~  /S  ist,  kann  in  der  Tat  leicht  an- 
gegeben  werden.  Man  wahle  zu  diesem  Zweck  aus  jedem  M^  eiu  be- 
stimmtes  Element  fi^f  und  andere  in 

immer  nur  einen  Index,  z.  B.  den  k^^,  ftir  welchen  jedes  Element  von 
Mj^  zu  setzen  ist,  mit  AusschluB  von  /J^.  Die  durch  Mutation  des  ft*^ 
Index  entstandene  Menge  der  ft  ist  augenscheinlich  der  Menge  M^,  mit 
Ausschlufi  des  Elementes  /3^,  aquivalent,  also,  da  Jlf^  transfinit  ist,  aucb 
^  M^.  Die  Gesamtheit  der  so  definierten  /t  ist  eine  Teilmenge  von 
P  und  <-  S. 

Noch  leichter  ist  der  zweite  Teil  der  in  (1)  enthaltenen  Behauptung 
zu  erharten.  Wenn  man  in  /S^o  als  A**°  Index  nicht  alle  Elemente 
von  S,  sondem  nur  diejenigen  zulafit,  die  Elemente  von  Jlf^  sind,  so 
erhalt  man  unmittelbar  eine  Teilmenge  von  >S^«,  die  '^  P  ist. 

Aus  (1)  folgt  noch,  indem  man  zur  Xq'***  Potenz  erhebt: 

und  hieraus  infolge  des  Aquivalenzsatzes: 

V^o  =  $\,  (2) 

2.  Es  soil  nun  weiter  vorausgesetzt  werden,  dafi  die  Machtig- 
keiteu  der  Mengen  Jfcf/ durch weg  wachsen,  das  heifit  immer 

ist.  Wir  beweisen,  daB  in  diesem  Falle  niemals  p  ==  5,  also 
wegen  (1)  immer 

V>B  (3) 

ist. 

Anders  ausgedriickt:  Die  Aquivalenz  P  ~  S  ist  unter  den  jetzt 
festgestellteu  Bedingungen  unmoglich.  In  der  Tat  fiihrt  diese  Annalime 
zu  einem  Widerspruch. 

Soil  namlich  zwischen  P  und  S  eine  ausnahmslos  ein-eindeutige 
Beziehung  bestehen,  so  miissen  auch  die  in  S  enthaltenen  Elemente  von 
Mj^  entsprechende  Elemente  von  P  bestimmen.  Die  in  diesen  Elementen 
zur  Verwendung  gelangenden  k  +  1*®"  Indizes  bilden  also  eine  Menge, 
deren  Machtigkeit  hochstens  m^,  ist.    Die  k  +  I**'"  Indizes  der  Elemente 


trausiinit  ist.     Wir  beschranken  una  der  Kurze  wegen  auf  den  obeu  angegebenen 
FaU. 

Verh.  d.  IIL  Internat.  Mathom.-Kongr.  Heidelberg  1904.  10 


^/I+1>     '^fl-i-if     ■'a* +8  7 
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von  P  sind  aber  aus  der  Menge  -M]t^i  zu  wahlen,  deren  Miichtigkeit 
lUj^i  >  ttlj  ist.  Es  gibt  demnach  eine  Teilraenge  M\_^,^  von  i^/^t+i;  ^i® 
bei  der  Biidung  jener  Elemente  von  P,  die  Elementen  von  Mj.  ent- 
sprechen,  gar  nicht  zur  Verwendung  gelangt. 

Bildet  man  also  solche  Elemente  von  P,  in  denen  vom  zweiten 
Index  ab  Elemente  von  M\,  M\,  •  •  •  beniitzt  werden,  so  kann  ein 
solchee  bei  der  angenommenen  Aquivalenzbeziehung  keinem,  in  irgend 
einem  M.  enthaltenen  Elemente  ent&^rechen.  D.  h.  die  angenommene 
Aquivalenzbeziehung  ist  als  unmoglich  erwiesen. 

3.  Ist  A^  irgend  eine  wohlgeordnete  Menge  von  der  Machtigkeit 
X^,  so  gibt  es  nach  den  bekannten  Grundsatzen  der  Cantorschen  Theorie 
eine  abzahlbar  unendliche  Folge  wohlgeordneter  Mengen 

SO  daB;  wenn  wir  die  iimen  entsprechenden  Machtigkeiten  mit 

bezeichnen, 

ist. 

Wir  bilden  nun  die  Mengen  S  und  P  in  bezug  auf  diese  Folge 
wohlgeordneter  Mengen.  S  ist  jetzt  eine  abzahlbar  unendliche  Folge 
wohlgeordneter  Mengen ^  also  selbst  eine  wohlgeordnete  Menge,  deren 
Machtigkeit  entsprechend  mit  i5  =  ^^+t„  bezeichnet  wird. 

Dann  ist  wegen  lf>$  auch 

Da  aber  fiir  das  Kontinuum 

kann  das  Kontinuum  keiner  wohlgeordneten  Menge  vom  Cha- 
rakter  ?*^+co  aqnivalent  sein. 

Der  einfachste  Fall  ergibt  die  Nichtabzahlbarkeit  des  Kontinuums. 

4.  Herr  Bernstein*)  hat  den  aUgemeinen  Satz 

^^^0  =  K^2^o 

aufgestellt;  aus  dem,  wenn  man  voraussetzt,  daB  das  Kontinuum  irgend 
einer  wohlgeordneten  Menge  A^  von  der  Machtigkeit  i5^  iiquivalent  ist, 
und  ^,=  ^^+0,  gesetzt  wird, 


•)  Felix  Bernstein,  Untersnchungen  aus  der  Mengenlehre,    Inaug.-Diaser- 
tation.     65ttingen  1901.    pag.  49. 
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folgen  wtirde.  Die  Annahme,  daB  das  Kontinuum  einer  wohlgeordneten 
Menge  aqniyalent  ist,  ware  also  gewifi  falsch^  wenn  der  Bemsteinsche 
Satz  allgemein  ^  richtig  ware.  Leider  hat  jedoch  dessen  Beweis  eine 
wesentliche  Liicke,  da  fttr  l^^  und  jede  der  oben  betrachten  ^singularen" 
woblgeordneten^  Mengen,  die  Annahme;  daB  jede  abzahlbare  Teilmenge 
in  einem  Abschnitte  der  ganzen  Menge  liegt,  nicht  mehr  statthaft  ist. 

Ich  erwaKne  dies  yor  allem,  um  den  SchluB^  den  ich  in  meinem 
EongreBvortrage  unter  Annahme  dftr  Richtigkeit  des  Bemsteinschen  Satzes 
aus  diesem  zog,  ausdriicklich  zurfickzunehmen. 

Doch  glaube  ich,  daB  die  Sache  noch  auBer  der  historischen  Treue 
ein  gewisses  Interesse  bietet. 

Ware  namlich  umgekehrt  das  Eontinuum  keiner  wohlgeordneten 
Menge  aquivalent,  also  groBer  als  jede  wohlgeordnete  Menge,  so  wtirde 
aus 

2^0  >  K^ 
immer  auch 

k/o  =  2^o  =  «,2^o^  (B.) 

der  Bemsteinsche  Satz  folgen. 

Dieser  formuliert  also  geradezu  das  Eontinuumproblem  in  neuer 
und  nicht  uninteressanter  Weise. 

Ist  (B.)  allgemein  richtig,  so  kann  das  Eontinuum  keiner  wohl- 
geordneten Menge  aquivalent  sein.  Eann  man  aber  (B.)  auch  nur  fUr 
ein  ^(  als  falsch  erweisen,  so  muB  das  Eontinuum  einer  wohlgeordneten 
Menge  aquivalent  sein. 

Insbesondere  wird  das  Eontinuum  in  der  abzshlbaren  Folge 

enthalten  sein  oder  nicht,  je  nachdem  K„^©  groBer  oder  gleich  2^o  ist. 


1^ 


Ein  Beitrag  zum  Fermatschen  Satze. 

A.  Capelli  aus  Neapel. 


I. 

1.   In  der  Fermatschen  Gleichung 

o*-i  =  l+aft,  (1) 

wo  a  und  h  Primzahhlen  sind^  lafit  sich  die  ganze  Zahl  u  bezeichnen 
durch 

indem  man  mit  E{x)  die  groBte  natUrliche  Zahl  versteht,  welche  in 
irgend  einer  positiven  Zahl  x  enthalten  ist. 

Ich  will  hier  zeigen^  wie  man  die  Grofie  Ei-i-j  in  sehr  einfacher 
Weise  rational  und  ganz  dorch  die  Grofien: 

ausdrUcken  kann. 

Schreibt  man  die  Fermatsche  Gleichung  in  der  etwas  symmetrischeren 
Gestalt 

so  gilt,  wie  wir  im  folgenden  beweisen  werden,  fQr  die  entsprechende 
Grofie 

die  Gleichung 

A^I+e{^^)^e(^^),  (I) 

-r— )  un- 
mittelbar  entnehmen: 
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2.  Yersteht  man  unter  (p  (x\  wie  gewohnlich^  die  Anzahl  der  Zahlen, 
welche  kleiner  als  x  and  zu  x  relativ  prim  sind^  so  kann  man  der  so- 
genannten  verallgemeinerten  Fermatschen  Gleichung: 

wo  a  und  b  relative  Primzahlen  sind^  die  symmetrischere  Gestalt  geben: 

avi^)  +  lM^)^l  +  Aab, 

and  man  hat,  als  Verallgemeinerung  der  entaprechenden  obigen  Gleichang: 
Au8  dieser  Gleichung  folgt  dann  leicht  der  Aasdrack  von  a: 

.-^e-)-,[.+^(^)+^e^')]-*...-.. 

n. 

1.   Im  folgenden  bezeichnen  wir  mit  dem  Symbol 

den  positiven  Rest  von  irgend  einer  ganzen  Zahl  x  in  bezag  auf  den 
Modal  a.  Sind  also  a  and  b  relative  Primzahlen,  so  hat  man  wegen  des 
Fermatschen  Satzes: 

Es  besteht  nun  eine  sehr  einfache  Beziehung  auch  zwischen  den  zwei 
Grofien 

und  eben  an  diese  Beziehung  lafit  sich  der  Beweis  der  oben  angefuhrten 
Formeln  (I)  und  (I)'  ankniipfen. 
Da  die  Summe 

fiir  jeden  positiven  ganzzahligen  Wert  von  Xy  wie  man  leicht  erkennen 
kann,  durch  das  Produkt  ab  teilbar  ist,  schreiben  wir 
a'  [a^'^-'l  +  b^  Ib^^^-^l-  1  -  M^ab, 

wo  M^  eine  von  X  abhangende  ganze  positive  Zahl  ist.  Aus  dieser 
Gleichung  kann  man,  wenn  man  beachtet,  dafi 

[a»(*)-^],<6,    |;6*<»)-^],<a, 
die  Folgerung  ziehen,  daB: 

a^b  +  b^a  —  l>  M^ab 
und  hieraus 

M^<a^''+b^'\ 
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Aus  dieser  Ungleichheit  geht  nun,  im  Falle  A  —  1,  die  Gleichung  hervor: 

Es  besteht  also  die  Relation 

a  K*)-^],  +  6[&9(«)-i]^==  l  +  ah.  (II) 

Bind  a  und  b  Primzahlen,  so  hat  man  insbesondere 

2.  Wenn  man  nun  die  Gleichungen: 

a9(*)-i=  [a9(*)-i]^+  ft  .i;(^?-^_j, 

respektive  mit  a  und  ft  multipliziert  und  addiert,  so  erhalt  man,  mit 
Riicksicht  auf  Gleichung  (U): 

was  eben  zu  beweisen  war. 


(Jber  die  Bestimmang  der  lineareu  Teller 
einer  algebraischen  Form. 

Von 
F.  HocEVAR  aus  Graz. 

In  den  zahlreichen  Arbeiten  iiber  die  linearen  Teiler  der  Formen 
beschaftigte  man  eich  bisher  in  der  Kegel  nur  mit  solchen  Formep, 
deren  samtliche  Faktoren  linear  sind.  Den  Gegenstand  meines  Vor- 
trages  bilden  nun  beliebige  Formen,  somit  auch  solehe,  welche  irre- 
duktible  Faktoren  verschiedener  Grade  enthalten,  und  ich  will  auf  zwei 
verschiedenen  Wegen,  welche  allerdings  zum  Teil  zusammenfallen,  zeigen, 
wie  man  die  linearen  Faktoren  solcher  Formen  bestimmen  kann. 

§  1.  Nach  beiden  Methoden  muB  zunachst  die  gegebene  Form 
von  ihren  vielfachen  Faktoren  befreit  werden.  Zu  diesem  Zwecke  sieht 
man  nach,  ob  die  Form  eine  Variable  enthalt,  deren  hochste  Potenz 
\on  gleichem  Grade  ist  wie  die  Form.  1st  keine  solche  Variable  vor- 
handen,  so  kann  man  durch  eine  umkehrbare  lineare  Substitution  be- 
wirken,  daB  einige  oder  auch  samtliche  Variable  der  erwahnten  Forde- 
rung  geniigen.  Ich  kann  also  ohne  Einschrankung  der  Allgemeinheit 
annehmen,  daB  die  vorgelegte  Form 

wenn  sie  vom  /)*®°  Grade  ist,  auch  das  Glied  mit  x^p  enthalt. 

Dividiert  man  nun  die  Form  F  durch  den  groBten  gemeinsamen 
Teiler  der  Form  und  ihrer  Ableitung  nach  x^y  so  erhalt  man,  wie  ich 
vor  kurzem  bewiesen  habe*),  eine  Form 

welche  dieselben  irreduktiblen  Faktoren  enthalt  wie  -F,  jedoch  jeden  nur 
iu  der  ersten  Potenz.    Es  genugt  also  die  linearen  Faktoren  der  letzteren 


*)  Ho6evar,  Ober  die  Zerlegbarkeit  algebraischer  Formen  in  lineare  Fak- 
toren, Wiener  Sitzungsberichte,  Februar  1904,  pag.  409—428. 
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Form  zu  bestimmen,  und  man  hat  dann  nur  noch  ihre  Multiplizitat  in 
der  urspriinglich  gegebenen  festzustellen. 

Die  so  erhaltene  Fonn  f  ist  zu  ihrer  Ableitung  nach  Xy^  teilerfremd. 

§  2.  Die  erste  der  beiden  Methoden  zur  Bestimmung  der  linearen 
Teller,  welche  ich  hier  mitteilen  will,  beruht  auf  folgendem  Satze: 

L   Eennt  man  ein  spezielles  Wertsystem 

^«  =  «i    (t==l,2,...n), 

ftir  welches  ein  linearer  Teller  der  Form  f  verschwindet  und 
alle  iibrigen  (linearen  und  nichtllnearen)  Teller  von  Null  ver- 
schleden  sind,  so  ist  hlerdurch  jener  llneare  Teller  bestimmt 
und  zwar  ausgedrtlckt  durch 


pm; 


Der  Zelger  Null  soil  hler  und  Im  folgenden  andeuten,  dafi  die  Varlablen  x 
durch  die  speziellen  Werte  a  ersetzt  sind. 
Beweis.     Es  sei 

m 

«=1 

der  llneare  Teller  der  Form  /*,  welcher  fiir  0?^  =«  a^  (i«=  1,  2,- •  n)  ver- 
schwindet.    Ist  nun 

somit  • 

so  folgt  durch  die  Substitution  a;^  =  a^  (i  =  1 ,  2,  •  •  •  n) 


( 


ft).-"'"- 

und  da  nach  der  Yoraussetzung  t?^  =4=  ^  ^^^y 

Damlt  1st  der  Satz  I  bewlesen,  da  bel  der  Bestimmung  elnes 
Tellers  ein  konstanter  Faktor  nicht  in  Betracht  kommt.  FUr  n  ^  3 
hat  dieser  Satz  folgende  geometrische  Bedeutung  (und  eine  analoge  fiir 
n  =  4): 

Hat  die  Eurve  /* »  0  einen  geradlinigen  Zweig  und  kennt  man 
die  Eoordlnaten  Xi »  a^  Irgend  elnes  seiner  Punkte,  durch  welchen  keln 
anderer  Zweig  der  Eurve  hindurchgeht,  so  1st  hlerdurch  die  Gleichung 
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jenee  geradlinigen  Zweiges  bestimmt;  es  ist  die  Gleichung  der  Tangente 
an  die  Eurve  /* »  0  mit  dem  Punkte  x^  =  a^  als  Beriihmngspankt. 

§  3.    Urn  nun  samtliche  linearen  Toiler  der  Form  f  zu  bestimmen^ 
setze  man  in  der  Gleichung  /* »  0 

Die  Werte  a  seien  so  gewahlt,  dafi  die  entsprechenden  Werte  von  x^, 
d.  h.  die  Wurzeln  der  Gleichung 

welche  mit 

bezeichnet  werden  sollen,  voneinander  verschieden  sind.  Dies  ist  stets 
moglichy  ja  sogar  im  allgemeinen  der  Fall,  da  f  zur  Ableitung  nach  x^ 
teilerfremd  ist  und  die  Diskriminante  der  obigen  Gleichung  fiir  oo""* 
Wertsysteme  der  a  von  Null  verschieden  ist  und  nur  ffir  (»*•"* 
Wertsysteme  verschwindet. 

Hat  nun  die  Form  /**einen  linearen  Teiler,  so  verschwindet  der-' 
selbe  fur  eines  der  Wertsysteme 

(A=.l,2,...m) 

und  alle  anderen  Teiler  der  Form  sind  fQr  dasselbe  Wertsystem  von 
Null  verschieden.  Somit  ist  nach  dem  Satze  I  der  lineare  Teiler  mit 
einem  der  AusdrUcke 


^A^X 


(A  =  1,  2, . .  •  m) 

identisch.  Das  gleiche  gilt  von  jedem  anderen  linearen  Teiler.  Man 
erhalt  somit  samtliche  linearen  Teiler  der  Form  f,  indem  man  aus  den 
eben  berechneten  linearen  Ausdriicken  jene  herausgreift,  welche  Teiler 
der  Form  f  sind,  was  sich  durch  direkten  Versuch  feststellen  laBt. 

Das  eben  entwickelte  Verfahren  ist,  wie  man  sieht,  sehr  einfach 
und  fahrt  stets  zum  Ziele.  Es  haftet  ihm  jedoch  die  Unbequemlichkeit 
an,  dafi  der  erforderliche  Bechnungsaufwand  und  insbesondere  der  Grad 
der  aufzulosenden  Gleichung  vom  Grade  der  Form  und  nicht  von  der 
Anzahl  der  linearen  Teiler  abhangt.  Wenn  also  z.  B.  eine  Form  w*^ 
Grades  keinen  linearen  Teiler  besitzt,  so  mufi  man,  um  dies  nach  un- 
serem  Verfahren  zu  konstatieren,  dennoch  eine  Gleichung  m**°  Grades 
auflosen,  die  entsprechenden  m  linearen  Ausdriicke  berechnen  und  die 
Form  durch  jeden  derselben  dividieren. 

§  4.     Von  diesem  Mangel  ist  die  zweite  Methode  frei,  welche 
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auf  gewissen  Eigenschaften  der  Hesseschen  Detenninante  beruht.  Da 
filr  das  Zerfallen  einer  quadratischen  Form  in  lineare  Faktoren  not- 
wendig  ist  und  hinreicht,  daB  alle  dreizeiligen  Minoren  ihrer  Deter- 
minante,  somit  auch  ihrer  Hesseschen  Detenninante  verschwinden,  so 
ist  die  Vennutung  gerechtfertigt,  daB  auch  bei  Fonnen  hoherer  Grade 
das  Vorhandensein  linearer  Teiter  durch  die  dreizeiligen  Minoren  ihrer 
Hesseschen  Detenninante  angezeigt  wird.    In  der  Tat  bestehen  die  Satze: 

n.  Jeder  lineare  Teiler  einer  Form  ist.zugleich  ein  Teiler 
aller  dreizeiligen  Minoren  ihrer  Hesseschen  Determinante. 

Beweis.     Es  sei 

Uann  ist 

£  ±  LxOJyr  =H+Ku  +  Lu'  +  Mu\ 

Darin  bedeuten  U,  K,  L,  M  leicht  zu  berechnende  Formen,  von  denen 
die  erste  identisch  verschwindet.*) 

in.  Jeder  nichtlineare  Teiler  einer  Form,  welcher  zugleich 
ein  Teiler  aller  dreizeiligen  Minoren  ihrer  Hesseschen  Deter- 
minante ist,  laBt  sich  in  lineare  Faktoren  zerlegen. 

Beweis.  Mit  Benutzung  der  im  §  3  bestimmten  NuUstellen  der 
Form  /'  erhalt  man  aus  der  Gleichung  f  ^i)  fiir  x^  die  Potenzreihen 

x,  =  a,<^)+(.,-a.)g^;)  +  ...         +(-„-«j(|y^ 

(i  =  1,2,  •.•»»). 
Es  sei  nun  v  ein  Teiler  U^  Grades  von  f,  also  etwa 

/*=  vw, 
Dann   sind  A;   der   obigen  Potenzreihen,   etwa   die  A  =  l,2,  •••A'   ent- 
sprechenden,   identisch  mit  jenen,   die  man  fiir  x^  aus   der  Gleichung 
v^O   mit   Benutzung    der   A  =  l,2,  •••ft   entsprechenden   NuUstellen 
von  f  erhalt. 

Aus  der  Gleichung  /*  =  0  folgt  durch  DiflFerentiation  und  mit  An- 
wendung  der  Eulerschen  Relationen  die  Formel**) 


(a,/J  =  2,3, 


/n 

^u 

A^ 

fa 

fa 

f'^ 

fal 

fa. 

fafl 

«). 

*)  Vgl.  a.  a.  0.,  pag.  411. 
•*)  Vgl.  a.  a.  0.,  pag.  416. 
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Wenn  also  v  ein  Teller  samtliclier  dreizeiligen  Minoren  von  H{f) 
isty  so  liat  man 


worin  G  eine  gewisse  ganze  Fimktion  bedeutet  und  U  eine  gebrochene 
Fnnktion,  deren  Nenner  nur  die  Faktoren  f\  und  w  enthalt.  Aus  der 
letzten  Gleichong  folgt  weiter 

worin  V  eine  gebrochene  Fimktion  bedeutet,  deren  Nenner  nur  die 
Faktoren  /^  und  w  enthalt  u.  s.  f.  Da  nun  an  den  den  Werten  A=l ,  2,  •  •  •  A 
entsprechenden  Nullstellen  von  /*  diese  Form  verschwindet,  hingegen 
/*!  und  w  von  Null  verschieden  sind,  so  fallen  in  den  aus  t;  =  0  fQr 
Xi  erhaltenen  Potenzreihen  alle  Glieder  von  hoherer  als  der  ersten  Ord- 
nung  weg  und  v  zerfallt  also   in  lauter  lineare  Faktoren.     W.  z.  b.  w. 

Aus  den  Satzen  II  und  III  folgt  der  Satz: 

IV.  Der  grofite  gemeinsame  Teiler  einer  Form  und  aller 
dreizeiligen  Minoren  ihrer  Hesseschen  Determinante  ist  zu- 
gleich  das  Produkt  aller  linearen  Teiler  der  Form. 

Auf  Grund  dieses  Satzes  kann  man  die  linearen  Teiler  einer  Form 
auch  auf  folgende  Weise  bestimmen:  Man  berechnet  mittels  des  Eu- 
klidschen  Algorithmus  den  grofiten  gemeinsamen  Teiler  T  der  Form  f 
und  aller  dreizeiligen  Minoren  von  H{f)  und  zerlegt  ihn  dann  nach 
der  ersten  Methode  in  seine  (linearen)  Faktoren. 

Ist  T  vom  Grade  V,  so  enthalt  die  Form  h  lineare  Teiler  und  man 
hat  in  diesem  Falle  nur  eine  Gleichung  A;*®°  Grades  aufzulosen. 

Ist  T  =:f,  so  zerfallt  f  in  lauter  lineare  Faktoren. 

Fur  das  Zerfallen  einer  Form  f  in  lauter  lineare  Faktoren 
ist  also  notwendig  und  hinreichend,  daB  alle  dreizeiligen  Mi- 
noren von  H{f)  durch  /'  teilbar  sind.*) 

Ist  T  konstant,  so  besitzt  die  Form  keinen  linearen  Teiler.  Dies 
kann  man  also  auch  schon  behaupten,  wenn  /'  zu  einem  dreizeiligen 
Minor  von  U{f)  teilerfremd  ist. 

§  5.  Der  Satz  IV  ist  fur  «  =  3  in  unveranderter  Form  gut  brauch- 
bar  und  lautet  in  diesem  Falle: 

Der  groBte  gemeinsame  Teiler  einer  ternaren  Form  und 
ihrer  Hesseschen  Determinante  ist  zugleich  das  Produkt  der 
linearen  Teiler  der  Form. 

Ffir  n  >  3  erfordert  jedoch  die  Anwendung  des  Satzes  IV  wegen 

*)  Dieser  Satz  wurde  a.  a.  0.,  pag.  419,  direkt  abgeleitet. 
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der  groBen  Anzahl  der  dreizeiligen  Minoren  iiberaus  langwierige  Rech- 
nungen.     Diese  Anzahl  betragt  im  allgemeinen  Falle 


i(:)[G)+>]. 


Bomit  ftir  n  =  4,  5,  (5,  •  •  •  beziehungsweise  10,  55,  210,  ••  • 

Es  lafit  sich  nun  zeigen,  daB  eine  weit  geringere  Anzahl  der  drei- 
zeiligen Minoren  zur  Berechnung  des  T  ausreicht,  wenn  man  sich  des 
folgenden  Satzes  bedient: 

y.  Ist  in  einer  Matrix,  deren  Elemente  ganze  Fanktionen 
der  Variablen  x^,  ^2>  *  * '  ^n  sind,  irgend  eine  r-zeilige  Deter- 
minante  d  teilerfremd  zn  einer  ganzen  Funktion  v,  welche 
keine  vielfachen  Faktoren  enthalt,  und  ist  jede  (r  +  l)-zeilige 
Determinante  der  Matrix,  welche  aus  d  durch  Hinzufiigang 
einer  Zeile  und  einer  Spalte  entsteht,  durch  v  teilbar,  so  sind 
auch  alle  iibrigen  (r+ l)-zeiligen  Determinanten  der  Matrix 
durch  V  teilbar. 

Dieser  Satz  ist  dem  bekannten  Kroneckerschen  Satze*),  durch 
welchen  man  die  Berechnung  des  Ranges  einer  Determinante  mit  kon- 
stanten  Elementen  abkUrzen  kann,  nachgebildet  und  wird  mit  Hilfe  des- 
selben  und  von  Stetigkeitsbetrachtungen  bewiesen.**) 

Aus  dem  Satze  Y  ergibt  sich  durch  Spezialisierung  der  Satz 

VI.   Ist  in  H(f)  der  Diagonalminor 

zu  f  teilerfremd,  so  ist  der  gr.  g.  Teiler  von  /*  und  der  (**  _    j 
Minoren 

(a,  /J  -  3,  4,  •  . .  n) 

auch  ein  Teiler  aller  Ubrigen  dreizeiligen  Minoren  von  H(f), 
Somit  geniigt  es  zur  Berechnung  des  Produkts  der  linearen  Teiler 
einer  Form  ftir  w  =*  4,  5,  6,  •  •  •  beziehungsweise  nur  3,  6,  10,  •  •  •  drei- 
zeilige  Minoren  von  11(f)  zu  verwenden,  wenn  man  zuvor  einen  zu  f 
teilerfremden  zweizeiligen  Diagonalminor  von  Hif)  gefunden  hat. 


*)  Eronecker,  Joum.  f.  Math.,  72;  auch  Baltzer,  Determinanten,  4.  Aufi., 
pag.  78. 

**)  In  der  Diskussion  bemerkte  Heir  Landsberg,  daB  dieser  Satz  schon  in  der 
im  99.  Bande  des  Crelleschen  Journals  publizierten  Abhandlung  Eroneckers  und 
zwar  in  allgemeinerer  Form  enthalten  sei. 


tTber  lineare  Differenzengleichungen. 

Von 
A.  GuLDBERO  aus  Christiania. 


Schon  langst  ist  man  auf  die  grofie  Analogie,  die  zwischen  der 
Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  und  der  linearen  Differenzen- 
gleichungen besteht,  aufmerksam  gewesen.  Ich  darf  insofem  f&r  die 
Hiere  Zeit  nur  die  Arbeiten  von  Euler,  Laplace,  Lagrange  and 
Cauchy,  und  fOr  die  neuere  Zeit  die  Arbeiten  von  Mansion,  Hej- 
mann,  Pincherle,  Selivanoff  und  Epsteen  nennen,  die  sich  mit 
diesen  Gegenstanden  beschaftigt  haben.  Es  soheint  mir  aber,  dafi  man 
noch  nicht  alle  Analogien  zwischen  diesen  zwei  Theorien  ausgenutzt 
hat,  ich  erlaube  mir  daher  kurz  einige  vielleicht  neue  Bemerkungen 
Hber  die  linearen  Differenzengleichungen  zu  machen. 

1.  Es  sei  gegeben  die  lineare  homogene  Differenzengleichung 
n*"  Ordnung: 

(I)     i*(y.)  =  y.+.  +  i'i"y.+,-i  +  p?'y.+,-,+  •••  +pr».=  o, 

WO  die  /),  gegebene  Funktionen  von  x  bedeuten. 
Man  hat  dann: 

J*(y«0  =  ".Pyr+^e,  P'y,+  ^*.P"y.+  •  •  •  +^1.  y«+„ 

WO  Py^,  P'yxf  '  •  •  ^^^^  einem  leicht  ersichtbaren  Algorithmus  abge- 
leitet  sind.  Diese  Formel  ermoglicht  die  Ordnungsemiedrigung  von  (I) 
um  eine  Einheit,  sobald  man  eine  partikulare  Losung  i/^^  kennt;  denn 
setzt  man  ffg^^y^^JS^,  so  enthalt  die  Gleichung  fiir  jer^  die  Funktion  js^  nicht 
mehr  explizit.  Geniigt  y]^^  zugleich  den  Gleichungen  Py,=0,  P'y^=0,  •  •  •, 
P'*-i>y^=.  0,  mit  anderen  Worten,  sind  y'^\  xy'^',  ■  •  .,  x^^-^)y'J'  gleich- 
zeitig  Losungen  von  (I),  so  emiedrigt  sich  die  Ordnung  um  k  Ein- 
heiten*);  dieser  Fall  entspricht  dem  einer  A-fachen  Losung  (nach 
Eonigsbergers  Terminologie)  einer  linearen  Differentialgleichung.  Man 
kann  so  die  Ordnung  sukzessive  um  k  Einheiten  emiedrigen,  wenn  man 

*)  Guldberg:  Comptes  Rendos,  tome  137  p.  660. 
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Ic  partikulare  Losungen  kennt;  aber  man  mu6  dazu  voraussetzen,  daB 
diese  Losungen  linear  unabhangig^  d.  h.  durch  keine  homogene 
lineare  Relation  mit  konstanten  Koeffizienten  verkniipft  seien.  Die 
Bedingung  dafiir  ist  bekanniJich,  daB  die  Determinante 


^(yi",yf,  ••-,»?')  = 


y'r       ■  ■  ■  y'i' 


yx+A-1  •  •  •  Vx^k- 


nicht  identisch  Null  ist. 

Man  beweist  feraer,  daB  die  Gleichung  (I)  unter  gewissen  Be- 
dingungen,  die  wir  hier  stets  als  erfiillt  voraussetzen,  Sjsteme  von  n 
linearen  unabhangigen  Losungen  besitzt;  man  nennt  diese  Funda- 
mentallosungen.  Jedes  Fundamentalsystem  laBt  sicli  auf  die  Form 
bringen  *) : 

-/I) -,(1)        -/2)  ^  4,(1)  y»  -,(»)        ,/3) «(l)  y>  ,,(2)  y  -,(3)      .  .  . 

in  der  keine  von  den  Funktionen  v^i\  Vx\  •  •  •,  t??*  identisch  Null  ist. 
Die  allgemeine  Losung  von  (1)  ist: 


^ 


wenn  y^}\  -  -  -,  y*^  ein  Fundamentalsystem  partikularer  Losungen  bilden 
und  die  c^ ,  •  •  • ,  c^  willkiirliche  Konstanten  sind. 

2.  Gleichungen  mit  konstanten  Koeffizienten. 

Hat  die  Gleichung  (I)  konstante  Koeffizienten,  d.  h.  ist  p^i^  =  ^u  *  •  *, 
p^^^  =  «„ ,  so  laBt  sie  sich  bekanntlich  durch  elementare  Funktionen 
integrieren. 

Denn  setzt  man 

wo  die  a  jetzt  Konstante  sind,  so  gibt  jede  Wurzel  q ,  Cj ,  •  •  • ,  c^  der 
jjCharakteristischen"  Gleichung  f{x)  =  0  eine  Losung  y^.  =  c*  und  jede 
i'-fache  Wurzel  Jc  Losungen  c*,  rrc*,  •  •  •,  a:^*~^^c*.  Man  erhalt  n  Lo- 
sungen und  beweist,  dafi  sie  linear  unabhangig  sind  (Satz  von  Moivre, 
Euler). 

3.  Emiedrigung  der  Ordnung  der  Gleichung. 

Man  kann  die  Ordnung  der  Gleichung  Py^  =  0  auch  jedesmal  er- 
niedrigen,  wenn  man  eine  andere  lineare  Gleichung  kennt,  die  mit  ihr 
Losungen  gemein  hat.     Seien  Ay^  und  By^  zwei  Ausdriicke  derselben 

*)  Guldberg:  Comptes  Rendus,  tome  187  p.  660. 
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Form  wie  Py^,  der  zweite  nicht  von  hoherer  Ordnung  als  der  erste. 
Setzt  man  zur  Vereinfachung  voraus,  dafi  die  ersten  Eoeffizienten  aller 
dieser  Ausdriicke  sicli  auf  1  reduzieren,  so  kann  man  durch  rationale 
Operationen  zwei  analoge  Ausdrticke  Qy^  und  ify^.,  den  zweiten  von 
niedrigerer  Ordnung  als  By^^y  so  bestimmen^  dafi  identiscli 

wird.  Dann  ist  jede  gemeinsame  Losung  von  -4  =  0  und  J8  =  0  audi 
Losung  von  R  =-  0  und  umgekehrt.  Man  erhalt  so  durcli  ein  analoges 
Verfahren  wie  bei  der  linearen  Differentialgleichung  eine  lineare  Dif- 
ferenzengleichung  Cy^  =  0,  deren  Losungen  die  samtlichen  gemeinsamen 
Losungen  von  -4  =  0  und  S=0  sind.*)  Die  Voraussetzung  lafit  sich 
aber  ersetzen  durch  die,  dafi  Py^  =  0  alle  Losungen  einer  linearen 
Gleichung  k^'  Ordnung  Sy^  =  0  zulafit,  und  dafi  folglich  eine  Identitat 
der  Form  P(yJ  ==  T(Sy^)  besteht,  in  der  Ty^  einen  linearen  Differenzen- 
ausdruck  (n  —  A)**'  Ordnung  bedeutet. 

4.  Die  lineare  Gleichung,  die  ein  gegebenes  Fundamentalsystem 
von  Losungen  y^J\  •  •  •,  y^"*  besitzt,  ist 

Py.^J{y.,y'J>,-;yr)  =  0 

mit  der  frQher  angegebenen  Bedeutung  von  z/. 

Man  erhalt  daraus  Ausdriicke  der  Verhaltnisse  p^^  durch  die 
yx\  ' '  ',  yx^  und  ihre  sukzessiven  Werte  in  der  Form  von  Determinanten- 
quotienten,  entsprechend  den  Ausdriicken  der  Eoeffizienten  einer  linearen 
Differentialgleichung.     Speziell  hat  man  die  Formel: 


wo 


(- 

i)--;>y'  = 

j/.^''      • 

■  ■  y«<-^ 

^.= 

»i?;.    • 

•yn. 

y'JU-r  ■ 

••y)ri«-. 

5.  Rationale  Differenzenfunktionen  der  Losungen  eines  Fundamental- 
systems. 

Auch  die  Theorie  der  invarianten  Funktionen  der  Losungen  einer 
linearen   Differentialgleichung   hat    ihr   Analogon   in   der   Theorie   der 

•)  Pincherle:  Memorie  delle  R.  Accad.  di  Bologna,  S.  V.  t.  V  p.  87;  Man- 
sion: Memoire  cour.  par  TAc.  R.  de  Belgique,  t.  22;  Guldberg:  Comptes  Rendos, 
t.  187  p.  660. 

**)  Heymann:  Crelles  Journal,  B.  109  p.  114;   Guldberg:  Comptes  Rendus, 
t.  137  p.  660. 
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linearen  Differenzengleicliungeii.  Das  allgemeinste  FimdamentalsyBtem 
yj^\  '",  yj'^^  der  Gleichung  (I)  laBt  sich  aus  einem  speziellen yj^\  •  •  •,  yj^^ 
durch  die  Gleichungen 

y.«  =  ^ '*"*-*'  (»  =  i,2,...,«) 

ableiten,  die  die  allgemeine  homogene  Grappe  G  definieren.  Diese 
Ghnppe  spielt  also  hier  dieselbe  Uolle  wie  bei  den  linearen  Differential- 
gleichungen  und  wie  die  Ghnppe  der  Vertaaschungen  von  n  Buchstaben 
fttr  die  algebraische  Gleichung  n*®'  Ordnung.  Die  p^^^^  sind  als  Funktionen 
der  y^  und  ihrer  sukzessiven  Werte  Differenzeninvarianten  der  Gruppe  6f , 
und  jede  mit  den  y^^  und  ihren  sukzessiven  Werten  gebildete  Ditferenzen- 
invariante  von  G  ist  Funktion  der  pj^^^  und  ihrer  sukzessiven  Werte 
allein;  ist  sie  Qberdies  eine  rationale  Funktion  der  y^,  ihrer  sukzessiven 
Werte  und  von  x,  so  ist  auch  ihr  Ausdruck  in  den  pj^^\  ihren  sukzes- 
siven Werten  und  x  rational.  Jede  relative  Differenzeninvariante  von 
G  ist  das  Produkt  einer  rationalen  Funktion  der  pj^^  und  ihrer  suk- 
zessiven Werte  in  11  {— l^pj^^l*) 

Sei  allgemeiner  R  irgend  eine  DifferenzenfunktioU;  die  rational 
aus  yj^^\  •  •  •,  yj^^  ihren  sukzessiven  Werten  und  x  gebildet  ist.  Ihre 
Eigenschaften  sind  verknQpft  mit  denjenigen  ihrer  Gruppe,  d.  h.  der- 
jenigen  Untergruppe  g  von  6r,  bei  der  die  Form  dieser  Funktion  un- 
geandert  bleibt.  Die  aus  R  durch  die  allgemeine  Transformation  von  G 
abgeleitete  Funktion  ist  die  allgemeine  Losung  einer  in  R  und  seinen 
sukzessiven  Werten  rationalen  Differenzengleichung  W{R)  =  0,  deren 
Eoeffizienten  rationale  Funktionen  der  pj^''\  ihrer  sukzessiven  Werte  und 
von  X  sind.  Man  kann  W{R)  ==  0  eine  Transformierte  oder  Resolvente 
von  Py^  =  0  nennen;  sie  ist  von  der  Ordnung  n'—r,  wenn  r  die 
Zahl  der  Parameter  von  g  ist. 

Sei  S  eine  andere  Differenzenfunktion  derselben  Natur  wie  R^ 
und  h  ihre  Gruppe.  Ist  A  in  gr  enthalten,  so  laBt  sich  JB  rational  in 
S,  den  pj^\  ihren  sukzessiven  Werten  und  x  ausdrUcken.  Allgemein 
geniigt  R  einer  rationalen  Differenzengleichung,  deren  Koeffizienten 
rationale  Funktionen  von  S,  den  p^W,  ihren  sukzessiven  Werten  und 
von  X  sind,  und  deren  Ordnung  gleich  ist  der  Differenz  zwischen  der 
Parameterzahl  von  h  und  der  grofiten  gemeinsamen  Untergruppe  von 
g  und  h. 

Wenn  S  keine  Transformation  von  G  aufier  der  identischen  zu- 
laBt,  laBt  sich  jede  Funktion  R,  also  auch  jedes  der  Integrale  y^V  ';  y*"^ 


*)  Guldberg:  Comptea  Rendus,  t.  187  p.  614. 
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rational  durch  S,   die  px\  ihre  sukzessiven  Werte  und  x  ausdrUcken. 
SpezieU  gUt  das  fur  die  Funktion  S  =  u'}'y'^'  +  ufyf  +  •  •  •  +  uTyTyi^ 
der  die  uf  onbestimmte  Funktionen  von  x  bedeuten;  sie  genUgt  einer 
linearen  homogenen  DiflFerenzengleichung  n*^'  Ordnimg. 
Nimmt  man 

unter  Ux\  •  •  •,  w* ^  rationale  Funktionen  von  rr,  den  j)?^  und  ihren  suk- 
zessiven Werten  verstanden^  so  erhalt  man  eine  lineare  Resolvente 
Qz^,  die  im  allgemeinen  wie  Fy^  von  n**'  Ordnung  ist.  Die  Losungen 
von  Py^  =  0  und  Qz^  =  0  entsprechen  einander  durch  die  Relation 
£r^=»  Ry^  und  auch  durcli  eine  umgekehrte  von  derselben  Form  y^=  Sz^. 
Die  Gleichungen  Py^=0,  Qg^=^Q  sind  von  derselben  Art. 

6.  Assoziierte  Differenzengleichungen. 

Nach  dem  eben  Erwahnten  sind  die  einfachsten  Resolventen  die- 
jenigen,  denen  die  Minoren  der  Determinante  ^{y^i\  •  •  •,  yT)  genfigen. 
Diese  Determinante  selbst  geniigt  der  Gleichung  1**'  Ordnung: 

Alle  aus  denselben  m  Zeilen  von  /J  entnommenen  Minoren  genQgen 
einer  und  derselben  Gleichung  und  bilden  von  ihr  ein  Fundamental- 
system  von  Losungen;  ersetzt  man  die  m  Zeilen  durch  m  andere^  so 
erhalt  man  eine  Gleichung  derselben  Art.  Man  kann  sich  also  ftir  jedes 
m  auf  die  Untersuchung  derjenigen  Gleichung  beschranken,  welcher 
-^(y*^  •  •  •,  yS"!)  genfigt;  sie  heiBe  die  (n  —  w)**  Assoziierte  von 
Py^=  0.  Die  Losungen  eines  Fundamentalsystems  von  ihr  sind  (aufier 
fQr  w  =  1  und  m  =  w  —  1)  durch  homogene  ganze  Relationen  mit 
konstanten  Eoeffizienten  verbunden;  diese  Gleichungen  dienen  u.  a.  zur 
Untersuchung  der  Reduzibilitat  von  linearen  Gleichungen. 

7.  Rationelle  Integrationstheorie. 

Die  lineare  Differenzengleichung  n*®'  Ordnung  gestattet,  wie  die 
lineare  DiflFerentialgleichung,  eine  rationelle  Integrationstheorie. 

Die  gegebene  Gleichung  entspricht  namlich  mit  Beziehung  auf 
einen  gegebenen  Rationalitatsbereich  einer  Untergruppe  6f  der  allge- 
meinen homogenen  linearen  Gruppe  in  n  Veranderlichen  mit  folgender 
Doppeleigenschaft:  1.  Jede  rationale  DiflFerenzenfunktion  F,  deren  nume- 
rischer  Wert  rational  ist,  gestattet  numerisch  alle  Transformationen  von 
6r.  2.  Jede  Funktion  F,  die  numerisch  aUe  Transformationen  von  G  ge- 
stattet, hat  einen  rationalen  numerischen  Wert,*) 

Durch  eine  solche  Gruppe  ist  jede  spezielle  Gleichung  charakterisiert. 


*)  Guldberg:  Comptes  Bendus,  t.  137  p.  639. 

Verh.  d.  Iir.  Internat.  Mathem.-Kongr.    Heidelberg  1904.  1 1 
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Die  hieraus  entspringende  Iniegrationstheorie  besteht  in  der 
Bukzessiyen  Redaktion  der  Gruppe  dorch  Adjnnktion  nener,  dorch  Hilfs- 
gleichungen  definierten  Fnnktionen  von  x.  Sei  G^  eine  iiiTariaiite 
Maximaluntergrappe  von  G  and  ^  eine  charakteristische  Invariante 
von  6?^;  ii^  geniigt  als  Funktion  von  ii,  wo  ii  eine  Invariante  von  G 
ist;  einer  rationalen  Differenzengleichung.  Ist  diese  integriert,  so  gentLgt 
die  Adjunktion  eines  ihrer  Integrale  zur  Redaktion  der  Transformations- 
grappe  aaf  (r^.  Ist  die  Grappe  aaf  G^  redaziert,  so  fahrt  man 
ebenso  fort. 

Die  Tragweite  dieser  Methode  ergibt  sich  aas  dem  Satze:  Wenn 
die  Integration  einer  rationalen  Hilfsgleichang  die  Gruppe  G  redaziert, 
so  redaziert  sie  sie  aaf  eine  invariante  Untergrappe. 

Man  schliefit  hieraus  insbesondere: 

Py^  =>  0  ist  dann  and  nur  dann  durch  Qaadraturen  integrierbar, 
wenn  ihre  Transformationsgruppe  eine  integrable  Gruppe  ist. 

Daraus  folgt,  daB  die  allgemeine  lineare  Gleichung  n^'  Ordnung 
fUr  n  >  1  nicht  durch  endliche  Qaadraturen  integrierbar  ist. 

8.    Die  lineare  homogene  Differenzengleichung  2^'  Ordnung. 

Als  ein  Beispiel  der  in  7.  kurz  besprochenen  Integrationstheorie 
werden  wir  die  lineare  Differenzengleichung  2^'  Ordnung  betrachten. 
Die  folgende  Tabelle  stellt  die  lineare  homogene  Gruppe  in  zwei  Yer- 
anderlichen  und  ihre  samtlichen  algebraischen  Untergruppen  dar: 


(1) 

y'^'-ki^^  +  W^\ 

y?'  =  <,y?H<4»^'; 

(2) 

yi''  =  ^»<;>  +  <,!4% 

r."-'<.!4«  +  <4yi='', 

wo 

hh- 

<,<,-!  ist; 

(3) 

yi*>-<»!4'>, 

y<?>  =  <,yi?'+^,yL"; 

(4) 

n'-ki^\ 

y?'=<ij4*'+<*yi'>; 

(5) 

y'^-k^^', 

yi*'  =  <.»i*'; 

(6) 

yi"-Vjd", 

yf-trKi^r+k^^y, 

(7) 

y^^=ti^\ 

»i»'-¥i»; 

(8) 

y<"=!d^ 

y?>=y?'  +  <yi?'; 

(9) 

t^=i^^^\ 

y(«)=^  +  lj^«. 

Die  Gruppen  (2)  und  (7)  sind  die  einzigen  invarianten  Unter- 
gruppen der  allgemeinen  linearen  homogenen  Gruppe  (1).  Die  Ghnppen 
(3)  bis  (9)  sind  alle  integrabel. 

Betrachten  wir  die  allgemeine  lineare  Differenzengleichung 
2**'  Ordnung: 
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80  entspricht  ilir  die  allgemeine  lineare  Gruppe  (1).  Die  Grruppe  (2) 
hat  nun  die  Invariante 

die  durch  die  Gleichung 

(a)  ^,+i  +  a',^x=o 

bestimmt  ist.     Die  Grruppe  (3)  hat  die  Invariante 

WO  u^  durch  die  Gleichung 

bestimmt  ist. 

Wird  nun  die  Gleichung  (a)  gelost^  so  reduziert  sich  die  Gruppe 
der  Gleichung  (I)  auf  die  spezielle  lineare  Gruppe.  Wird  nun  gleich- 
zeitig  die  Gleichung  (b)  gelost^  so  reduziert  sich  diese  neue  Gruppe 
auf  die  identische  Gruppe,  die  Gruppe  (2)  ist  ja  einfach.  Die  Glei- 
chung (I)  mufi  daher  jetzt  gelost  sein.  Das  ist  auch  der  Fall.  Denn 
es  seien  w^,  u^J\  ti^^  3  Losungen  der  Gleichung  (b);  es  gibt  dann 
3  Losungen  der  Gleichung  (I),  so  dafi  wir  haben: 

y(l)  y(2)  y(l)     -L  y(8) 

y(i)  ***    ^  y{i)  ^X    y  y(l)-|>y<«)  **X> 

ist;  denn  die  2  ersten  Formeln  definieren  j^*)  und  y^^^  bis  auf  einen 
Faktor.     Wir  erhalten  dann: 

und  daher ^^^^' '("^^ "  <'^  ^  ''^ 

Das  Wurzelzeichen  kommt  daher,  dafi  die  Gruppen  von  -^,,  if^,  w^^^ 
und  M^^J  die  gemeinsame  Transformation 

besitzen.  fJ^^-V^J',    yi«=-yl*> 

Urn  nun  zum  SehluB  die  durch  endliche  Quadraturen  integrierbaren 

Gleiclmngen  zu  erhalten,   bemerken  wir,  dafi  der  Ausdruck  — ^*;-  zu  der 

Gruppe  (3)  gehort,  welche  Gruppe  aber  samtliche  folgenden  Gruppen 
en  thai  t,  d.  h.  alle  integrablen  Gruppen.  Wir  haben  somit  den  Satz: 
Soil  eine  lineare  Differenzengleichung  2**'  Ordnung  durch  endliche 
Quadraturen  integrierbar  sein,  so  mufi  fiir  irgend  eines  ihrer  Integrale  t/^) 

der  Ausdruck    -y|;^  rational  sein. 

11* 


Zur  Geometrie  der  Zahlen. 

(Mit  Projektionsbildem  auf  einer  Doppeltafel.) 

Von 

H.  Minkowski  aus  OOttingen. 


Im  folgenden  mochte  ich  yersuchen^  in  kurzen  Ziigen  einen  Be- 
richt  fiber  ein  eigenartiges^  zahlreicher  Anwendungen  fahiges  Eapitel 
der  Zahlentheorie  zu  geben^  ein  Eapitel^  yon  dem  Charles  Hermite 
einmal  als  der  ^^troduction  des  yariables  continues  dans  la  theorie 
des  nombres^'  gesprochen  hat.  Einige  heryorstechende  Probleme  darin 
betreffen  die  Abschatzung  der  kleinsten  Betrage  kontinuierlich  yer- 
anderlicher  Ausdriicke  fiir  ganzzahlige  Werte  der  Yariabeln. 

Die  in  dieses  Gebiet  fallenden  Tatsachen  sind  zumeist  einer  geo- 
metrischen  Darstellung  fahig^  iind  dieser  Umstand  ist  flir  die  in  letzter 
Zeit  hier  erzielten  Fortschritte  derart  maBgebend  gewesen,  daB  ich 
geradezu  das  ganze  Gebiet  als  die  Geometrie  der  Zahlen  be- 
zeichnet  habe. 

(Fig.  1.)  Die  erste  Figur  illustriert  ftir  die  Ebene  dasjenige 
Theorem,  welches  mit  Recht  als  das  Fundamentaltheorem  der  Geo- 
metrie der  Zahlen  bezeichnet  werden  kann,  weil  es  fast  in  jede  Unter- 
suchung  auf  diesem  Gebiete  hineinspielt. 

In  der  Ebene  denken  wir  uns  irgendwelche  Parallelkoordinaten  Xy  y 
eingefilhrt,  wobei  noch  fttr  jede  Achse  der  EinheitsmaBstab  beliebig 
gewahlt  sein  kann.  Die  Punkte  mit  ganzzahligen  Koordinaten  x,  y 
bilden  das  Zahlengitter  in  x,  y.  Dieses  Gitter  kann  auf  mannig- 
faltige  Weise  durch  ein  Geriist  yon  kongruenten  homothetischen 
Parallelogrammen  gestiltzt  werden,  welche  die  Ebene  iQckenlos  iiber- 
decken  und  als  deren  Ecken  die  Punkte  des  Gitters  erscheinen.  Bei 
einer  yollstandigen  und  einfachen  tJberdeckung  der  Ebene  kommt 
danach  sozusagen  auf  jeden  Gitterpunkt  ein  homologes  Gebiet  yon 
einem  Flacheninhalt  ffdxdy  =  1. 

Nun   denken   wir   uns   irgend   eine   geschlossene   konyexe   Kurye, 
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welche  im  NuUpunkt  einen  Mittelpunkt  haben  soil;  sie  darf  auch  gerad^ 
linige  Stiicke  anfweisen.  Das  yon  ihr  umschlossene  Gebiet  dilatieren 
wir  vom  NuUpunkte  aus  (bezw.  wir  ziehen  es  zusammen)  nach  alien 
Richtnngen  in  gleichem  Verhaltnisse  zu  einer  solchen  homothetischen^ 
d.  h.  ahnlichen  und  ahnlich  gelegenen^  der  griin  umrandeten  Figar^ 
welche  im  Inneren  den  NuUpunkt  als  einzigen  Gitterpunkt  enthalten, 
ihren  Rand  aber  durch  wenigstens  einen  weiteren  Gitterpunkt  schicken 
soil.  Ziehen  wir  weiter  diese  griine  Figur  vom  NuUpunkte  aus  im 
Verhaltnisse  1 : 2  zusammen  und  konstruieren  um  jeden  anderen  Gitter- 
punkt das  homologe  Gebiet,  so  erhalten  wir  offenbar  lauter  solche 
Gebiete,  die  nicht  ineinander  eindringen.  Da  nun  bei  liickenloser  t^er- 
deckung  der  Ebene  im  Durchschnitt  auf  einen  Gitterpunkt  ein  Flachen- 
inhalt  »  1  kommt,  so  mufi  der  Flacheninhalt  eines  solchen  rot  um- 
grenzten  Gebiets  <  1  bezw.  =  1  sein,  faUs  diese  roten  Gebiete  ebenfallB 
die  Ebene  liickenlos  ausfiiUen.  Das  yon  der  griinen  Kurye  umschlossene 
Gebiet  hat  daher  einen  Inhalt  ^  4.  Treiben  wir  es  endUch  zu  einem 
homothetischen  Gebiete  genau  yom  Inhalte  4  auf ,  so  kommen  wir  zu 
dem  Fundamentaltheoreme: 

Ein  konyexes  Gebiet  mit  einem  Mittelpunkt  im  NuU- 
punkt yom  Flacheninhalt  4  enthalt  stets  wenigstens  einen 
weiteren  Gitterpunkt. 

Die  Formeln  in  der  Figur  geben  den  analytischen  Ausdruck  dieses 
Theorems.  GenQgt  eine  Funktion  f{x,y)  den  Bedingungen  (1) — (4) 
und  ist  J  der  Flacheninhalt  des  Gebiets  f^^,  so  kann  man  stets 
solche  ganze  Zahlen  x,  y^  die  nicht  beide  NuU  sind,  finden,  woftir  die 
Funktion/*^ 2 J "2'  ausfaUt.  (1)  besagt,  daB  /*  wesentUch  positiy,  (2), 
daS  es  homogen  yon  der  ersten  Dimension  ist,  (3),  daB  das  Gebiet 
/*<!  einen  Mittelpunkt  hat,  und  wird  die  Lange  der  Verbindungs- 
strecke  zweier  Punkte  mit  den  relatiyen  Koordinaten  x,  y  durch  f{x,y) 
definiert,  so  besagt  (4),  daB  in  einem  Dreiecke  die  Summe  zweier 
Seitenlangen  niemals  kleiner  als  die  Lange  der  dritten  Seite  sein  soU. 

(Fig.  2.)  Eine  ausgezeichnete  Anwendung  dieses  Satzes  erlautert 
die  nachste  Figur.  Bekanntlich  tragen  die  gewohnUchen  Kettenbruch- 
entwickelungen  fiir  Funktionen  einer  Variabeln  einen  einfacheren 
Charakter  als  die  analogen  Entwickelungen  fUr  reeUe  GhroBen.  Eine 
Funktion  f{z),  die  fiir  jet  =  cx)  einen  Pol  hat,  laBt  sich  in  einen  Ketten- 
bruch  (1)  entwickeln,  worin  Fq{z)  und  die  Nenner  F^{z),  -fjW;  • '  ' 
ganze  rationale  Funktionen  sind.  Die  Naherungsbriiche  dieses  Ketten- 
bruchs  lassen  sich  von  vomherein  charakterisieren,  ohne  daB  es  notig 
ware,  sie  erst  sukzessive  durch  die  Entwickelung  ausfindig  zu  machen. 
Als  Naherungsbruch  tritt  hier  jeder  solche  Quotient  P(e)/Q(0)  zweier 
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teilerfremden  ganzen  Funktionen  axif^  f(ir  welchen  der  Ausdruck  (2)^ 
nach  fallenden  Potenzen  von  z  entwickelt,  mit  einer  Potenz  von  nega- 
tivem  Exponenten  beginnt.  Wahrend  eine  sehr  weitgehende  Ana- 
logie  zwischen  den  Eigenschaften  der  ganzen  Funktionen  und  der 
ganzen  Zahlen  besteht^  schien  zu  dem  genannten  Satze  ein  ent- 
Bprechender  in  der  Arithmetik  zu  fehlen.  Dieses  Analogon  finden 
wir  darin^  daB  fttr  eine  beliebige  reelle  GhroBe  a  die  samtlichen  ge- 
kiirzten  Briiche  xjy,  welche  die  XJngleichung  (3)  erfUllen^  fQr  welche 
also  (x  —  ay)y  in  den  (Jrenzen  —  ^  und  ^  liegt,  sich  als  die  Naherungs- 
briiche  einer  bestimmten  Eettenbruchentwickelung  (4)  mit  ganzzahligem 
g^  und  lauter  positiven  ganzzahligen  9iy  g^,  *  -  -  anordnen.*) 

Sind^  um  etwas  allgemeinere  Umstande  zu  betrachten^  g^  rj  zwei 
binare  lineare  Formen  in  Xj  y  mit  beliebigen  reellen  Eoeffizienten  und 
einer  Determinante  =»  1  (im  speziellen  wiirden  wir  g  =  a;  —  ay,  rj  =  y 
annehmen),  so  besteht  ein  sehr  anschaulicher  Zusammenhang 
zwischen  den  samtlichen  moglichen  Auflosungen  der  XJn- 
gleichung {S^|<i  in  ganzen  Zahlen  x,  y  ohne  gemeinsamen 
Teiler.**)  Wir  zeichnen  die  Geraden  5  =  0,  i?  =  0,  etwa  rechtwinklig 
zueinander,  und  die  beiden  Hyperbeln  irj  =^  \  imd  |^  ==  —  ^.  Wir 
legen  eine  beliebige  Tangente  an  den  Hyperbelast  im  ersten  |,ij-Qua- 
dranten  und  konstruieren  dazu  die  Spiegelbilder  in  den  drei  anderen 
Quadranten,  so  dafi  wir  ein  Tangentenparallelogramm  mit  den  Dia- 
gonalen  i  =  0,  rj  ^0  erhalten.  Ein  solches  Parallelogramm  enthalt 
nun  stets  wenigstens  eine  primitive  (d.  h.  aus  ganzen  relativ  primen 
Zahlen  a;,  y  +  0,  0  bestehende)  Losung  der  XJngleichung  j|i?|  <  ^,  und 
es  enthalt  hochstens  zwei  verschiedene  solcher  Losungen,  wobei  dann 
die  Determinante  aus  den  Koordinaten  x,  y  dieser  Losungen  stets  ±  1 
ist.  Zwei  entgegengesetzte  Systeme  Xj  y  und  —  a;,  —  y  betrachten  wir 
hier  nicht  als  verschieden.  XJmgekehrt  gibt  es  zu  jeder  primitiven 
Losung  X,  y  eine  solche  Form  jenes  Tangentenparallelogramms,  wobei 
es  nur  diese  Losung  (und  —  x,  —  j/)  enthalt,  imd  andererseits,  wofern 
dafiir  nicht  |  =  0  ist,  auch  eine  solche  Form,  wobei  es  diese  und  aufier- 
dem  noch  eine  zweite  primitive  Losung  mit  kleinerem  ||{  enthalt 
Deformieren  wir  nun  das  Tangentenparallelogramm  kontinuierlich,  in- 
dem  wir  die  Tangenten  an  den  beziiglichen  Hyperbelasten  entlang 
gleiten  lassen,  so  erhalten  wir  abwechselnd  die  rot  imd  griin  gezeich- 
neten  Formen   mit  einer  imd  mit  zwei  primitiven  Losungen,   und  es 

*)  Wie  die  AnBsage  bier  gefafit  ist,  darf  a  nicbt  gerade  die  H&lfte  einer 
nngeraden  ganzen  Zahl  sein. 

*•)  Wir  nehmen  hier  an,  dafi  I13  nicht  gerade  mit  der  Form  |(X'  —  Y^ 
arithmetiflch  ftquivalent  ist. 
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tritt  die  Gesamtheit  der  primitiyen  Auflosungen  der  diophantischen 
Ungleichung  II17I  <^';  geordnet  nach  abnehmendem  |gi  (und  wachsen- 
dem  ji^l);  —  die  zu  den  Formen  g^  r^  gehorige  Diagonalkette  — 
hervor. 

(Fig.  3.)  Mit  den  nicht  homogenen  diophantischen  Ungleichungen 
hat  sich  wohl  zuerst  Tschebyscheff  beschafkigt  und  daniber  ein 
Theorem  folgender  Art  entwickelt:  Sind  a,  b  zwei  beliebige  reelle 
Grdfien^  so  kann  man  stets  ganze  Zahlen  x^  y  finden^  wofQr  die  Un- 
gleichung (1)  gilt.  Statt  des  Faktors  \  rechts  hat  TschebyscheflF  hier 
eine  etwas  ungiinstigere  Eonstante.  Die  am  weitesten  ftihrenden 
Schliisse  in  dieser  Kichtung  kntipfen  an  die  nun  folgenden  Zeich- 
nungen  an: 

g,  ifl  mogen  wieder  zwei  lineare  Formen  in  o;^  j^  mit  beliebigen 
reellen  Eoeffizienten  und  einer  Determinante  =»  1  bedeuten.  Mit  Hilfe 
zweier  aufeinander  folgenden  Glieder  der  vorhin  besprochenen  Dia- 
gonalkette zu  I,  77  konnen  wir  ein  System  homologer  Parallelogramme 
um  die  einzelnen  Oitterpunkte  als  Mittelpunkte,  die  roten  Parallelo- 
gramme^ konstruieren^  deren  Diagonalen  parallel  den  Linien  £  » 0, 
7^  =  0  sind  und  wobei  nicht  zwei  ineinander  eindringen,  wobei  aber 
jedes  an  yier  (bei  iQckenloser  t^^berdeckung  der  Ebene  an  sechs  oder 
acht)  andere  Parallelogramme  angrenzt.  Dabei  konnen  sich  noch  zwei 
yerschiedene  Moglichkeiten  darbieten^  die  in  der  oberen  und  der  unteren 
Zeichnung  zur  Darstellung  gebracht  sind^  indem  ein  Parallelogramm 
entweder  mit  jeder  Seite  an  ein  benachbartes  oder  nur  mit  zwei  Seiten 
jedesmal  an  je  zwei  benachbarte  anstoBt.  Die  roten  Parallelogramme 
lassen  nun  (im  allgemeinen)  noch  Liicken  zwischen  sich.  Wir  dilatieren 
sie  yon  ihren  Mittelpunkten  zu  homothetischen  Parallelogrammen  in 
demjenigen  bestimmten  Yerhaltnis^  wobei  sie  jedesmal  tiber  die  Halite 
anstofiender  Liicken  hinauswachsen,  und  wir  erhalten  dadurch  die  grQn 
gezeichneten  Parallelogramme,  welche  nun  die  ganze  Ebene  yollstandig, 
aber  zum  Teil  mehrfach  iiberdecken.  Dabei  zeigt  es  sich,  dafi 
diese  neuen  Bereiche  kerne  Partie  der  Ebene  mehr  als  zweifach  dber- 
decken,  und  ist  infolgedessen  der  Yljkfikemnhdli  fjdxdy  eines  griinen 
Parallelogramms  ^2.     Diese  Tatsache  ftihrt  zu  folgendem  Satze: 

Sind  1^,  %  irgend  zwei  reelle  Werte,  so  kann  man  stets 
solche  ganze  Zahlen  Xj  y  finden,  daB  die  Ungleichung  (3)  gilt. 
Der  yorhin  formulierte  Satz  tiber  den  Ausdruck  x  —  ay  —  b  ist  nur 
ein  Spezialfall  dieser  allgemeineren  Aussage.  — 

Das  arithmetisclie  Fundamentaltheorem  tiber  konyexe  Gebilde  laBt 
sich  mit  Leichtigkeit  auf  den  Raum,  sowie  auf  Mannigfaltigkeiten  be- 
liebiger  Dimension  ijbertragen.    Eine  seiner  wertyoUsten  Anwendungen 
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findet  das  Theorem  zu  einfachen  Beweisen  der  Dirichletschen  Satze 
fiber  die  Einheiten  in  den  algebraischen  Zahlkorpem. 

Im  Raume  werden  wir  so  fiir  das  parallelepipedische  Punktgitter 
der  ganzzahligen  Systeme  von  3  Yariabeln  x,  y,  z  den  Satz  haben: 
Ein  konvexer  Korper  mit  einem  Mittelpunkt  im  Nullpunkt 
und  von  einem  Yolumen  jjjdxdydz  ^S  enthalt  stets  wenig- 
stens  einen  weiteren  Gitterpunki 

Auf  diesen  Satz  grdnden  wir  wirklich  brauchbare  Methoden  zur 
Ermittelung  der  samtlichen  Einheiten  in  einem  gegebenen 
kubischen  Zahlkorper. 

(Fig.  4.)  Handelt  es  sich  zunachst  um  einen  kubischen  reellen 
Korper  mit  negativer  Diskriminante^  wobei  die  zwei  konjugierten 
Korper  einander  konjugiert  komplex  sind^  so  existiert  in  dem  Korper 
eine  vollig  bestimmte  positive  Fimdamentaleinheit  von  moglichst 
kleinem  Betrage  >  1.  Das  Verfahren  zur  Gewinnung  dieser  Einheit 
lafit  sich  an  der  oberen  Zeichnung  in  Figur  4  klarmachen.  Es  sei  | 
eine  Basisform  des  gegebenen  Korpers^  rj,  g  seien  die  konjugierten 
Formen  in  den  konjugierten  Korpem.  Sind  A,  fi  positive  Parameter, 
so  geben  uns  die  Gleichungen  5  =  ±A  zwei  Ebenen^  Nl="^  ^^^ 
elliptische  Zylinderflache.  Wir  konnen  die  zwei  Parameter  A,  fi  derart 
bestimmen,  daS  der  begrenzte  zylindrische  Raum  (1)  (der  rote  Zylinder 
in  der  Figur)  sowohl  auf  einer  Basisflache  einen  Gitterpunkt  A  wie 
auf  der  Mantelflache  einen  Gitterpunkt  B  (und  natUrlich  gleichzeitig 
auch  die  in  bezug  auf  den  Nullpunkt  diametral  gegenUberliegenden 
Gitterpunkte  A\  B')  aufweist.  Nun  bediirfen  wir  eines  neuen  Gitter- 
punktes  C,  um  hemach  aus  den  Koordinaten  von  A,  B,  G  eine  hier 
niitzliche  lineare  Substitution  zu  entnehmen.  Wir  variieren  den  ellipti- 
schen  Zylinder  (1)  als  solchen^  indem  wir  in  den  zwei  Basisflachen 
diejenigen  parallelen  Durchmesser  festhalten,  deren  Ebene  durch  JB,  B' 
geht,  dagegen  die  zu  ihnen  konjugierten  Durchmesser  dilatieren  und 
entsprechend  den  ganzen  zylindrischen  Raum  ausdehnen,  bis  wir  einen 
neuen  Gitterpunkt  C  auf  seiner  Mantelflache  auftreten  sehen.  In  diesem 
Zustande  (mit  den  schwarz  gezeichneten  Randem)  bezeichnen  wir  den 
Zylinder  als  einen  extreme n.  Wir  finden,  dafi  die  Determinante  aus 
den  Koordinaten  von  AyB,C  gleich  ±  1  ist,  wenn  sie  nicht  unter  be- 
sonderen  Umstanden  Null  ist.  Von  jedem  extremen  Zylinder  konnen 
wir  nun  zu  einem  benachbarten  schmaleren  extremen  Zylinder  fort- 
schreiten.  Wir  ziehen  die  ursprtlnglichen  Basisflachen  homothetisch 
von  der  Achse  aus  zusammen^  bis  ihre  Rander  durch  A^  A  gehen, 
wodurch  diese  Punkte  auf  die  Mantelflache  treten,  und  konnen  dann, 
ohne  dafi  Gitterpunkte  ins  Innere  des  Zylinders  eintreten^  den  Zylinder 
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ausziehen^  die  Basisfiachen  parallel  mit  ihrer  Anfangslage  Yom  Null- 
punkte  entfernen^  bis  sie  yon  neuem  axif  Gitterpunkte  D,  V  stoBen, 
und  yon  diesem  weiteren  Zustande  aus  konnen  wir  dann  wie  yorhin 
einen  extremen  ZyUnder  herstellen.  Danach  existiert  eine  bestimmte 
Eette  yon  extremen  Zylindern^  and  die  Betrachtung  der  auf  ihren 
Basisflachen  aoftretenden  Oitterpunkte  f&hrt  mit  Sicherheit  eben  zur 
Auffindung  der  Fundamentaleinheit  in  dem  gegebenen  kubischen  Zahl- 
korper.  — 

Das  allgemeine  Theorem  Uber  konyexe  Korper^  auf  Parallelepipede 
angewandt,  filhrt  zur  Folgerung:  Sind  6,1?,  5  irgend  drei  lineare 
Formen  in  Xj  y,  z  mit  beliebigen  reellen  Koeffizienten  und 
einer  Determinante  ±  ^,  wobei  -^>0  ist,  so  kann  man  ftir 
die  Variabeln  x,y,z  stets  solche  ganze  Zahlen^  die  nicht  samt- 
lich  Null  sind^  finden,  dafi  dadurch  die  Betrage  aller  drei 
Formen  ^yd  ausfallen. 

Liegt  nun  ein  kubischer  Korper  mit  positiyer  Diskriminante  yor, 
dessen  konjugierte  Korper  also  samtlich  reell  sind,  und  handelt  es  sich 
um  die  Ermittelung  aller  Einheiten  im  Korper,  so  seien  S,  1;,  S  konju- 
gierte Basisformen  in  dem  Korper  und  seinen  zwei  konjugierten  Korpem. 
Wir  fassen  alsdann  die  Gesamtheit  aller  solchen  ,,extremen^^  Parallel- 
epipede mit  dem  NuUpunkt  als  Mittelpunkt  und  mit  Seitenflachen  par- 
allel den  Ebenen  |  =»  0,  1?  =*  0,  5;  =  0  ins  Auge,  welche  im  Inneren 
Yom  ganzen  Qitter  nur  den  Nullpunkt  enthalten,  aber  auf  alien  Seiten- 
flachen mit  besonderen  Gitterpunkten  yersehen  sind.  Es  existieren  hier 
unendlich  yiele  Parallelepipede  yon  diesem  Charakter,  sie  besitzen  eine 
bestimmte  Verkettung  untereinander,  und  die  Kenntnis  dieser  fiihrt  uns 
mit  Sicherheit  zur  Aufstellung  aller  Einheiten  im  gegebenen  Zahlkorper. 
Den  tJbergang  yon  einem  extremen  Parallelepiped  zu  seinen  benach- 
barten  in  der  Kette  yermittelt  ein  einfacher  Algorithmus,  der  sich  yor 
allem  nach  der  Art  richtet,  wie  die  Oitterpunkte  auf  den  Seitenflachen 
des  Parallelepipeds  in  Hinsicht  auf  deren  Mittellinien  liegen.  In  dieser 
Beziehung  bieten  sich  wesentlich  drei  Moglichkeiten  dar,  die  in  den 
Figuren  (I),  (II),  (III)  zum  Ausdruck  gebracht  sind.  In  den  Fallen  (I) 
und  (11)  erweist  sich  die  Determinante  aus  den  Koordinaten  yon  AyByC 
gleich  1,  im  Falle  (III)  ist  sie  Null  und  faUt  dabei  der  Schwerpunkt 
des  Dreiecks  ^JSC  in  den  Nullpunkt. 

(Fig.  5.)  Ich  hebe  noch  das  folgende  anziehende  Problem  heryor, 
welches  auch  in  der  Theorie  yon  der  Struktur  der  Kristalle  eine  Stelle 
findet: 

Wir  denken  uns  einen  beliebigen  Grundkorper  im  Raume 
yorgelegi   Lauter  mit  ihm  kongruente  und  parallel  orientierte 
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Korper  in  unendlicher  Anzahl  seien  so  angeordnet,  dafi  ihre 
Schwerpunkte  ein  parallelepipedisches  Punktsystem  bilden 
und  daB  nicht  zwei  der  Korper  ineinander  eindringen.  XJnter 
welchen  XJmstanden  schlieBen  sich  die  Korper  so  dicht  als 
iiberhaupt  moglich  zusammen^  sind  also  die  zwischen  ihnen  Yor- 
handenen  Liicken  auf  ein  Minimum  an  Yolumen  reduziert? 

Fiir  den  Fall^  daB  der  Grundkorper  ein  Oktaeder  ist^  gibt  Fig.  5 
die  Losung  des  Problems  an.  In  der  fraglichen  dichtesten  gitterformigen 
Lagerung  muB  jedes  einzelne  der  Oktaeder  in  bestimmter  Weise  an  yier- 
zehn  benachbarte  anstoBen.  Hier  ist,  in  eine  Ebene  umgeklappt,  das 
halbe  Netz  eines  der  Oktaeder  dargestellt  und  sind  in  den  yier  Seiten- 
flachen  (durch  zur  Halfte  rote  Berandimg)  die  7  Partien  mit  Mittel- 
punkt  angezeigty  in  welchen  das  Oktaeder  sich  an  benachbarte  anlegt. 
Das  Minimum  des  Raumes^  welches  die  Liicken  zwischen  den  Oktaedem 
noch  darbieten^  yerhalt  sich  zu  dem  yon  den  Oktaedem  eingenommenen 
Raume  in  diesem  Falle  der  dichtesten  Lagerung  wie  1  :  19.  Dieses 
Resultat  gestattet  folgende  rein  arithmetische  Einkleidung: 

Sind  tpy%yiljy(Q  Irgcud  yier  lineare  Formen  in  a?,  y,  jer  mit  be- 
liebigen  reellen  Koeffizienten,  deren  Summe  identisch  Null 
ist  und  wobei  je  drei  eine  Determinante  ±4-^(^>0)  haben, 
so  kann  man  stets  solche  ganze  Zahlen  x,y,z,  die  nicht  samt- 
lich  Null  sind,  finden,  daB  die  Ungleichungen  (2)  gelten. 

Von  diesem  Ergebnisse  machen  wir  noch  eine  bemerkenswerte  An- 
wendung.  Es  seien  a,  b  zwei  beliebige  reelle  GroBen,  t  ein  positiyer 
Parameter,  so  bestimmen  die  8  Ebenen  (3)  ein  Oktaeder.  Indem  noch 
t  beliebig  groB  angenommen  werden  kann,  entspringt  hieraus  diese 
Folgerung: 

Man  kann  zwei  beliebige  reelle  GroBen  a,b  stets  durch 
Briiche  x/z  und  y/z  mit  gleichem  Nenner  beliebig  genau  und 
zugleich  derart  annahern,  daB  die  Ungleichungen  (4)  statt- 
haben. 

(Fig.  6.)  Wir  werfen  nun  die  Frage  auf:  Wie  iibertragen  sich  die 
Satze  liber  die  Approximation  einer  reellen  GroBe  durch  Zahlen  des 
natiirlichen  Rationalitatsbereiches  auf  das  Gebiet  der  komplexen  GroBen? 
Man  wird  hier  zui^chst  auf  Approximationen  im  Zahlkorper  der  dritten 
oder  der  yierten  Einheitswurzel  ausgehen.  Ln  Korper  der  dritten  Ein- 
heitswurzel  liegen  die  Dinge  wesentlich  einfacher  und  werden  die  Satze 
sehr  ahnlich  denen  fiir  reelle  GrroBen.  Ich  will  hier  nur  die  yerwickel- 
teren  Beziehungen  im  Korper  der  yierten  Einheitswurzel  beriihren. 

Es  seien  g,  rj  zwei  lineare  Formen  mit  beliebigen  komplexen  Koeffi- 
zienten und  zwei  komplexen  Variabeln  x  +  %x\  y  +  iy   yon  jeiner  Deter- 
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minante  z/4»0^  so  richten  wir  unser  Augenmerk  auf  diejenigen  ^^extreinen'' 
Zahlenpaare  x  +  ix\  y  +  iy  +  0,  0  im  Zahlkorper  von  i,  zu  welchen 
nicht  ein  Zahlenpaar  derselben  Art  angebbar  ist,  das  sowohl  j^j  wie  {i^j 
kleiner  werden  laBt.  Wir  k5nnen  die  zwei  Zahlen  eines  Paares  mit 
einer  und  derselben  Einheit  —  1,  ±i  multiplizieren,  das  entstehende 
assoziierte  Paar  gilt  uns  hier  als  nicht  yerschieden  von  dem  ursprdng- 
lichen.  Alle  yorhandenen  extremen  Paare  lassen  sich  nun  in  eine  Kette 
nach  der  GrroBe  yon  !|;  (und  zugleich  yon  [r^^)  ordnen.  Zwei  benach- 
barte  Paare  der  Kette  zusammen  sind  leicht  a  priori  zu  charakterisieren. 
Namlich  die  zugehorige  Determinante  (2)  ist  entweder  {A)  eine  Einheit 
±1?  ±*  oder  (B)  gleich  (1  +  i),  multipliziert  in  eine  Einheit.  Wir 
benutzen  diese  zwei  Paare  als  Yertikalreihen  der  Matrix  einer  auf  g,  i] 
anzuwendenden  Substitution  und  erhalten  dadurch  fUr  g^ij  die  Ausdriicke 
(3),  worin  [q],  [6'.  beide  ^  1  sind.  Indem  wir  das  zweite  Paar  durch  ein 
assoziiertes  ersetzen  und  eventuell  noch  i  in  —  i  umwandeln^  konnen 
wir  Q  auf  den  in  den  Zeichnungen  rot  markierten  Oktanten  des  Ein- 
heitskreises  (bez.  1/q  auf  den  konjugierten  Oktanten  aufierhalb  dieses 
Kreises)  bringen.  Es  sind  nun  die  Falle  (A)  und  (B)  zu  unterscheiden^ 
auf  welche  sich  die  groBere  bez.  die  kleinere  Zeichnung  bezieht.  Im 
Falle  (A)  wird  jener  Oktant  durch  gewisse  Kreise  yom  Radius  1  bez. 

-^  in  fiinf  Stiicke  zerlegt,  die  in  der  Figur  fortlaufend  mit  I — V  num- 

meriert  sind.  Wenn  q  in  ein  bestimmtes  derselben  f allt,  kann  jedesmal 
6  nur  in  diejenigen  griinbegrenzten  Stiicke  des  Einheitskreises  fallen^ 
in  welche  die  namliche  Nummer  eingetragen  ist.  Der  kleinste  Wert 
fiir  den  Betrag  der  Determinante  \l  —  q6\  entsteht,  wenn  (>,  6  den 
scharfen  mit  kleinen  Kreuzen  bezeichneten  Ecken  der  Figur  entsprechen. 
Im  Falle  (B)  kann  q  nur  in  das  rote  Gebiet  (I)  und  a  dann  nur  in  das 
griine  Gebiet  (I)  fallen.    Als  wichtigstes  Ergebnis  entnehmen  wir  hieraus : 

Man  kann  in  die  Formen  |,  iy  fiir  x-\-ix\  y  +  iy  stets  solche 
ganze  Zahlen  des  Korpers  von  i,  die  nicht  beide  Null  sind^ 
setzen,  daB  dabei  die  XJngleichungen  (4)  gelten.  — 

Endlich  mochte  ich  noch  einige  Worte  iiber  Kriterien  fiir  al- 
gebraische  Zahlen  hinzufiigen. 

(Fig.  7.)  Durch  diese  Figur  suche  ich  dem  bekannten  Lagrangeschen 
Kriterium  fiir  eine  reelle  quadratische  Irrationalzahl  eine  neue 
Seite  abzugewinnen.  In  einem  Quadrat  yon  der  Seitenlange  1  sind  hier 
auf  der  linken  yertikalen  Seite,  der  y-Achse,  fortgesetzt  Halbierungen 
yorgenommen,  so  daB  sukzessiye  alle  Punkte  erhalten  werden,  deren 
Ordinate  eine  rein  dyadische  Zahl,  d.  h.  eine  rationale  Zahl  mit  einer 
Potenz  yon  2   als  Nenner  ist.     Jedem   auf  der  j/-Achse   auftretenden 
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lutnrviiU  odor  Teilpunkt  wird  nun  ein  Intervall  bez.  ein  rationaler  Teil- 
ptiukt  luif  dor  u;-Aohse;  der  unteren  horizontalen  Seite^  dadurch  zu- 
f(f»ordnot,  daB  zunachst  den  Endwerten  y  =  0  irnd  y  =  l  die  Endwerte 
iV  —  0  \ind  .r  —  1  entsprechen  soUen,  irnd  weiter,  bo  oft  dort  ein  Inter- 
vall halbiort  wird,  hier  zwischen  die  Endponkte  a/b,  ajV  des  zugeord- 
noton  Intorvalls,  a  und  b,  femer  a  and  V  als  relatiy  prim  gedacht, 
oin  nouer  Teilpunkt  in  x  —  (a  +  «')/(&  +  V)  eingeschaltet  wird.  Auf  der 
horixontalen  Seite  treten  so  als  Teilpunkte  sukzessiye  alle  Punkte  mit 
rationaler  Abssisse  auf,  und  die  Zuordnung  der  gleicbzeitig  konstruierten 
Al>e«i88on  und  Ordinaten  liefert  uns  das  Bild  einer  bestandig  wachsenden 
Kunktion  y— V(^jr)«  xunaohst  f&r  alle  rationalen  x,  dann  durch  die 
Kordf!»nmji  der  Stetigkeit  erweitert  auf  beliebige  reelle  Argumente  im 
Intt^rvallo  0  <;  4*  ^  1 ,  wahrend  gleichzeitig  y  dieses  Intervall  beliebig 
durohlauft.  Wenn  nun  x  eine  quadratische  Irrationalzahl  ist  und  daher 
auf  <kiu^  jH^riodiwht?  Kettenbruchentwickelung  fiihrt,  so  entspricht  da- 
duroh  dow\  Wort^  y  —  ?  {x)  eine  periodische  Dualentwickelung  und  er- 
xrt^iitl  itioh  infnlg^essen  y  als  rational.   Wir  erhalten  dadurch  die  Satze: 

I^t  ,r  «^in<^  quadratische  Irrationalzahl,  so  ist  y  rational, 
ab«^f  ni^ht  rt^in  dyadisch.  Ist  x  rational,  so  ist  y  rein  dya- 
^U^koh.    Tnd  diese  Satze  sind  vollig  umkehrbar. 

V^V*  S,)  Die  letzte  Figur  zeigt  nun  eine  Verallgemeinerung  dieser 
SiS(3«^  auf  kubische  Irrationalitaten,  welche  Herr  Louis  KoUros  in 
«^iu^f  Oi^s^rtation  (Zurich  1904)  entwickelt  hat: 

Kiu<»nH»its  wird  hier  ein  Quadrat,  in  welchem  5,  iy  in  den  Grenzen 
\^  ww\l  I  Ittufen,  in  der  Weise  behandelt,  daB  es  zuerst  durch  die  Dia- 
livvualo  $  —  77  in  zwei  gleichschenklige  rechtwinklige  Dreiecke  zerlegt 
wm)  und  in  der  Folge  jedes  einmal  entstehende  gleichschenklige  recht- 
winklige Dreieck  durch  die  Verbindung  von  der  Spitze  nach  der  Mitte 
d^r  Hypotenuse  in  zwei  gleichschenklige  rechtwinklige  Dreiecke  auf- 
^\^Bi  wird.  Andererseits  erfahrt  gleichzeitig  ein  zweites  Quadrat,  in 
welchem  x,  y  in  den  Ghrenzen  0  und  1  laufen,  eine  gewisse  Schritt  fiir 
Schritt  zugeordnete  Zerfallung  in  Dreiecke:  zunachst  werden  die  vier 
Ecken  des  Quadrats  den  vier  Ecken  des  ersten  Quadrats  mit  gleich- 
wertigen  Koordinaten  und  weiter  die  Linie  x  =  y  der  Linie  1  =  7^  zu- 
geordnet,  und  in  der  Folge  wird,  wo  dort  eine  Hypotenuse  halbiert 
und  hemach  eine  geradlinige  Verbindung  eingefiihrt  wird,  hier  zwischen 
die  Endpunkte  der  zugeordneten  Strecke,  wenn  deren  Koordinaten 
a/c,  b/c  und  a/c,  Vjc  und  a,  6,  c  sowie  a',  6',  c  relativ  prime  Zahlen  sind,  als 
ein  neuer  Teilpunkt  der  Punkt  mit  den  Koordinaten  a*  =  (a  +  «0/(^  +  ^\ 
y  =  (6  +  ^')/(c  +  c)  eingeschaltet  und  hemach  die  entsprechende  gerad- 
linige Verbindung  vorgenommen.     Dadurch  werden  zwei  eindeutig  um- 
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kehrbare  Beziehungen  (1)  festgesetzt,  zunachst  fiir  alle  rationalen  x^  y 
und  dyadischen  ^j  r^  und  hemach  dorch  die  Forderung  der  Stetigkeit 
iiberliaapt  fttr  beliebige  Argumente  und  Funktionswerte  in  den  Ghrenzen 
0  und  1.  Dabei  findet  nun  KoUros  die  folgenden  Satze^  welche  frei- 
lich  in  einem  wesentlichen  Punkte  noch  nicht  bewiesen  sind,  deren 
Richtigkeit  aber  nach  einer  Menge  von  Beispielen  in  hohem  Grade 
plausibel  erscheint: 

Sind  lfX,y  drei  unabhangige  Zahlen  in  einem  reellen  ku- 
bischen  Korper,  so  sind  |,  t^  rational  und  ist  keine  der  GroBen 
1,7^,1  +  1^,  l^  —  rj  rein  djadisch.  Gehoren  x,  y  einem  quadra- 
tischen  Korper  an,  ohne  beide  rational  zu  sein,  so  sind  g,  i^ 
rational  und  ist  eine  der  GroBen  |,  iy,  |  +  ly,  g  —  i^  rein  dya- 
disch.  Sind  x,y  beide  rational,  so  sind  £,77  beide  rein  dya- 
disch.     Diese  Satze  sind  vollkommen  umkehrbar. 

Nimmt  man  y  =  x^y  so  erlangt  man  hierdurch  ein  yollstandiges 
Kriterium  dafur,  daB  x  eine  reelle  kubische  Irrationalzahl  ist.  Besonders 
zu  betonen  ist,  dafi  diese  Satze  f(ir  alle  kubischen  Korper  und  nicht 
etwa  bloB  fUr  solche  mit  negativer  Diskriminante,  in  welchen  nur  eine 
Fundamentaleinheit  yorhanden  ist,  zuzutreffen  scheinen. 

Diese  Au&ahlung  yon  spezieUen  Ergebnissen  aus  der  Geometne 
der  Zahlen  lieBe  sich  noch  weiterfiihren.  Aber  ich  habe  yielleicht  mein 
Ziel  bereits  erreicht  und  Sie  mogen  den  Eindruck  gewonnen  haben, 
daB  es  sich  hier  um  Fragen  handelt,  welche  die  Fundamente  der  GroBen- 
lehre  beriihren,  welche  der  Auffassung  leicht  zuganglich  sind  und  welche 
uns  die  Disziplinen  der  Algebra,  Arithmetik,  Geometric  in  harmonischer 
Wechselwirjkung  zeigen. 


Cber  die  Grundlagen  der  Logik  und  der  Arithmetik. 

Von 
D.  HiLBERT  aus  G5ttingen. 

Wahrend  wir  heute  bei  den  Untersuchungen  fiber  die  Grundlagen 
der  Geometrie  fiber  die  einzuschlagenden  Wege  und  die  zu  erstrebenden 
Ziele  im  wesentlichen  untereinander  einig  sind^  ist  es  mit  der  Frage 
nach  den  Ghrundlagen  der  Arithmetik  anders  bestellt:  hier  stehen  sich 
gegenwartig  noch  die  verschiedensten  Meinungen  der  Forscher  schroflF 
einander  gegentiber. 

Die  Schwierigkeiten  bei  der  Begriindung  der  Arithmetik  sind 
zum  Teil  in  der  Tat  anders  geartete  als  diejenigen^  die  bei  der  Be- 
grtlndung  der  Geometrie  zu  iiberwinden  waren.  Bei  der  Prtifung 
der  Gbnindlagen  der  Geometrie  konnten  gewisse  Schwierigkeiten ,  die 
rein  arithmetischer  Natur  sind,  beiseite  gelassen  werden;  bei  der  Be 
grtindung  der  Arithmetik  aber  erscheint  die  Berufung  auf  eine  andere 
Grunddisziplin  unerlaubt.  Ich  werde  die  wesentlichen  Schwierigkeiten 
bei  der  Begrdndung  der  Arithmetik  am  deutlichsten  hervortreten  lassen, 
indem  ich  die  Anschauungen  einzehier  Forscher  einer  kurzen  kritischen 
Erorterung  unterwerfe. 

L.  Kronecker  hat  bekanntlich  in  dem  Begriff  der  ganzen  Zahl  das 
eigentliche  Fundament  der  Arithmetik  erblickt;  er  bildete  sich  die  Auf- 
fassung,  dafi  die  ganze  Zahl  und  zwar  als  AUgemeinbegriff  (Parameter- 
wert)  direkt  und  unmittelbar  da  sei;  dadurch  wurde  er  verhindert  zu 
erkennen,  daB  der  BegriflF  der  ganzen  Zahl  einer  Begriindung  bediirftig 
und  fahig  ist.  Insofem  mochte  ich  ihn  als  Dogmatiker  bezeichnen: 
er  nimmt  die  ganze  Zahl  mit  ihren  wesentlichen  Eigenschaften  als 
Dogma  hin  und  blickt  nicht  weiter  riickwarts. 

H,  Helmholtz  vertritt  den  Standpunkt  des  Empiristeu]  der  Stand- 
punkt  der  reinen  Erfahrung  aber  scheint  mir  durch  den  Hinweis  wider- 
legt,  daB  aus  der  Erfahrung,  d.  h.  durch  das  Experiment,  niemals  die 
Moglichkeit  oder  die  Existenz  einer  beliebig   groBen  Zahl  entnommen 
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werden  kann.  Denn  die  Zahl  der  Dinge^  die  Gegenstaftd  unserer  Er- 
fahrong  sind,  liegt,  wenn  sie  auch  grofi  ist,  doch  imterhalb  einer  end- 
lichen  Grenze. 

E,  B.  Christoffel  und  alle  diejenigen  Gegner  Kroneckers^  die  yon 
dem  richiigen  Gef&hl  geleitet,  dafi  ohne  den  Begriff  der  Irrationalzahl 
die  gesamte  Analysis  zur  Unfruchtbarkeit  verarteilt  bliebe,  durch  Auf- 
findung  ^positiyer'^  Eigenschaften  dieses  Begriffes  oder  durch  ahnliche 
Mittel  die  Existenz  der  Irrationalzahl  zu  retten  suchen^  mochte  ich  als 
Opportunisten  bezeichnen.  Eine  sachliche  Widerlegung  des  Eronecker- 
schen  Standpunktes  aber  wurde  durch  dieselben  meiner  Meinung  nach 
nicht  erreicht. 

Unter  den  Gelehrten,  welche  tiefer  in  das  Wesen  der  ganzen  Zahl 
eingedrungen  sind,  nenne  ich  die  folgenden: 

G.  Frege  stellt  sich  die  Aufgabe^  die  Gesetze  der  Arithmetik  durch 
die  Mittel  der  Logik,  diese  in  hergebrachtem  Sinne  aufgefaBt,  zu  be- 
griinden.  Er  hat  das  Yerdienst^  die  wesentlichen  Eigenschaften  des 
Begriffes  der  ganzen  Zahl  sowie  die  Bedeutung  des  Schlusses  der  yoll- 
standigen  Induktion  richtig  erkannt  zu  haben.  Indem  er  aber  seinem 
Plane  treu  unter  anderem  auch  dies  als  Grundsatz  hinnimmt,  daB  ein 
Begriff  (eine  Menge)  definiert  und  unmittelbar  yerwendbar  sei,  wenn  nur 
ftlr  jeden  Gegenstand  bestimmt  ist,  ob  er  unter  den  Begriff  falle  oder 
nichty  und  auch  den  Begriff  ^Jeder'^  dabei  keiner  Einschrankung  unter- 
wirft^  setzt  er  sich  gerade  denjenigen  mengentheoretischen  Paradoxien 
aus^  die  beispielsweise  in  dem  Begriffe  der  Menge  aller  Mengen  liegen 
und  die^  wie  mir  scheint,  zeigen^  dafi  die  Auffassungen  und  Unter- 
suchungsmittel  der  Logik^  im  hergebrachten  Sinne  aufgefafit^  nicht  den 
strengen  Anforderungen^  die  die  Mengenlehre  stellt^  gewachsen  sind. 
Die  Vermeidung  solcher  Widersprdche  und  die  Klarung  jener 
Paradoxien  ist  yielmehr  bei  den  Untersuchungen  tiber  den 
Zahlbegriff  yon  yornherein  als  ein  Hauptziel  ins  Auge  zu 
fassen. 

R.  Dedekind  hat  die  mathematischen  Schwierigkeiten  bei  der  Be- 
grQndung  des  Zalilbegriffes  klar  erkannt  und  in  aufierst  scharfsinniger 
Weise  zuerst  einen  Aufbau  der  Tlieorie  der  ganzen  Zahlen  geliefert. 
Ich  mochte  aber  seine  Methode  insofem  als  eine  transzendentale  be- 
zeichnen^  als  er  den  Nachweis  fur  die  Existenz  des  Unendliclien  auf  einem 
Wege  ftthrt,  dessen  Grundidee  wohl  in  ahnlicher  Weise  von  philoso- 
phischer  Seite  benutzt  wird  —  ein  Weg  freilicli,  den  ich  wegen  des 
unyermeidlichen  Widerspruches  des  dabei  zur  Verwendung  konimenden 
Begriffes  der  Gesamtheit  aller  Dinge  als  gangbar  und  sicher  nicht  an- 
erkennen  kann. 
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G.  Cantor  hat  den  genannten  Widersprach  empfunden  und  diesem 
Empfinden  dadnrch  Ausdrack  yerliehen,  dafi  er  ^ykonsistente'^  und  ^cht- 
konsistente'^  Mengen  onterscheidet.  Indem  er  aber  meiner  Meinung  nach 
flir  diese  UnterBcheidung  kein  scharfes  Eriteriam  aufstellt,  muB  ich 
seine  Auffassung  fiber  diesen  Ponkt  als  eine  solche  bezeichnen^  die 
dem  subjektiven  Ermessen  noch  Spielranm  lafit  und  daher  keiae  ob- 
jektiye  Sicherheit  gewahrt. 

Ich  bin  der  Meinung,  dafi  alle  die  berCLhrien  Schwierigkeiten  sich 
tiberwinden  lassen  und  dafi  man  zu  einer  strengen  und  vollig  befrie- 
digenden  Begrfindung  des  Zahlbegriffes  gelangen  kann,  und  zwar  durch 
eine  Methode,  die  ich  die  axiomatische  nennen  und  deren  Grundidee 
ich  im  folgenden  kurz  entwickeki  m5chte. 

Man  bezeichnet  wohl  die  Arithmetik  als  einen  Teil  der  Logik  und 
setzt  meist  bei  der  Begrfindung  der  Arithmetik  die  hergebrachten  logi- 
schen  Grundbegriffe  Toraus.  Allein  bei  aufmerksamer  Betrachtung 
werden  wir  gewahr,  dafi  bei  der  hergebrachten  Darstellung  der  Gesetze 
der  Logik  gewisse  arithmetische  Ghrundbegriffe,  z.  B.  der  Begriff  der 
Menge,  zum  Teil  auch  der  Begriff  der  Zahl  bereits  zur  Verwendung 
kommen.  Wir  geraten  so  in  eine  Zwickmiihle  und  zur  Vermeidung  von 
Paradoxien  ist  daher  eine  teilweise  gleichzeitige  Entwicklung  der  Ge- 
setze der  Logik  und  der  Arithmetik  erforderlich. 

Wie  ich  mir  diesen  gemeinsamen  Aufbau  denke,  kann  ich  in  der 
KtLrze  eines  Yortrages  nur  andeuten.  Ich  bitte  daher  zu  entschuldigen, 
wenn  es  mir  nur  gelingt,  Ihnen  eine  ungef ahre  Vorstellung  davon  zu 
geben,  in  welcher  Richtung  meine  Untersuchungen  sich  bewegen.  Auch 
werde  ich  mich  der  leichteren  Verstandlichkeit  wegen  mehr  der  ge- 
wohnten  Sprache  „in  Worten"  und  der  darin  mittelbar  zum  Ausdruck 
kommenden  Gesetze  der  Logik  bedienen,  als  bei  einem  ezakten  Aufbau 
wiinschenswert  ware. 

Ein  Gegenstand  unseres  Denkens  heifie  ein  Gedankending  oder 
kurz  ein  Ding  und  werde  durch  ein  Zeichen  benannt. 

Wir  legen  unserer  Betrachtung  zunachst  ein  Gedankending  1  (eins) 
zugrunde.  Die  Zusammenfassungen  dieses  Diages  mit  sich  zu  je  zwei^ 
drei  oder  mehr  Malen,  wie: 

11,     111,     1111 

bezeichnen  wir   als  Eombinationen   des  Dinges  1    mit  sich;   ebenso 
heifien  irgendwelche  Kombinationen  dieser  Eombinationen,  wie: 

(1)(11),    (11)  (11) (11),    ((11) (ID)  (11),    ((lll)(l))(l) 

wieder  Eombiaationen  jenes   Dinges  1    mit   sich.     Die  Kombinationen 
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werden  ebenfalls  schlechtweg  als  Dinge  and  dem  gegendber  dann  das 
zugmnde  gelegte  Gedankending  1  als  einfaches  Ding  bezeichnet. 

Wir  fQgen  nun  ein  zweites  einfaches  Gedankending  hinzu  und  be- 
nennen  dasselbe  mit  dem  Zeichen  ==  (gleich).  Alsdann  bilden  wir 
die  Eombinationen  dieser  zwei  Gedankendinge^  wie: 

1-,  11=,...  (1)(=1)(=: ),  ((11)  (!)(=))(==),  1-1,  (11)  =  (1)(1). 

Wir  sagen,  die  Eombination  a  der  einfachen  Dinge  1,  »  differiere 
mit  der  Kombination  b  jener  Dinge^  wenn  sie,  was  die  Art  und  Reihen- 
folge  der  Kombination  oder  die  Wahl  und  das  Eingehen  der  Dinge 
1,  =  selbst  anbetri£FI;^  irgendwie  voneinander  abweichen^  d.  h.  wenn  a 
und  b  nicht  miteinander  identisch  sind. 

Jetzt  denken  wir  uns  die  Eombinationen  jener  zwei  einfachen 
Dinge  in  zwei  Elassen,  die  Elasse  der  Seienden  und  die  der  Nicht- 
seienden  verteilt:  jedes  Ding^  das  der  Elasse  der  Seienden  angehort, 
differiert  mit  jedem  Dinge,  das  der  Elasse  der  Nichtseienden  angehort. 
Jede  Eombination  der  zwei  einfachen  Dinge  1,  ^  gehort  einer  dieser 
beiden  Elassen  an. 

Wenn  a  eine  Eombination  der  zwei  zugrunde  liegenden  Dinge 
1,  »  ist,  so  bezeichnen  wir  mit  a  auch  die  Aussage,  dafi  a  der  Elasse 
der  Seienden  angehort,  und  mit  a  die  Aussage,  dafi  a  der  Elasse  der 
Nichtseienden  angehort.  Wir  bezeichnen  a  als  eine  richtige  Aussage, 
wenn  a  der  Elasse  der  Seienden  angehdrt;  dagegen  heifie  a  eine 
richtige  Aussage,  wenn  a  der  Elasse  der  Nichtseienden  angehort. 
Die  Aussagen  a  und  a  bilden  einen  Widerspruch. 

Der  Inbegriff  zweier  Aussagen  A,  B,  in  Zeichen 

A\B, 

in  Worten:  „aus  A  folgt  B^  oder  „wenn  A  richtig  ist,  ist  auch  B 
richtig''  heifit  ebenfalls  eine  Aussage  und  zwar  heifit  A  dann  die  Vor- 
aussetzung,  B  die  Behauptung..  Yoraussetzung  und  Behauptung 
konnen  selbst  wiederum  aus  mehreren  Aussagen  A^,  A^  bez.  B^,  JSj,, 
B^  usw.,  bestehen  in  Zeichen: 

A^  u.  A^  ,  JSj  o.  B^  o.  B^y 

in  Worten:  „aus  -4,  und  A^  folgt  B^  oder  B^  oder  B^^  usw. 

Wegen  des  Zeichens  o.  (oder)  ware,  da  die  Negation  bereits  ein- 
gefOhrt  ist,  das  Zeichen  |  zu  vermeiden  moglich;  ich  benutze  es  in 
diesem  Vortrage  lediglich,  um  mich  an  die  gewohnte  Wortsprache 
moglichst  anzuschliefien. 

Wir  wollen  unter  A^,  A^y  •  •  •  bez.  diejenigen  Aussagen  verstehen, 
die  —  kurz  ausgedriickt  —   aus  einer  Aussage  A{x)  hervorgehen,    in- 
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dem  wir  an  Stelle  der  ^Willkarlichen**  x  die  Gedankendinge  1,  =* 
und  die  Eombinationen  deraelben  nehmen;  dann  schreiben  wir  die  Aus- 
sagen 

A^  o.  A^  o.  A^y  •  •  •    bez.    ^  a.  ^  n.  A^y  •  •  • 

aucb  wie  folgt 

A{ocff^^)y    in  Worten  ^wenigstens  flir  ein  af^ 
bez.    A{d^\    in  Worten  „f(lr  jedes  einzelne  x^y 

hierin  erblicken  wir  lediglich  eine  abkilrzende  Schreibweise. 

Wir  bilden  nnn  aus  den  zngmnde  gelegten  zwei  Dingen  1^  =  die 
folgenden  Aussagen: 

1.  x^  X 

2.  [x^y  n,  w{x)]\  w{y). 

Dabei  bedeutet  x  (im  Sinne  von  x^*^^)  jedes  der  zwei  zugrunde  ge- 
legten Oedankendinge  und  jede  Eombination  derselben;  in  2.  ist  y  (im 
Sinne  Ton  y^**))  ebenfalls  jedes  jener  Dinge  und  jede  Kombination,  femer 
w(x)  eine  „willkflrliche"  Eombination,  die  die  „Willktlrliche"  x  (im 
Sinne  von  xf^^)  enthalt:  die  Aussage  2.  lautet  in  Worten:  Aus  x  =^  y 
und  w(x)  folgt  to(y). 

Die  Aussagen  1.,  2.  bilden  die  Definition  des  Begriffes  ^ 
(gleich)  und  werden  insofem  auch  Axiom e  genannt. 

Wenn  man  an  Stelle  der  Willkfirlichen  Xy  y  in  den  Axiomen  1.,  2. 
die  einfachen  Dinge  1,  =  oder  besondere  Eombinationen  derselben  setzt, 
so  entstehen  besondere  Aussagen,  welche  Folgerungen  jener  Axiome 
heifien  mogen.  Wir  betrachten  eine  Reihe  gewisser  Folgerungen  von 
der  Art,  dafi  die  Yoraussetzungen  der  letzten  Folgerung  der  Reihe 
mit  den  Behauptungen  der  voranstehenden  Folgerungen  identiscli  sind. 
Nehmen  wir  dann  die  Yoraussetzungen  der  voranstehenden  Folgerungen 
als  Yoraussetzung  und  die  Behauptung  der  letzten  Folgerung  als  Be- 
hauptung,  so  entsteht  eine  neue  Aussage,  die  wiederum  als  Folgerung 
aus  den  Axiomen  bezeichnet  werden  moge.  Durch  Fortsetzung  dieses 
SchluBverfahrens  konnen  wir  weitere  Folgerungen  erhalten. 

Wir  wahlen  nun  aus  diesen  Folgerungen  diejenigen  aus,  die  die 
einfache  Form  der  Aussage  a  (Behauptung  ohne  Yoraussetzung)  habeii, 
und  fassen  die  so  entstehenden  Dinge  a  in  der  Klasse  der  Seienden 
zusammen,  wahrend  die  von  diesen  differierenden  Dinge  zu  der  Klasse 
der  Nichtseienden  gehoren  mogen.  Wir  erkennen,  daB  aus  1.,  2.  immer 
nur  Folgerungen  von  der  Form  a  =  a  entstehen,  wo  a  eine  Kombi- 
nation der  Dinge  1,  =  ist.  Die  Axiome  1.,  2.  sind  auch  ihrerseits 
gegendber  der  getroffenen  Yerteilung  der  Dinge  in  die  zwei  Klassen 
erfOUt,    d.  h.    richtige   Aussagen,    und    wegen   dieser  Eigenscliaft    der 
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Axiome  1.^  2.  bezeichnen  wir  den  durch  dieselbe  definierten  Begriff  = 
(gkich)  als  einen  widerspruclisfreien  Begriff. 

Ich  mochte  darauf  aufmerksam  machen^  dafi  die  Axiome  1.^  2.  eine 
Anssage  yon  der  Form  a,  d.  h.  eine  Anssage^  wonach  eine  Kombination 
in  der  Elasse  der  Nichtseienden  vorkommen  soll^  iSberhaupt  nicht  ent- 
balten.  Wir  wtLrden  also  aacb  den  Axiomen  geniigen  konnen,  indem 
wir  die  Eombinationen  der  zwei  einfachen  Dinge  samilich  in  die  Klasse 
der  Seienden  aufnehmen  and  die  Klasse  der  Nichtseienden  leer  liefien. 
Die  vorbin  gewablte  Verteilung  in  die  zwei  Elassen  zeigt  jedocb  besser, 
wie  man  in  den  spateren  schwierigeren  Fallen  zu  verfahren  bat. 

Wir  ftibren  jetzt  den  Baa  der  logischen  Ghrundlagen  des  mathema- 
tiscben  Denkens  weiter,  indem  wir  zu  den  zwei  Gedankendingen  1,  = 
die  drei  weiteren  Gedankendinge  u  (unendlicbe  Menge,  Unendlicb), 
f  (Folgendes),  f  (begleitende  Operation)  hinzufdgen  und  fQr  dieselben  die 
folgenden  Axiome  festsetzen: 

3.  f(ua;)  -  u(f a:) 

4.  f  (ua:)  —  f  (uy)  ;  ua;  =  uy 

5.  f(ua?)  =  ui 

Dabei  bedeutet  die  Willkttrliche  x  (im  Sinne  von  x^"^)  jedes  der  ftinf 
jetzt  zugrunde  liegenden  Gedankendinge  nnd  jede  Kombination  derselben. 
Das  Gedankending  u  werde  kurz  unendlicbe  Menge  und  die  Kombina- 
tion nx  (z.  B.  ul,  U(ll)^  uf)  ein  Element  dieser  unendlichen  Menge  u 
genannt.  Das  Axiom  3.  driickt  dann  aus,  dafi  auf  jedes  Element  nx  ein 
bestimmtes  Gedankending  f  (uo:)  folgt^  welcbes  einem  Element  der  Menge 
U,  namlich  dem  Element  u(f' ^)  gleich  ist^  d.  h.  ebenfalls  der  Menge  u 
angeh5rt.  Das  Axiom  4.  spricht  die  Tatsacbe  aus,  dafi,  wenn  auf  zwei 
Elemente  der  Menge  u  das  gleiche  Element  folgt^  jene  Elemente  eben- 
falls einander  gleich  sind.  Nach  Axiom  f).  gibt  es  in  u  kein  Element, 
dem  das  Element  ul  folgt;  dieses  Element  ul  lieifie  daher  das  erste 
Element  in  u. 

Wir  haben  nun  die  Axiome  1.  —  5.  der  entsprecbenden  Unter- 
suchung  zu  unterwerfen,  wie  vorbin  die  Axiome  1.,  2.;  dabei  ist  zu  be- 
achten,  dafi  jene  Axiome  1.,  2.  zugleicb  eine  Erweiterung  ibrer  GQltig- 
keit  erfahren,  insofem  nunmebr  die  Willktirlichen  x,  y  beliebige  Kora- 
binationen  der  fiinf  zugrunde  liegenden  einfachen  Dinge  bedeuten. 

Wir  fragen  wiederum,  ob  gewisse  Folgerungen  aus  den  Axiomen 
1.  bis  5.  einen  Widerspruch  bilden  oder  ob  im  Gegenteil  die  zu- 
grunde gelegten  fiinf  Gedankendinge  1,  ^y  u,  f,  f  und  deren  Kom- 
binationen  sich  in  die  Klasse  der  Seienden  und  die  Klasse  der  Nicht- 
seienden verteilen  lassen  derart,  dafi  die  Axiome  1. — «^.  dieser  Klassen- 
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einteilung  gegentlber  sich  erfUllen,  d.  h.  jede  Folgerung  aus  jenen 
Axiomen  zu  einer  richtigen  Aussage  gegeniiber  jener  Elasseneinteilung 
wird.  Zur  Beantwortung  dieser  Frage  beriicksiclitigen  wir,  daB  das 
Axiom  5.  das  einzige  ist,  welches  zu  Anssagen  von  der  Form  a,  d.  h. 
dafi  eine  Eombination  a  der  fiinf  zugrunde  liegenden  Gedankendinge 
zur  Klasse  der  Nichtseienden  gehoren  soll^  AnlaB  gibt.  Aussagen^  die 
mit  5.  einen  Widerspruch  bilden^  mtissen  daher  jedenfalls  von  der  Form 

6.    f(urr(«))  =  ul 
sein;   eine   solche  Folgerung  aber  kann  aus  den  Axiomen   1. — 4.  auf 
keine  Weise  entsteh^n. 

Um  dies  einzusehen,  bezeichnen  wir  die  Gleichung,  d.  h.  das  Ge- 
dankending  a  =  &  als  eine  homogene  Gleichung,  wenn  sowohl  a  wie  h 
Kombinationen  von  je  zwei  einfachen  Dingen  sind,  ebenso  wenn  a  und 
6  beide  ii^endwelche  Kombinationen  von  je  drei  oder  beide  irgend- 
welche  Kombinationen  von  je  vier  oder  mehr  einfachen  Dingen  sind; 
beispielsweise  heiBen 

(ll)  =  (f«),  (ff  =  (uf),  (fll)  =.(«!=), 
(fl)(fl)  =  (llll),  (f(ffu))  =  (luul), 
((ff)(lll))  =  ((l)(ll)(ll)),  (fulll=)=  (ttulllu) 
homogene  Gleichungen.  Aus  den  Axiomen  1.  und  2.  allein  folgen,  wie 
wir  vorhin  gesehen  haben,  lauter  homogene  Gleichungen,  namlich  die 
Gleichungen  von  der  Form  a  =  «.•  Ebenso  liefert  Axiom  3.,  wenn  wir 
darin  fiir  x  irgend  ein  Gedankending  nehmen,  nur  homogene  Glei- 
chungen. Desgleichen  weist  Axiom  4.  in  der  Behauptung  gewifi  stets 
eine  homogene  Gleichung  auf,  sobald  die  Yoraussetzung  eine  homogene 
Gleichung  ist  und  somit  konnen  iiberhaupt  nur  homogene  Gleichungen 
als  Folgerungen  aus  den  Axiomen  1. — 4.  auftreten.  Nun  ist  aber  die 
Gleichung  6.,  die  doch  bewiesen  werden  soUte,  gewiB  keine  homogene 
Gleichung,  da  man  darin  an  Stelle  von  a;^")  eine  Kombination  zu  nehmen 
hat  und  dadurch  die  linke  Seite  eine  Kombination  von  drei  oder  melir 
einfachen  Dingen  wird,  wahrend  die  rechte  Seite  eine  Kombination  von 
den  zwei  einfachen  Dingen  u  und  1  bleibt. 

Hiermit  ist,  wie  ich  glaube,  der  Grundgedanke,  um  die  Richtigkeit 
meiner  Behauptung  zu  erkennen,  dargelegt;  zur  vollstandigen  Durch- 
fuhrung  des  Beweises  bedarf  es  des  Begriifes  der  endlichen  Ordnungs- 
zahl  und  gewisser  Satze  dber  den  Begriff  der  Gleichzahligkeit,  die  man 
in  der  Tat  an  dieser  Stelle  schon  ohne  Miihe  aufstellen  und  ableiten 
kann:  man  hat  eben  zur  vollstandigen  DurchfQhrung  des  dargelegten 
Grundgedankens  noch  diejenigen  Gesichtspunkte  zu  berQcksichtigen,  auf 
die  ich  am  Schlusse  meines  Vortrages  (vgl.  V.)  noch  kurz  hinweisen  will. 
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Die  gewiinschte  Klasseneinteilung  ergibt  sich  also,  wenn  man  alle 
Dinge  a,  wo  a  eine  Folgerung  aus  den  Axiomen  1. — 4.  ist,  zur  Elasse 
der  Seienden  zahlt  and  alle  diejenigen  Dinge  in  die  Klasse  der  Nicht- 
seienden  au&immt,  die  mit  diesen  differieren,  insbesondere  die  Dinge 
f(tta?)  =  ul.  Wegen  der  so  gefundenen  Eigenschaft  der  aufgestellten 
Axiome  erkennen  wir,  daB  dieselben  iiberhaupt  nie  zn  einem  Wider- 
spruch  fiihren,  und  bezeichnen  daher  die  durch  dieselben  definierten 
Gedankendinge  u,  f,  f  als  widerspruchsfreie  Begriflfe  oder  Opera- 
tionen  oder  als  widerspruchsfrei  existierend.  Was  insbesondere 
den  Begriff  des  Unendli^lien  u  anbetri£FI;^  so  erseheint  dnrch  die  oben 
angedeutete  Darlegang  die  Behauptung  der  Existenz  des  Unend- 
lichen  tt  gerechtfertigt;  denn  sie  erbalt  jetzt  eine  bestimmte  Bedeu- 
tung  und  einen  spater  stets  anzuwendenden  Inhalt. 

Die  eben  skizzierte  Betrachtung  bildet  den  ersten  Fall;  in  dem 
es  gelingt,  den  direkten  Nachweis  fQr  die  Widerspruchslosigkeit  von 
Axlomen  zu  ftthren,  wahrend  die  sonst  —  inbesondere  in  der  Geo- 
metric —  fUr  solche  Nachweise  fibliche  Methode  der  geeigneten  Spe- 
zialisierung  oder  Bildung  von  Beispielen  hier  notwendig  yersagt. 

Dafi  dieser  direkte  Nachweis  hier  gelingt^  ist;  wie  man  sieht, 
wesentlich  dem  Umstande  zu  verdanken,  daB  eine  Aussage  von  der 
Form  a,  d.  h.  eine  Aussage,  wonach  eine  gewisse  Kombination  der 
Elasse  der  Nichtseienden '  angeh5ren  soil,  nur  an  einer  Stelle  als  Be- 
hauptung, namlich  in  Axiom  5.,  auflritt. 

Indem  wir  die  bekannten  Axiome  fflr  die  vollstandige  Induktion 
in  die  von  mir  gewahlte  Sprache  dbertragen,  gelangen  wir  in  ahn- 
licher  Weise  zu  der  Widerspruchsfreiheit  der  so  vermehrten  Axiome, 
d.  h.  zum  Beweise  der  widerspruchsfreien  Existenz  des  sogenannten 
kleinsten  Unendlich*)  (d.  h.  des   Ordnungstypus  1,  2,  3,  •  •  •). 

Es  bietet  keine  Schwierigkeit,  den  BegriflF  der  endlichen  Ordnungs- 
zahl  nach  den  oben  aufgestellten  Prinzipien  zu  begrdnden;  es  geschehe 
dies  auf  Grund  des  Axioms,  daB  jede  Menge,  die  das  erste  Element 
der  Ordnungszahl  und,  falls  ihr  irgend  eines  angehort,  auch  das  diesem 
folgende  enthalt,  gewifi  stets  das  letzte  Element  enthalten  mufi.  Der 
Beweis  der  Widerspruchslosigkeit  der  Axiome  erfolgt  hier  sehr  leicht 
durch  Heranziehung  eines  Beispiels,  etwa  der  Zahl  zwei.  Es  kommt  dann 
darauf  an  zu  zeigen,  daB  eine  Anordnung  der  Elemente  der  endlichen 
Ordnungszahl  m5glich  ist,  so  daB  jede  Teilmenge   derselben  ein  erstes 

*)  Vgl.  meinen  auf  dem  lutemationalenMathematiker-Eongrefi  zu  Paris^lOOO 
gehaltenen  Vortrag:  Mathematische  Probleme,  2.  Die  Widerspruchslosigkeit  der 
anthinebitcli3Q  iiioma. 
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und  ein  letztes  Element  besitzt  —  eine  Tatsache^  die  wir  dadurch  be- 
weisen,  dafi  wir  ein  Gedankending  <  durch  das  Axiom 

(x<y  u.  y<eyx<z 

definieren  and  dann  die  Widersprachs&eiheit  der  aufgestellten  Axiome 
unter  Hinzufttgong  dieses  neuen  Axiomes  erkennen^  sobald  Xy  y,  z 
willkiirliche  Elemente  der  endlichen  Ordnnngszahl  bedeuten.  Mit  Be- 
nntzung  der  Tatsache  der  Existenz  des  kleinsten  Unendlicb  folgt  dann 
aucb  der  Satz^  daB  zu  jeder  endlichen  Ordnnngszahl  eine  noch  groBere 
Ordnnngszahl  gefanden  werden  kann. 

Die  Prinzipien^  die  fur  den  Aufbau  und  die  weitere  AusfUhrung 
der  Gesetze  des  mathematischen  Denkens  in  der  beabsichtigten  Weise 
mafigebend  sein  miissen,  sind  kurz  folgende: 

I.  Auf  einem  bestimmten  Standpunkt  in  der  Entwicklung  der 
Theorie  angelangt  darf  ich  eine  weitere  Aussage  als  richtig  bezeichnen^ 
sobald  erkannt  worden  ist,  dafi  sie  als  Axiom  zu  den  bisher  als  richtig 
befundenen  Aussagen  hinzugefiigt,  keinen  Widerspruch  ergibt^  d.  h. 
zu  Folgerungen  fQhrt,  die  gegeniiber  einer  gewissen  Verteilung  der 
Dinge  in  die  Elasse  der  Seienden  und  die  der  Nichtseienden  samtlich 
richtige  Aussagen  sind. 

n.  In  den  Axiomen  vertreten  die  Willkiirlichen  —  als  Ersatz  fUr 
den  Begriff  ^jedes**  oder  „alle"  in  der  iiblichen  Logik  —  nur  die- 
jenigen  Gedankendinge  und  deren  Eombinationen  untereinander^  die 
auf  jenem  Standpunkt  zugrunde  gelegt  sind  oder  neu  definiert  werden 
sollen.  Bei  der  Herleitung  von  Folgerungen  aus  den  Axiomen  diirfen 
daher  die  WillkClrlichen,  die  in  den  Axiomen  auftreten,  nur  durch 
solche  Gedankendinge  und  deren  Eombinationen  ersetzt  werden.  Auch 
ist  in  gehoriger  Weise  zu  berUcksichtigeU;  dafi  durch  die  Zufiigung 
und  Zugmndelegung  eines  neuen  Gedankendinges  die  bisherigen  Axiome 
eine  Erweiterung  ihrer  GUltigkeit  erfahren  bez.  einer  sinngemafien  Ab- 
anderung  zu  unterwerfen  sind. 

ni.  Die  Menge  ist  aUgemein  als  ein  Gedankending  m  definiert 
und  die  Eombinationen  mx  heifien  die  Elemente  der  Menge  m^  so  dafi 
also  —  im  Gegensatz  zu  der  iiblichen  AufGasBung  —  der  Begriff  des 
Elementes  einer  Menge  erst  als  spateres  Erzeugnis  des  Mengenbegriffes 
selbst  erscheini 

Genau  so  wie  der  Begriff  „Menge"  sind  auch  j^uordnung^',  „Trans- 
formation",  ^^Beziehung",  „Funktion"  Gedankendinge^  fUr  die,  genau  wie 
Yorhin  mit  dem  Begriff  ^^Unendlich'^  geschehen  ist,  die  passenden  Axiome 
in  Ansatz  zu  bringen  sind  und  die  dann  im  Falle  der  Moglichkeit  der 
Verteilung  der  betreffenden  Eombinationen  in  die  Elasse  der  Seienden 
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und  die  der  Nichtseienden  als  widerspruchslos  ezistierend  erkannt 
werden  k5imeii. 

In  I.  kommt  das  schopferisclie  Prinzip  zum  Ausdruck;  das  uns  im 
fireiesten  Gebrauch  zu  immer  neuen  BegrifiTsbildungen  berechtigt  mit 
der  einzigen  Beschrankung  der  Vermeidang  eines  Widersprachs.  Die 
zu  Anfang  dieses  Yortrages  erwahnten  Paradoxien  werden  dorch  11.  und 
III.  unmoglich;  insbesondere  gilt  dies  von  dem  Paradoxon  der  Menge 
aller  sicb  nicbt  selbst  als  Element  enthaltenden  Mengen. 

Um  die  weitgehende  inhaltliche  t^ereinstimmung  des  in  III.  de- 
finierten  Mengenbegriffes  mit  dem  iibliclien  Mengenbegriffe  erkennen 
zu  lassen,  beweise  ich  folgenden  Satz: 

Es  seien  auf  einem  bestimmten  Standpunkte  in  der  Entwicklung 
1,-  • ' ,  df '  '  ' ,  t  die  zugrunde  liegenden  Gedankendinge  und  a(S)  eine 
Kombination  derselben^  die  die  WillkQrliche  S  enthalt;  femer  sei  a(a) 
eine  richtige  Aussage  (d.  h.  a  {a)  in  der  Klasse  der  Seienden):  alsdann 
existiert  gewifi  ein  Gedankending  m  von  der  Art^  dafi  a(fnx)  fiir  die 
Willkiirliche  x  lauter  richtige  Aussagen  darstellt  (d.  h.  a{mx)  immer 
in  der  Klasse  der  Seienden  sich  befindet)  und  auch  umgekehrt  jedes 
Ding  S^  ffir  welches  a(S)  eine  richtige  Aussage  darsteUt^  einer  Kom- 
bination mxf^^  gleich  wird^  so  dafi  die  Aussage 

richtig  ist,  d.  h.  die  Dinge  1^  ftlr  die  a(£)  eine  richtige  Aussage  wird, 
bilden  die  Elemente  einer  Menge  m  im  Sinne  obiger  Definition. 

Zum  Beweise  stellen  wir  das  folgende  Axiom  auf:  es  ist  m  ein 
Gedankending,  fiir  welches  die  Aussagen 

7.  a(6)>6  =  g 

8.  a'd)  w|  =  a 

richtig  sindy  d.  h.  wenn  S  ein  Ding  ist,  derart,  dafi  a(§)  zur  Klasse  der 
Seienden  gehort,  so  soU  wg  ==  |,  sonst  mg  =»  a  gelten,  fttgen  dieses 
Axiom  zu  den  Axiomen  hinzu,  die  ftir  die  Dinge  1,  •  •  • ,  «,-••,  I 
gelten,  und  nehmen  dann  an,  dafi  dadurch  ein  Widerspruch  zustande 
komme,  d.  h.  dafi  f&r  die  Dinge  1,  •  •  *,  a,  •  •  *,  f,  m  etwa  die  Aussagen 

p{m)     und    p(ni) 

zugleich  Folgerungen  seien,  wo  p(m)  eine  gewisse  Kombination  der 
Dinge  1,  •  •  *,  f,  m  ist.  Dabei  bedeutet  8.  in  Worten  die  Festsetzung 
m|=»a,  wenn  a(|)  zur  Klasse  der  Nichtseienden  gehort.  tTberall,  wo  in 
p(fn)  das  Ding  m  in  der  Kombination  mg  auffcritt,  ersetze  man  den 
Axiomen  7.  und  8.  entsprechend  und  mit  Riicksicht  auf  2.  die  Kom- 
bination m|  durch  |  bez.  a*,  aus  p(m)  entstehe  auf  diese  Weise  q{m)  (wo 
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nun  q{m)  das  Ding  m  nicht  mehr  in  einer  Kombinaidon  mx  enthalt); 
dann  mtifite  q{in)  eine  Folgerung  aus  dem  urspriinglich  zugrunde  liegen- 
den  Axiome  flir  1 ,  •  •  • ,  a,  •  •  • ,  f  sein  und  mithin  auch  richtig  bleiben, 
wenn  wir  fiir  m  irgend  eines  dieser  Dinge  etwa  das  Ding  1  nehmen. 
Da  die  namliche  t^berlegung  auch  fiir  die  Aussage  p{fn)  gilt,  so  ware 
also  auch  auf  dem  ursprtinglichen  Standpunkte  bei  Zugrundelegnng  der 
Dinge  1,  •    • ,  a,  •  •  • ,  f  der  Widerspruch 

g(l)    und    ?(1) 

vorhanden,  was  nicht  sein  kann  —  yorausgesetzt,  daB  die  Dinge  1,  •  -  • ,  f 
widerspruchsfrei  existieren.  Wir  mClssen  also  unsere  Annahme,  dafi  ein 
Widerspruch  zustande  komme,  verwerfen,  d.  h.  m  existiert  widerspruchs- 
frei;  was  zu  beweisen  war. 

IV.  Wenn  man  ein  bestimmt  vorgelegtes  System  von  Axiomen 
nach  den  obigen  Prinzipien  untersuchen  will,  so  hat  man  die  Kom- 
binationen  der  zugrunde  liegenden  Dinge  in  die  zwei  Elassen,  die  der 
Seienden  und  die  der  Nichtseienden  zu  verteilen,  wobei  den  Axiomen 
die  Rolle  von  Vorschriften  zuf allt,  denen  die  Verteilung  geniigen  muB. 
Die  Hauptschwierigkeit  wird  darin  bestehen,  die  Moglichkeit  der  Ver- 
teilung aller  Dinge  in  die  zwei  Elassen,  die  der  Seienden  und  die  der 
Nichtseienden,  zu  erkennen.  Die  Frage  nach  der  Moglichkeit  dieser 
Verteilung  ist  wesentlich  gleichbedeutend  mit  der  Frage,  ob  die  Folge- 
rungen,  die  man  aus  den  Axiomen  durch  Spezialisierung  und  Verbindung 
in  dem  friiher  erlauterten  Sinne  gewinnen  kann,  zu  einem  Widerspruch 
ftihren  oder  nicht,  wenn  man  noch  die  bekannten  logischen 
Schlufiweisen  wie 

{{a\b)  u.  {d\b)}\b 

{ (a  o.  6)  u.  (a  o.  c)}\[a  o.  (h  u.  c) } 

hinzunimmt.  Die  Widerspruchslosigkeit  der  Axiome  kann  dann  ent- 
weder  so  erkannt  werden,  daB  man  zeigt,  wie  ein  etwaiger  Widerspruch 
sich  schon  auf  einem  frfiheren  Standpunkt  in  der  Entwicklung  der 
Theorie  zeigen  miiBte,  oder  indem  man  die  Annahme  macht,  es  gabe 
einen  Beweis,  der  aus  den  Axiomen  auf  einen  bestimmten  Widerspruch 
fiihrt,  und  alsdann  dartut,  daB  ein  solcher  Beweis  nicht  moglich  ist, 
namlich  in  sich  einen  Widerspruch  enthielte.  So  lief  ja  auch  der  vor- 
hin  skizzierte  Beweis  fUr  die  widerspruchsfreie  Existenz  des  Unendlichen 
darauf  hinaus,  zu  erkennen,  daB  ein  Beweis  fiir  die  Gleichung  6.  aus 
den  Axiomen  1. — 4.  nicht  moglich  ist. 

V.  Wenn  im  Bisherigen  von  mehreren  Gedankendingen,  Kombina- 
tionen,  Kombinationen  mehrfacher  Art  oder  mehreren  Willktlr- 
lichen  die  Rede  war,  so  sollte  dabei  stets  eine  begreuzte  Anzahl  solcher 
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Dinge  gemeint  sein.  Nach  Aufstellung  der  Definition  der  endlichen 
Zahl  sind  wir  imstande^  jene  Ausdrucksweise  in  ihrer  allgemeinen  Be- 
deutung  zu  fassen.  Auch  die  Bedeutung  der  ,^beliebigen'^  Folgerong 
und  dee  ^^ifferierens''  einer  Aussage  mit  alien  Aussagen  von  gewisser 
Art  ist  nunmelir  auf  Grand  der  Definition  der  endlichen  Zahl  —  der 
Idee  der  vollstandigen  Induktion  entsprechend  —  durch  ein  rekur- 
rentes  Verfahren  einer  exakten  Beschreibung  fahig.  So  ist  dann  auch 
die  Yollstandige  DnrchfQhrung  des  vorhin  angedeuteten  Beweises  zu 
denkeuy  daB  die  Aussage  f(ua:^^))  ==  ul  von  jeder  Aussage  difiFeriert,  die 
durch  eine  endliche  Anzahl  von  Schritten  als  Folgerung  aus  den 
Axiomen  1. — 4.  entsteht:  man  hat  eben  den  Beweis  selbst  als  ein 
mathematisches  Gebilde^  namlich  eine  endliche  Menge  zu  betrachten, 
deren  Elemente  durch  Aussagen  verbunden  sind,  die  zum  Ausdruck 
bringen,  daB  der  Beweis  aus  1. — 4.  auf  6.  fQhrt,  und  man  hat  dann  zu 
zeigen,  daB  ein  solcher  Beweis  einen  Widerspruch  enthalt  und  also 
nicht  in  unserem  definierten  Sinne  widersprachsfrei  existieri 

Ahnlich  wie  die  Existenz  des  kleinsten  Unendlich  bewiesen  werden 
kann,  folgt  die  Existenz  des  Inbegriffs  der  reellen  Zahlen:  in  der  Tat 
sind  die  Axiome,  wie  ich  sie  ftir  die  reellen  Zahlen  aufgestellt  habe*), 
genau  durch  solche  Formeln  ausdrfickbar,  wie  die  bisher  aufgestellten 
Axiome.  Was  insbesondere  dasjenige  Axiom  betrifft,  das  ich  das  Yoll- 
standigkeitsaxiom  genannt  habe,  so  bringt  dasselbe  zum  Ausdruck,  daB 
der  Inbegriff  der  reellen  Zahlen  im  Sinne  der  umkehrbar  eindeutigen 
elementweisen  Beziehbarkeit  jede  andere  Menge  enthalt,  deren  Elemente 
ebenfalls  die  vorangehenden  Axiome  erftOlen;  in  dieser  Auffassung  wird 
auch  das  Vollstandigkeitsaxiom  eine  durch  Formeln  von  obiger  Bauart 
ausdrQckbare  Forderung  und  die  Axiome  fiir  den  Inbegriff  der  reellen 
Zahlen  unterscheiden  sich  qualitativ  in  keiner  Hinsicht  etwa  von  den 
zur  Definition  der  ganzen  Zahlen  notwendigen  Axiomen.  In  der  Er- 
kenntnis  dieser  Tatsache  liegt,  wie  ich  meine,  die  sachliche  Wider- 
legung  der  von  L.  Kronecker  vertretenen  und  zu  Anfang  meines  Vor- 
trages  als  dogmatisch  bezeichneten  Auffassung  der  Grundlagen  der 
Arithmetik. 

In  gleicher  Weise  zeigt  sich,  daB  den  Grundbegriffen  der  Cantor- 
schen  Mengenlehre,  insbesondere  den  Cantorschen  Alefs  die  wider- 
sprachsfreie  Existenz  zukommt. 


*)  Grundlagen  der  (jeometrie,  zweite  Auflage,  Leipzig  1908,  S.  24 — 36. 


Sur  line  propriete  du  discriminant  des  fonctions  entieres. 

Von 
6.  VoRONOl  aus  Warschau. 

Considerons  une  fonction  F(x)  entiere  rationnelle  du  degre  n 

F{x)  -=  sf*  +  a^x"*-^  H h  a^^^x  +  a^ 

a   coefficients   entiers   a^;  ^^^  '  '  '  ^n   ^^   ^   discriminant   D   qui   n'est 
pas  nuL 

Prenons  un  nombre  premier  quelconque  p  qui  n'est  pas  un  divi- 
seur  du  discriminant  D  et  supposons  qu'on  ait  decompose  la  fonction 
F{x)  en  facteurs  irrMuctibles  par  rapport  au  module  p, 

Gomme  tons  ces  facteurs 

q>i{x),  q>^ix),  ...  (p,(x) 

sont  differents  par  rapport  au  module  p,  en  vertu  de  la  supposition 
faite^  on  aura  la  congruence 

(1)  F(x)  =  (p^(x)  (p^{x)  .  • .  ipXx)        (mod.  p). 

Le  nombre  v  des  facteurs  irr^ductibles  de  la  fonction  F(x),  par 
rapport  au  module  Py  jouit  d'une  propriete  remarquable. 

Theorfeme.  Le  nombre  v  des  facteurs  irreductibles  de 
la  fonction  F(x)  par  rapport  au  module  p  verifie  Tequation 

ou  (— j   est  le  symbole  de  Legendre. 

Examinons^  en  premier  lieu,  le  eas  v  =»  1.     Dans  ce  cas,  la  fonc- 
tion F(x)  est  irreductible  par  rapport  au  module  p. 
Soit  Q  une  racine  quelconque  de  I'equation 

(2)  F{x)  =  0. 

Envisageons  le  domaine  des  nombres  entiers  algebriques  dependant 
de  la  racine  choisie  q  de  cette  Equation. 
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Comme  on  sait,  lea  nombres  entiers  alg^riques 

presentent  lea  racines  difiRSrentes  de  la  congruence 

F(x)  =  0        (mod.  p), 

dans  le  domaine  consid^re  des  nombres  entiers  algebriques. 
D^ignons 

(3)  (f  -  Qo?     Q^--9u     -  (>^'^=  (>»_i 

et  'considerons  une  foncidon  enti^re  rationnelle  a  coefficients  entiers 
^(Po>  Pi;  •  •  •  Pi»-i)>  syni^trique  par  rapport  aux  variables  Po;  Pi;  "  *  9%- 1  • 
En  rempla9ant  dans  la  fonction  6{fi^j  Pi;  * '  *  P«-i)  1^  nombres 
algebriques  Po?  Pi^  * ' '  Pn.i  P^i*  1^^  racines  de  Tequation  (2),  on  ob- 
tiendra  une  fonction  sjm^triqne  de  ces  racines  dont  la  yaleur  est  un 
nombre  entier.    En  d^signant  ce  nombre  par  6,  on  aura  une  congruence 

(4)  <^(Po;  Pi;  •  •  •  P«-i)  =  <y        (mod.  p), 
ce  qui  est  aise  a  demontrer. 

Gela    posO;    considerons    la    fonction    sym^trique    des    variables 

Po;  Pi;  •    •  Pn-i  ,  N  /  N, 

<y  (Po;  Pi;  •  •  •  P«-i)  ^  ^(P<  -  P>)  ; 
Otl 

f-0,  1,  2,  .    .n-1,    j  =  0,  1,  2,  ...n-1     et    i<j. 

En  rempla9ant  dans  la  fonction  consid^r^e  les  variables  Po;  Pi; "  *  p»-i 
par  les  racines  de  Tequation  (2)^  on  obtiendra  une  fonction  symetrique 
dont  la  valeur  est  egale  au  discriminant  D  de  la  fonction  Fix)*^  il  en 
resulte^  en  vertu  de  (4)^  la  congruence  suivante: 

(5)  n{Q,-Q;f^D        (mod.i>). 
En  observant  qu'en  vertu  de  (3)  le  produit 

presente  un  nombre  entier  algebriquc  dependant  de  la  racine  choisie  q 
de  r^quation  (2),  designons 

(6)  (0(Q)=n{Q,-Qj)      ot     i<j. 

En  elevant  les  deux  parties  de  cette  egalite  a  la  puissance  p,  on 
obtient 

(7)  [«(c)]''-ii(e/-p/). 

Comme  a  cause  de  (3) 

q/*  =  Qi^i     tant  que    i  <  n  —  1 
et 

Pi;_i  =  P'"  =  P         (mod.i>), 
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de  legalite  (7)  il  suit 

M»)y  =  (-  1)"-^  ^(ft  -  Qj)         (mod.  2>)  (i  <j), 

et  il  en  r^sulte  a  cause  de  (6) 

[(o{q)]p-'  =  (-  l)'-^         (mod.  p). 

D'autre  part,  eu  vertu  de  (5),  on  a 
p-i 

et  par  consequent 
ou  autrement 

(f)-(-')-^ 

donC;  le  theor^me  enonce  est  demontre  dans  le  cas  t;  =  1. 
Abordons  maintenant  le  cas  general. 
Designons 

(8)  F^'^(x)^,p,(x)<p,ix)...q>,(x) 

et  soit  ZK®^  le  discriminant  de  la  fonction  F^^\x). 
En  vertu  de  la  congruence  (1),  on  aura 

(9)  D<«)  =  D        (mod.  p). 

Designons  par  d^^  d^,  -  -  -  d^  les  discriminants  des  fonctions  fpi{x)f 

En  vertu  de  (8),  on  pent  poser 

(10)  2X«)  =  dirf,  ...rf,&», 
ot  k  est  un  nombre  entier. 

De  (9)  et  (10)  il  suit 

(")        (f)-©©-(>-)- 

Designons    par   w^,  m^,  •••  m^   les    d^gres    des    fonctions   fpi{x)j 
92  W;  •  *  "  9»(^)?  ^^  *^^ 
(12)  m^  +  Wj  +  •    •  +  m^  =  n. 

En  vertu  de  ce  qui  a  et^  dit  prec^demment,  on  aura  les  egalites 

(f )  =  (-  i)''"-s  (f ) = (-  i)--s  •  •  •  (f )  =  (-  i)--s 

et  a  cause  de  (11)  et  (12)  il  vient 

(f) -(-')-■ 

Le  tbeor^me  demontre   est  susceptible  d'applications  nombreuses 
et  importantes. 
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1.  En  posant  n  »  2,  on  aura  deux  cas  a  distinguer:  v  =«  1  ou 
V  —  2 ;  dans  le  premier  cas  (— j  =  —  1  et  dans  le  second  cas 
(— )  —  +  1 ;  done  la  congruence  du  second  degre 

x^  +  a^x  +  a,  =  0        (mod.  /)) 

n'a  pas  de  racines  reelles  tant  que  [■  -  j  =  —  1  et  poss^de  deux  racines 
rfeUes  tant  que  \—-\  =»  +  1 . 

Ge  sont  des  r^sultats  bien  connus. 

2.  En   posant   n=»3;    on   aura   trois   cas   ft   distinguer:    v^X^ 

2  ou  3;  dans  les  premier  et  troisieme  cas  f— j  ==>+!;  dans  le  second 
cas   (   -  j  c  —  1  •  done  la  congruence  du  troisieme  degre 
ic*  +  a^x^  +  a^x  +  0,  =  0        (mod.  p) 

n'a   qu'une  seule   racine  r^lle  tant   que   \-A  » —  1  et  possede  trois 

racines  r^Ues  ou  n'en  a  aucune  tant  que  (— j  ==  +  1 . 

J'ai  obtenu  ces  resultats  d'une  autre  mani^re  dans  mon  M^moire 
intitule :  Sur  les  nombres  entiers  alg^riques  dependant  des  racines  de 
Tequation  cubique^  P^tersbourg  1894  (en  russe). 

An  dernier  moment ^  j'ai  re9u  une  lettre  de  M.  K.  Hensel  qui 
a  bien  youlu  m'annoncer  de  ce  que  la  formule 

(?)-(-■)■- 

a  ete  communiquee  par  M.  L.  Stickelberger  en  1897  au  premier  con- 
gr^s  international  des  mathematiciens  a  Zurich. 


Die  metazyklischen  Gleichungen  9.  Grades. 

Von 
A.  WiMAN  aus  Upsala. 


In  den  grofieren  Handbiichern  der  Algebra  wird  bekanntlich  stets 
den  metazyklischen  Gleichungen  neunten  Grades  ein  besonderes  Kapitel 
gewidmet.  Man  findet  dort  insbesondere  die  schonen  gegenseitigen  Be- 
ziehungen  zwischen  den  Wurzeln  auseinandergesetzt,  wie  sie  in  der  gegen- 
seitigen Lage  der  neun  Wendepunkte  einer  Knrve  3.  Ordnung  einen 
geometrischen  Ausdruck  finden.  Wie  man  aber  die  neun  Wurzeln  wirk- 
lich  darstellt^  d.  h.  wie  ein  algebraischer  Ausdruck  zu  bilden  ist,  der 
nur  die  Werte  der  neun  Wurzeln  und  keine  anderen  Werte  annehmen 
kann^  darCLber  ist  meines  Wissens  noch  nichts  Yer5ffentlicht  worden. 
Diese  Aufgabe  stellen  wir  uns  hier,  wobei  wir  uns  auf  primitive 
Gleichungen  beschranken  wollen.  Die  firagliche  Aufgabe  ist  bis  jetzt 
nur  ftir  die  metazyklischen  Gleichungen  von  Primzahlgrad,  so  wie  ftir 
diejenigen  achten  Grades  gelost  worden. 

Es  gibt  sieben  verschiedene  Typen  von  primitiven  meta- 
zyklischen Gleichungen  9.  Grades^  indem  die  Galoissche  Gruppe 
der  Gleichung  sich  auf  sieben  verschiedene  Weisen  gestalten  kann.  Man 
kann  ja  den  Wurzeln  x  in  solcher  Weise  zwei  ganze  Zahlen  z^y  e^  als 
Indizes  beiftigen^  welche  nach  dem  Modul  3  genommen  werden,  daB 
die  Substitutionen  der  Gruppe  durch  lineare  Kongruenzen 

ihren  Ausdruck  finden.  Es  sei  G  die  Galoissche  Gruppe  der  Gleichung. 
Diese  Gruppe  besitzt  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  G^ ,  welche  die 
Substitutionen  von  den  beiden  Typen 

Z*   ^  Zt  -\-  cc* 

(&')  \    't  • 

Z^    =  ^2  +  «jj 

und 
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»x  =  —  ifi  +  flfj 


^^^  ..'--..  +  a. 


enthalt.     Die  Faktorgruppe 


ist  nun  mit  einer  Vertauschongsgruppe  Ton  yier  Dingen  lioloedriscli  iso- 
morph.  Dieser  Zusammenhang  mit  den  Vertauschungsgpippen  Yon  yier 
Dingen  findet  darin  seine  Erklarong^  daB,  falls  die  Gruppe  der  Gleichung 
dorch  Adjimktion  von  Irrationalitaten  auf  Gj  reduziert  wird,  vier  ver- 
schiedene  Imprimitivitatssysteme  aufbreten^  welche  ja  beim  Wendepunkts- 
probleme  in  den  yier  Wendepunktsdreiecken  eine  geometrische  Veran- 
schaulichong  finden.  Damit  die  Gleichung  primitiy  sei^  mufi  die  der 
Gruppe  Hi  zugeordnete  Vertauschungsgruppe  von  yier  Dingen  kein  Ele- 
ment inyariant  lassen.  Da  es  nun  solcher  Vertauschungsgruppen  von 
yier  Dingen  sieben  yerschiedene  Typen  gibt,  so  bekommt  man  auch 
fQr  die  Gruppe  G  sieben  yerschiedene  Typen. 

Als  Lagrangesche  Resolyenten  bezeichnen  wir  hier  die  Grofien 


(.-."0 


wo  die  ganzen  Zahlen  ^,  t^  nach  dem  Modul  3  genommen  werden  und 
nicht  beide  yerschwinden.  Man  hat  also  acht  solche  Resolyenten.  Setzen 
wir  noch  ,^^ 

so  bekommen  wir  die  Wurzeln  in  der  Gestalt 

Hier  hat  man  aber  zunachst  rechts  einen   algebraischen  Ausdruck, 
welcher  eine  tiberzahlige  Anzahl  yon  Werten  annimmt.     Die  Grofien 

sind  ja  die  Wurzeln  einer  metazyklischen  Gleichung  achten  Grades,  deren 
Gruppe  sich  leicht  aufstellen  lafit.  Die  Grofien  g^^^  ^  gehoren  dem  Korper 
R(x,s)  an,  und  man  kann  direkt  die  Vertauschungen  dieser  Grofien 
aufstellen,  welche  bewirkt  werden,  wenn  man  die  Substitutionen  des 
fraglichen  Korpers  ausfUhrt.  Dabei  sind  zwar  zwei  Falle  besonders  zu 
beriicksichtigen,  je  nachdem  It^e)  als  Unterkorper  yon  R(x)  auftritt 
oder  nicht.  In  beiden  Fiillen  findet  man  aber,  dafi  die  Gruppe  dieser 
Gleichung  achten  Grades  mit  der  Faktorgruppe 

^        7/ 
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holoedrisch  isorHorph  ist,  wo  G^  die  durcli  die  Substitutionen  S  erzeugte 
ausgezeiclmete  Untergruppe  von  G  bezeichnet.  In  fiinf  yon  den  sieben 
Hauptfallen  ist  die  Gruppe  der  Gleichung  achten  Grades  transitiT,  so 
daB  keine  Yon  den  Lagrangeschen  Resolventen  gleicb  Null  sein  kann. 
In  den  beiden  librigen  Hauptfallen  zerfallt  aber  die  Gleichung  achten 
Grades  in  zwei  Gleichungen  vierten  Grades,  und  von  den  Lagrangescten 
Resolventen  konnen  yier  identisch  verschwinden;  ja  es  lasst  sich  sogar 
durch  rationale  Transformation  immer  bewirken,  daB  letztere  Eigenschaft 
eintritt.  Bei  dem  folgenden  Verfahren  setzen  wir  aber  voraus,  daB  samt- 
liche  Resolyenten  yon  Null  yerschieden  sind.  In  den  Fallen,  wo  dies 
nicht  zutriflFfe,  lassen  sich  die  Wurzeln  in  noch  einfacherer  Weise  dar- 
stellen;  wir  wollen  aber  der  Eiirze  halber  darauf  nicht  eingehen. 

WoUte  man  nun  die  Lagrangeschen  Resolyenten  durch  die  dritt«n 
Wurzeln  aus  den  GroBen  g^^^^  ersetzen,  so  bekame  man  fflr  x,^^^^  einen 
Ausdruck,  welcher  die  tiberzahlige  Anzahl  yon  3®  Werten  annehmen 
konnte.  Um  diesem  t^^belstande  zu  entgehen,  fiihren  wir  acht  neue  GroBen 

ein.  Man  findet  leicht,  daB  auch  die  GroBen  tf„^  ,^  einer  Gleichung 
achten  Grades  gentigen,  deren  Gruppe  mit  der  Gruppe  H^  holoedrisch 
isomorph  ist.     Das  Produkt 

der  Lagrangeschen  Resolyenten  bleibt  bei  den  Substitutionen  des  Korpers 
R(XyS)  ungeandert  und  ist  also  eine  rationale  GroBe.     Schreiben  wir 

noch 

1 

SO  laBt  sich  der  eben  gegebene  Ausdruck  f(ir  rr.  .  in  die  folgende  Ge- 
stalt  umformen 


(I) 


Man  bekommt  alle  Werte,  welche  dieser  Ausdruck  annehmen  kann, 
wenn  Tq^^  und  r^  q  unabhangig  voneinander  alle  ihre  Werte  durchlaufen 
und  die  anderen  GroBen  r,,^  ,,^  beliebig  fixiert  werden.  Aus  der  Gestalt 
yon  (I)  ersieht  man  unmittelbar,  daB  man  dieselbe  Wirkung  bekommt, 
falls  man  t„^  ^^  den  Faktor  s  oder  r^o  den  Faktor  £"»  und  Tq^^  den 
Faktor  «"«  zufugt.  In  beiden  Fallen  bekommt  ja  das  zu  den  Indizes 
f^J^  gehorige  Summenglied  den  Faktor  £'."«+<»"^    Der  zuletzt  gefundene 
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Ausdrack  nimmt  also  nur  neim  Werte  an,  d.  h.  die  Werte  der  neun 
Wurzeln. 

Vielleicht  wird  man  jetzt  die  Frage  stellen:  Wie  steht  denn  die 
Sache  mit  den  primitiyen  metazjklischen  Gleichungen  im  allgemeinen? 
Hierzu  will  ich  nur  bemerken^  daB  ich  schon  1901  (in  der  Ofyersigt  der 
Schwedischen  Akademie  d.Wi88en8cliaften)  einen  Ausdrack  fiir  die  Wurzeln 
Yon  entsprechender  Form  (nur  anscheinend  etwas  allgemeiner)  aufgestellt 
habe.  Inwieweit  aber  die  Wurzeln  sicb  wirklicb  immer  in  der  dort 
angegebenen  Weise  darstellen  lassen,  um  dies  zu  entscheiden^  dtirfben 
sehr  tief  gehende  Untersuchungen  erforderlich  sein. 

Nurnocb  einPaar  Worte  iiber  die  Realitat  der  Wurzeln.  Ausdem 
Wendepunktsprobleme  kennt  man  ja  schon  einen  Fall,  wo  3  Wurzeln  reell 
und  die  tibrigen  imaginar  sind.  Man  scheint  aber  noch  nicht  zu  wissen,  ob 
es  in  dem  nattirlichen  Rationalitatsbereiche  metazyklische  Gleichungen  gibt^ 
welche  entweder  neun  reelle  Wurzeln  oder  eine  relle  und  acht  imaginare 
Wurzeln  besitzen.  Diese  Fragen  k5nnen  wir  jetzt  entscheiden.  Sind  nam- 
lich  die  GroBen  6^^  samtlich  reell,  so  bekommt  man  eine  reelle  und  acht 
imaginare  Wurzeln.  Dagegen  hat  man  neun  reelle  Wurzeln,  falls  je  zwei 
Grofien  <y^^  ,^  und  ^%u^^%u^  konjugiert  imaginar  sind.  DaB  diese  beiden 
Moglichkeiten  bezUglich  der  GroBen  6^^^  wirklich  stattfinden,  erkennt 
man  leicht.  Es  genUgt  z.  B.  den  Fall  zu  betrachten,  wo  die  zugehorige 
Gleichung  achten  Grades  zyklisch  ist,  durch  welche  Eigenschaft  einer 
der  sieben  Hauptfalle  charakterisiert  wird. 
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tJber  reduzible  Gruppen   linearer   homogener  Substitutionen. 

Von 
A.  LoEWY  aus  Freiburg  i.  B. 


Wahrend  die  Theorie  der  endlichen  Gruppen  linearer  homogener 
Substitutionen  seit  Cauchys  und  Galois'  Zeiten  ein  von  den  Mathema- 
tikem  eifrig  gepflegtes  Gebiet  darstellt,  befindet  sich  die  allgemeine 
Theorie  der  Gruppen  linearer  homogener  Substitutionen  noch  in  ihren 
ersten  Stadien.  Unter  einer  Gruppe  @  linearer  homogener  Substitutionen 
yerstehen  wir  hierbei  eine  Gesamtheit  linearer  homogener  Substitutionen 
Ton  der  YoUstandigkeit^  daB  das  Produkt  irgend  zweier  sowie  die 
reciproke  zu  jeder  in  @  enthaltenen  Substitution  der  Gesamtheit  @ 
angehort.  Die  bei  endlichen  Gruppen  linearer  homogener  Substitutionen 
fiir  den  Gruppencharakter  bereits  fiir  sich  allein  ausreichende  Abge- 
schlossenheit  in  bezug  auf  die  Produktbildung  geniigt  bei  allgemeinen 
Gruppen  linearer  homogener  Substitutionen  nicht.  Die  Substitutions- 
koeffizienten  von  @  soUen  keiner  Annahme  unterworfen  sein;  die 
Ghiippe  kann  also  kontinuierlich  oder  diskontinuierlich  sein^  jedoch 
soil  durch  die  Yoraussetzung,  daB  die  Gruppe  &  stets  das  wirkliche 
Produkt  irgend  zweier  ihr  angehoriger  Substitutionen  enthalt,  aus- 
geschlossen  sein,  daB  @  eine  Kongruenzgruppe  ist.  Im  folgenden  will 
ich  mir  erlauben,  liber  meine  Untersuchungen  in  bezug  auf  die  Re- 
duzibilitat  der  Gruppen  linearer  homogener  Substitutionen  zu  berichten. 

Eine  Gruppe  @  linearer  homogener  Substitutionen  in  n  Yariablen 
heiBt  reduzibel,  wenn  man  v  <  n  lineare  homogene  Kombinationen  der 
Yariablen  mit  konstanten  Eoeffizienten  finden  kann,  die  durch  jede 
Substitution  von  @  nur  untereinander  transformiert  werden.  Anders 
ausgedrtickt^  eine  Gruppe  &  linearer  homogener  Substitutionen  in 
n  Yariablen  heiBt  reduzibel,  wenn  man  eine  konstante  Matrix  T  von 
nicht  verschwindender  Determinante  finden  kann^  so  daB  die  Matrix  einer 
jeden  Substitution  der  zu  &  ahnlichen  Gruppe  ^  =  T&T"^  von  der 
besonderen  Form: 
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a,,      o,,       •      o,,      0            0 

•  0 

•  0 

«ri     «,»       ■■■  a„     0           0 

•  0 

«»1         ««S         •  •  •    «.»       ««,»  +  !       ««,»  +  » 

•  «.« 

(a) 


wird. 

Lassen  sich  alle  Substitutionen  von  ®  in  die  Form  (a)  tiberfOhren, 
so  driicken  wir  dies  auch  kurz  so  aus:  @  laBt  sich  in  die  Form 

bringen;  hierbei  bedeutet  %^^  ein  Quadrat  mit  v  Zeilen  und  v  Eolonnen, 
^i  ein  Rechteck  mit  n  —  v  Zeilen  und  v  Eolonnen^  ^,  ein  Quadrat 
mit  n  —  v  Zeilen  und  n  —  v  Kolonnen.  1st  eine  Gruppe  von  der  be- 
sonderen  Form: 

81,,  0 

SO  bilden  die  ersten  v  Variablen  fttr  sich  eine  zu  der  urspriinglichen 
Gruppe  isomorphe  Gruppe;  sie  wird  durch  die  Gesamtheit  der  Matrizes 
^11  gegeben.  Ebenso  bilden  auch  die  Substitutionen  inn  —  v  Variablen, 
deren  Matrizes  durch  SSt^,  bestimmt  werden,  eine  mit  der  urspriinglichen 
isomorphe  Gruppe.  Als  einfachst^es  Beispiel  einer  reduziblen  Ghruppe 
sei  irgend  eine  Permutationsgruppe  angefdhrt;  denn  bei  ihr  wird  die 
Summe  der  Variablen  in  sich  transformiert. 

Eine  jede  reduzible  Gruppe  ®  linearer  homogener  Substitutionen 
laBt  sich  durch  wiederholte  EinfQhrung  linearer  homogener  Funktionen 
der  Variablen  mit  konstanten  Koeffizienten  stets  derartig  in  eine  ahn- 
liche  Gruppe  %  =  RQiR"^  transformieren,  wobei  R  eine  Matrix  von 
nicht  verschwindender  Determinante  ist,  daB  jede  Matrix  einer  Sub- 
stitution von  %  oder,  wie  ich  statt  dessen  kurz  sage,  die  Gruppe  3t 
von  der  besonderen  Form: 


(?t) 


Oi,0    0   0    • 

•  •  0 

Oj,  o„0   0    • 

.  0 

0»lfl.«03S^       • 

••  0 

^^l<^i2^>l«^^4 


"^XX 
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wird;  a^,.  bedeutet  hierbei  (k'^i)  ein  Rechteck  mit  f^  Zeilen  und 
ff  Eolonnen;  /i  +  /i+  •••  +fx'^n,  Sind  die  A  mit  ®  isomorphen 
Gbruppen  linearer  homogener  Substitutionen^  die  darcb  die  Matrizes  On; 
^f  •  •  •;  ^xx  definiert  werden,  was  stets  zu  erreichen  imd  worauf  fiir 
das  Folgende  besonderes  Gewicht  zu  legen  ist^  irreduzible  Gruppen^  so 
sagen  wir:  ®  ist  unter  Hervorhebung  seiner  irreduziblen  Be- 
standteile  oder  Teilgruppen  in  eine  ahnliche  Gruppe  trans- 
formiert;  die  irreduziblen  Gruppen  On,  a,g,  •  •  •,  a^j^  heiBen  die  ir- 
reduziblen Bestandteile  oder  Teilgruppen  yon  @,  die  sich 
bei  der  Darstellung  yon  @  in  der  Form  %  ergeben. 

Fiir  die  irreduziblen  Bestandteile  yon  ®  gilt  der  auch  flir  die 
Theorie  der  linearen  homogenen  Differentialgleichungen  wicbtige  Satz^ 
daB,  wie  auch  immer  die  Gruppe  &  unter  Hervorhebung  ihrer  irredu- 
ziblen Bestandteile  in  eine  ahnliche  Gruppe  transformiert  wird^  die 
irreduziblen  Bestandteile  yon  &,  falls  man  ahnliche  Gbruppen  als  nicht 
yerschieden  ansieht^  bis  auf  die  Reihenfolge  eindeutig  bestimmt  sind. 
(tTber  die  BeduzibUitat  der  Gbruppen  linearer  homogener  Substitutionen. 
Transactions  of  the  American  Math.  Society^  Vol.  4^  S.  44.) 

Unter  den  Gruppen  linearer  homogener  Substitutionen  yerdienen 
diejenigen  eine  besondere  Aufmerksamkeit^  die  ich  nach  einem  brief- 
lichen  Vorschlage  yon  Herm'W.  Burnside*)  als  yoUstandig  reduzi- 
bel  bezeichne.  Eine  Gbruppe  ®  linearer  homogener  Substitutionen  heiBt 
yoUstiuidig  reduzibel;  wenn  man  wenigstens  eine  konstante  Matrix  R 
yon  nicht  yerschwindender  Determinante  finden  kann^  so  daB  die  zu  @ 
ahnliche  Ghiippe  R®R'^  yon  der  besonderen  Form: 

OiiO  0  0  ..  0 
0  0^0  0  ...  0 
0    0    QsjO  ...  0 


0   0  0   0  . . .  a;i^ 


wird^  also  auBer  in  der  Diagonale  lauter  Nullmatrizes  enthalt.  Eine 
yollstandig  reduzible  Gruppe  linearer  homogener  Substitutionen  ist  mit- 
hin  auf  folgende  Art  charakterisiert:  Man  kann  durch  EinfUhrung  neuer 
Yariablen  stets  erreichen^  daB  die  Yariablen  nach  der  Transformation 
in  Systeme  zerfallen,  die  Variablen  eines  jeden  Systems  sich  nur  unt«r- 
einander    transformieren    und    die    Gruppen   linearer    homogener   Sub- 

*)  Vgl.  wegen  dieses  Begriffes  auch  W.  Burn  sides  Aufs&tze  in  den  Acta 
mathematica,  Bd.  28,  S.  369  und  in  den  Proceedings  of  the  London  Math.  Society 
(2)  Vol.  1,  S.  117  (Jahrg.  1903). 
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stitutioneii;  die  jedes  Yariablensystem  ffir  sicli  allein  definiert^  irreduzibel 
sind.  In  der  Bezeichnnng  ^^YoUstandig  reduzibel^'  soUen  auch 
die  irreduziblen  Grnppen  eingeschlossen  sein;  bei  den  irredu- 
ziblen  Ghnppen  ist  in  dem  zuletzt  hingeschriebenen  Schema  A  =  1. 

Bei  einer  groBen  Anzahl  Ton  Gruppen  folgt  aus  ihrem  Gbarakter 
unmittelbar  ihre  YoUstandige  Reduzibilitat.  Eine  derartige  Slasse  Yon 
Gruppen  habe  ich  in  den  Transactions  of  the  American  Math.  Society^ 
Vol.  4j  S.  171^  mitgeteilt;  und  Herr  L.  E.  Dickson  hat  im  Anschlufi  an 
meine  Untersuchongen  das  Yon  mir  erhaltene  Resultat  ebendort^  S.  434; 
sehr  weitgehend  Yerallgemeinert.  Bei  mir  handelt  es  sich  nm  Gruppen 
linearer  homogener  Substitutionen  mit  reellen  EoeffizienteU;  bei  Herm 
Dickson  um  solche  mit  Eoeffizienten  aus  einem  gewissen  unendlichen 
Zahlkorper. 

Zu  den  Yollstandig  reduziblen  Gruppen  gehoren^  wie  man 
beweisen  kann^  alle  Gruppen  linearer  homogener  Substitutionen, 
die  eine  definite  Hermitesche   Form   in   sich  transformieren. 

Nach  einem  Yon  Herm  Moore  und  mir  in  der  gleichen  Woche 
YeroflFentlichten  Satze  gehort  zu  jeder  endlichen  Gbruppe  linearer  homo* 
gener  Substitutionen  eine  iuYariante  definite  Hermitesche  Form.  Aus 
dem  mitgeteilten  Theoreme  folgt  daher  der  Yon  Herm  Frobenius  im 
Verlaufe  seiner  tiefgehenden  Untersuchungen  tlber  die  endlichen  Gbruppen 
linearer  homogener  Substitutionen  erhaltene  und  auch  hierYon  unabhangig 
Yon  Herm  Maschke  (Math.  Annalen  Bd.  52)  gefundene  Fundamental- 
satz:  Jede  endliche  Gruppe  linearer  homogener  Substitutionen 
ist  YoUstandig  reduzibel. 

Wahrend  jede  endliche  Gruppe  linearer  homogener  Substitutionen 
Yollstandig  reduzibel  ist,  trifiFb  dies  nicht  fiir  jede  unendliche  zu.  Es 
gilt  folgender  Satz: 

Zu  jeder  Gruppe  ®  linearer  homogener  Substitutionen 
gehoren  (i  Yollstandig  reduzible  Gruppen  linearer  homogener 
Substitutionen;  diese  sind  ebenso  wie  die  irreduziblen  Be- 
standteile  Yon  ®,  wenn  man  ahnliche  Gruppen  als  nicht  Ycr- 
schieden  ansieht,  YoUig  eindeutig  bestimmt.  Die  fi  Yoll- 
standig reduziblen^  zu  ®  gehorigen  Gruppen  sind,  was  fiir 
die  irreduziblen  Bestandteile  Yon  @  nicht  zutrifft;  auch  ihrer 
Reihenfolge  nach  eindeutig  festgelegt.  Man  kann  also  Yon 
der  ersten,  zweiten  usw.  bis  /iten  Yollstandig  reduziblen  zu 
®  gehorigen  Gruppe  sprechen.  Die  Gesamtzahl  der  Variablen 
der  (I  Gruppen  ist  gleich  der  Variablenzahl  Yon  @.  Ist  /t»l, 
so  ist  @  Yollstandig  reduzibel. 

Die  Yorstehenden  Satze  sind  nicht  nur,   wie  ich  glaube,   insofem 
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von  Wert^  als  sie  iiber  die  Stellung  der  endlichen  Gruppen  linearer 
homogener  Substitutionen  in  der  aUgemeinen  Theorie  Aufischlufi  geben, 
sie  lieferten  mir  auch  neue  Gesichtspnnkte  fur  die  Theorie  der  Re- 
duzibilitat  der  linearen  liomogenen  Differentialgleichungen. 

Der  Begriff  der  Reduzibilitat  einer  linearen  homogenen  Differential- 
gleichung  erfordert  die  Fixierung  eines  Rationalitatsbereiches  £.  Der 
Einfachkeit  wegen  sei  2J  ein  unendlicher  Zahlkorper  £1  oder  ein  System 
rationaler  Funktionen  einer  Variablen  mit  Eoef&zienten  aus  einem  Zahl- 
kdrper  SI.  Alle  auftretenden  Differentialgleichungen  sollen  ausnahms- 
los  Eoeffizienten  aus  £  haben.  Im  A'nschlufi  an  Herm  Frobenius 
nennen  wir  eine  lineare  homogene  Differentialgleichung  mit  Eoeffizienten 
aus  2J  irreduzibel  oder  reduzibel^  je  nachdem  sie  mit  einer  linearen 
homogenen  Differentialgleichung  niedrigerer  Ordnung  mit  Eoeffizienten 
aus  2J  kein  oder  ein  Integral  gemeinsam  hat.  Eine  lineare  homogene 
Differentialgleichung  F=  0  mit  Eoeffizienten  aus  2J  heiBt  Tollstandig 
reduzibel^  wenn  man  yoneinander  verschiedene  irreduzible  lineare 
homogene  Differentialgleichungen  eT^  =  0,  e7,  =  0,  •  •  •,  J^^  =  0  mit  Eo- 
effizienten aus  U  finden  kann,  so  daB  die  Ordnung  der  vorgelegten 
linearen  homogenen  Differentialgleichung  V  =0  gleich  der  Summe  der 
Ordnungen  von  e^^  =  0,  e^j  =  0,  • . .,  eT"^  =  0  wird  und  F=  0  unter  alien 
linearen  homogenen  Differentialgleichungen  diejenige  niedrigster  Ord- 
nung ist;  die  durch  die  Integrale  aller  Differentialgleichungen  Ji  =  0^ 
«72=  0,  •  •  •,  e7^=  0  gleichzeitig  erfiillt  wird.  Von  der  voUstandig  re- 
duziblen  linearen  homogenen  Differentialgleichung  V  =0  sagen  wir 
auch:  sie  ist  das  kleinste  gemeinsame  Yielfache  der  irredu- 
ziblen  linearen  homogenen  Differentialgleichungen  eT^  =  0, 
J,  =  0,  •  •  •,  e7^==0.  Eine  voUstandig  reduzible  lineare  homogene 
Differentialgleichung  F  =  0  kann  auch  auf  folgende^  mit  der  obigen 
gleich wertige  Weise  charakterisiert  werden:  fiir  sie  existiert  wenigstens 
ein  Fundamentalsystem  von  Integralen,  so  daB  ein  jedes  Element  dieses 
Fundamentalsystems  auch  Integral  einer  irreduziblen  linearen  homo- 
genen Differentialgleichung  wird.  Die  irreduzible  lineare  homogene 
Differentialgleichung  soil  als  Spezialfall  der  voUstandig  reduziblen 
linearen  homogenen  Differentialgleichung  angesehen  werden. 

Man  kann  dann  beweisen:  Existiert  f(ir  eine  voUstandig  reduzible 
lineare  homogene  Differentialgleichung  F  =»  0^  die  kleinstes  gemein- 
sames  Yielfaches  der  irreduziblen  linearen  homogenen  Differential- 
gleichungen e7i  =  0,  J^=0,  •  •  •,  e7'^=0  ist,  nur  noch  eine  von  den 
angegebeuen  verschiedene  irreduzible  lineare  homogene  Differential- 
gleichung, die  mit  F=*0  ein  Integral  gemeinsam  hat,  so  wird  F  =  0 
durch   die   Integrale   von   unendlich   vielen   verschiedenen   irreduziblen 
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linearen  Iiomogenen  Differentialgleichungen  befriedigt;  eine  yollstandig 
reduzible  lineare  liomogene  Differentialgleichung  ist  nur  auf  eine  ein- 
zige  oder  auf  unendlicli  yiele  Weisen  kleinstes  gemeinsames  Vielfaches 
irreduzibler  linearer  homogener  Differentialgleichungen. 

Nicht  jede  lineare  homogene  Differentialgleichung  D  =  0  mit 
Koeffizienten  aus  2J  ist  yollstandig  reduzibel.  Zu  jeder  linearen  homo- 
genen  Differentialgleichung  D  »  0  mit  Koeffizienten  aus  U  gehort 
eine  eindeutig  bestimmte  yollstandig  reduzible  lineare  homogene  Diffe- 
rentialgleichung hochster  Ordnung  mit  Koeffizienten  aus  Zj  deren 
samtliche  Integrale  der  Gleichung  D  »  0  gentigen.  Notwendig  und  hin- 
reichend;  damit  eine  lineare  homogene  Differentialgleichung  D  =  0 
mit  unendlich  yielen  irreduziblen  linearen  homogenen  Differentialglei- 
chungen Integrale  gemeinsam  hat;  ist;  daB  die  zu  D » 0  gehorige 
yollstandig  reduzible  lineare  homogene  Differentialgleichung  hdchster 
Ordnung  sich  wenigstens  auf  zwei  und  daher  auf  unendlich  yiele 
Arten  als  kleinstes  gemeinsames  Vielfaches  irreduzibler  linearer  homo- 
gener Differentialgleichungen  auffassen  laBt.  Hieraus  folgt  als  spe- 
zieller  Fall  der  Satz: 

Wird  eine  lineare  homogene  Differentialgleichung  D  -=  0  mit  Ko- 
effizienten aus  £  nur  durch  die  Integrale  einer  endlichen  Anzahl 
yerschiedener  irreduzibler  linearer  homogener  Differentialgleichungen 
befriedigt;  so  mufi  die  Summe  der  Ordnungen  dieser  irreduziblen 
linearen  homogenen  Differentialgleichungen  stets  kleiner  oder  hochstens 
gleich  der  Ordnung  yon  D  =  0  sein. 


Sur  une  cat^orie  d'^quations  fonctionnelles.*) 

Von 
K.  Stephanos  aus  Athen. 

Monsieur  Stephanos  part  de  la  proposition  suiyante: 

La  condition   necessaire  et  suffisante   pour  qu'une  fonc- 

tion   de   deux  variables  F{x,y)  soit  exprimable   par   une  for- 

mule  telle  que: 

F{x,  y)  -  £q>,{x)^,(yl         (i  -  1,  2,  •  •  •  m) 
consiste  dans  r^vanouissement  identique  du  determinant 

i    p        dF  d^F 


dx 

dF     d*F 
dy     dxdy 

ay"  dxdy'* 

d'^F 
daTdrr 

et  expose  les  resultats  de  Tapplication  de  cette  proposition  a  Fexamen 
des  questions  suivantes: 

1.  Quelles   sont   les   fonctions  f{x)   donnant   lieu  a   une  formule 
d'addition  telle  que: 

f(x  +  y)  =  2:ip,{x)tM         (i  =  1,  2,  . . .  m). 

2.  Quelles   sont  les   fonctions  f{x)   donnant  lieu   a  une  formule 
telle  que: 

^^1^  -  i:9i(x)tl>M         (i  =  1,  2,  . . .  m). 


*)  Une  exposition  plus  d^ill^e  de  cette  communication  sera  ins^r^  dans 
le  vol.  Xviil  (1904)  des  Eendiconti  del  Gircolo  Matematico  di  Palermo. 
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3.  Quelles   sont   lea   fonctions  f{x)   donnant  lieu  a  one   formule 
telle  que: 

^<|^>  -  S9,{x)^,(s)  {x-yj-  \  {i  =  1,  2,  . . .  m). 

4.  Dane  quel  cas  le  d^yeloppement  de     ^^"~^^  par  la  fonnule 

X  —  y 

de  Lagrange  conduit  a  une  expression  &  m  termes: 

oil: 

^'W  =  7r j^t 


On  Products  in  Additive  Fields. 

Von 
E.  H.  Wilson  aus  New  Haven. 


1.  Introductory.  —  That  to  which  I  ask  your  attention  at  this 
time  is  intimately  related  to  vector  analysis,  hut  the  treatment  here 
followed  will  he  from  a  far  broader  point  of  view  than  that  usually 
adopted  in  discussing  a  geometrical  or  physical  analysis  and  every 
attempt  will  he  made  to  avoid  the  numerous  petty  disputes  over  ques- 
tions of  mere  notation.  To  indicate  the  present  viewpoint  the  general 
title  ^products  in  additive  fields"  has  been  chosen,  and  that  which 
follows  may  be  considered  as  belonging  to  the  subject  of  multiple 
algebra  in  its  most  extended  sense  rather  than  to  any  one  special 
multiple  algebra. 

As  it  is  not  our  purpose  in  this  communication  to  discuss  the 
foundation  of  Multiple  Algebra  whether  upon  a  system  of  logical  con- 
cepts or  upon  a  set  of  postulates,  we  merely  state  —  what  is  probably 
subject  to  no  mistaken  interpretation  —  that  the  members  of  the  fields 
considered  may  be  added  (and  subtracted)  according  to  the  ordinary 
rules  of  algebraic  operation,  and  that  in  particular  any  two  members 
of  the  field,  say  a  and  6,  may  be  expressed  by  means  of  numerical 
coefficients  a^  and  h^  in  terms  of  the  same  finite  number  of  funda- 
mental elements  6|,  called  units.     Thus 


^-  ^(^i^i,         b^^b.e^ 


2.  Historical.  —  It  would  be  ungracious  to  begin  without  first 
acknowledging  that  all  which  I  have  to  say  draws  its  immediate  in- 
spiration from  the  late  J.  Willard  Gibbs,  and  that  the  more  important 
part  of  what  I  here  offer  must  be  attributed  directly  to  him.  Yet,  to 
determine  exactly  whether  or  not  he  might  have  agreed  to  all  that 
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follows  is  impossible.  Thus  while  giving  to  him  all  that  may  be 
yaloable  and  broad-minded  ^  I  wish  distinctly  to  reserve  for  myself 
whatever  is  narrow-minded  or  mistaken. 

A  little  history  may  be  pardoned.  In  the  early  eighties  Gibbs 
printed,  for  private  distribution  and  especially  for  the  use  of  his  pupils 
in  mathematical  physics,  a  small  pamphlet  entitled  Elenicfits  of  Vector 
Analysis,*)  Twenty  years  later  when  it  was  desired  that  a  more  formal 
publication  of  the  matter  should  be  made,  the  author  put  forward  two 
strong  objections.  In  the  first  place  he  contended  that  there  was  not 
enough  of  originality  in  what  he  had  accomplished  in  vector  analysis. 
Although  the  method  resembles  to  a  large  extent  that  of  tirassmann 
and  although  the  ideas  that  underlie  it  are,  as  we  shall  see,  yet  more 
closely  allied  to  those  of  the  author  of  the  Ausdehnungsklire,  neverthe- 
less whoever  is  acquainted  with  Gibbs's  treatment  of  the  potential  and 
of  dyadics  with  especial  reference  to  that  which  concerns  double  multi- 
plication will  readily  attribute  this  first  objection  to  the  author's  well 
known  modesty.**)  In  the  second  place  he  felt  convinced  that  few, 
if  any,  could  understand  the  import  of  his  views  in  the  smaller  field  of 
vector  analysis  if  the  Vector  Analysis***)  was  published  apart  from  a 
more  general  work  on  Multiple  Algebra.  Although  the  criticisms 
adverse  or  favorable,  which  have  been  passed  on  the  Vector  Analysis 
have  quite  substantiated  this  prophetic  conviction  of  Gibbs,  one  may 
be  permitted  not  so  much  to  regret  the  publication  of  that  work  as 
to  lament  the  fact  that  death  came  before  it  was  possible  to  publish 
the  Multiple  Algebra. 

In  1886  Gibbs,  then  vice-president  of  the  American  Association 
for  the  Advancement  of  Science,  delivered  an  address  on  Multiple 
Algebra.  This  was  published  in  the  Proceedings  of  the  Associationf ), 
where  unfortunately  it  has  shared  to  a  large  extent  the  oblivion  so 
long  sufiFered  by  the  more  famous  papers  on  thermodynamics.  Like 
them,  too,  it  is  written  in  a  very  general  and  none  too  clear  style. 
Although  written  more  than  fifteen  years  before  the  author's  death, 
this   address   is   his    most  important  publication  on  multiple   algebra, 


•)  Elements  of  Vector  Analysis  arranged  for  the  ttse  of  students  in  Physics  by 

J.  Willard  Gibbs.    New  Haven.     88  pp.  1881—4.    No  longer  to  be  obtained. 

**)  His  use  of  ideas  other  than  Grassmann's  was  considerable.    See  §§  4—7. 

♦^  Vector  Analysis:  a  text -hook  for  the  use  of  students  of  mathematics  and 

physics:  founded  upon  the  lectures  of  J.  Willard  Gibbs,  by  Edwin  Bidwell 

Wilson.    New  York,  Charles  Scribner's  Sons,  Xin  +  436  pp.     1901. 

t)  Proceedings  of  the  American  Association  for  the  Advancement  of  Science, 
vol.  35,  pp.  37—66  (1887);  hereafter  cited  as  Adress, 
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and  as  such  it  deseires  careM  study  not  alone  for  what  it  states 
precisely  but,  like  the  works  of  other  great  men  snch  as  Maxwell  and 
Grassmann^  for  what  it  suggests.  In  his  lectures  on  multiple  algebra^ 
Gibbs  spent  so  much  of  his  time  in  developing  the  more  restricted 
geometrical  algebras  of  Grassmann,  whose  work  he  so  much  admired^ 
that  he  frequently  did  not  get  far  beyond  the  content  of  this  address 
and  it  is  to  be  feared  that  the  manuscript  which  he  left  behind  contains 
but  an  inconsiderable  part  of  what  he  had  in  a  state  of  full  deyelop- 
ment  in  his  mind. 

3.  The  formal  product.  —  In  the  first  Ausdehnungslehre  Grass- 
manu;  the  great  philosopher  of  algebra  whose  real  successor  in  many 
ways  was  Gibbs^  wrote  as  follows:*) 

Die  Beziehung  der  Multiplikation  zur  Addition  haben  wir  dahin 
bestimmt^  daB 

(a  +  b)c  =  ao  +  6c 

c{a  +  b)=-ca  +  cb  ^ 

ist;  und  dadurch  war  uns  der  Begriff  der  Multiplikation  festgestellt. 

In  1897  Whitehead**)  states  the  definition  more  explicitly,  poin- 
ting out  that  the  two  multiple  quantities  which  are  multiplied  need 
not  belong  to  the  same  field  and  that  the  product  need  not  possess 
the  associative  property.  It  may  incidentally  be  noted  that  the  pro- 
duct does  not  necessarily  belong  to  the  field  of  either  factor  or  to  a 
field  constructed  from  the  combined  fields  of  both  factors. 

If  equations  (1)  and  these  alone  are  taken  as  the  complete  definition 
of  the  product  of  multiple  quantities^  the  product  becomes  purely 
formal    Let 

n  m 

a^''  ^a^e^    and     &«=»  ^.  &.g<> 
1  1 

then  ab  =  ^  ^  a^h^e^e^  (2) 

This  is  a  new  multiple  quantity  with  nm  units  e^ej.  It  may  further 
be  noted  that  the  product] 

of  three  factors  is  necessarily  associative  provided  that  no  other  con- 
ditions than  equations  (1)  are  imposed.    For  then  the  units  e^e/e/ 

*)  Auadehnwigslehre  (1844)  §  lO,  p.  11,  Edition  of  1878. 
••)  A  Treatise  <m  Universal  Algebra^  vol.  1,  pp.  26—27. 
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are  merely  symbols  or  keys  (to  use  the  expression  of  Cauchy).  The 
introduction  of  other  conditions  may  or  may  not  render  the  product 
non-associatiye.  Thus  in  the  case  of  vectors,  the  vector  product  is 
non-associative,  the  scalar  product  does  not  admit  the  association  of 
factors,  whereas  the  quaternion  product  and  the  exterior  product  of 
Grassmann  are  associative.  The  equality  ab  =  a'b'  of  two  formal 
products  evidently  implies  the  equality  of  the  corresponding  factors, 
except  for  the  possible  transference  of  a  scalar  multiplier  from  one 
factor  to  another.  That  is,  if  ab  »  a'b',  then  a  »  xa  and  b  »  yb\ 
where  xy  =  1.  Thus  the  knowledge  of  the  value  of  the  formal  pro- 
duct affords  as  much  information  concerning  the  individual  factors  as 
could  be  expected.*) 

The  case  which  arises  almost  universally  in  practice  is  that  in 
which  the  two  mtdtiple  quantities  occurring  in  a  product  belong  to 
fields  constructed  from  the  same  number  of  fundamental  units.  And 
this  is  the  case  which  we  shall  consider  from  this  point  on.  The 
formal  product  is,  then,  a  multiple  quantity  in  a  field  of  n'  units. 
If  the  units  6|6^  be  considered'  as  denoting  the  position  of  the  terms, 
the  formal  product  ab  becomes  in  a  certain  manner  equivalent  to  the 
matricular  array 


The  multiple  quantity  formed  by  adding  together  a  number  of  terms 
ttj&y,  that  is  a  dyadic  polynomial 

0  =  Uc^afii, 

may  evidently  be  expressed  in  the  same  manner.  It  is  the  possibility 
of  developing  a  theory  of  dyadic  polynomials  which  shall  include  the 
theory  of  matrices  that  makes  the  study  of  the  formal  product  or 
dyad  of  especial  importance.  The  definition  (see  below)  of  a  product 
which  has  a  scalar  value  and  which  may  be  denoted  by  a«&,  imme- 
diately suggests  the  use  of  the  dyadic  polynomial  to  express  a  linear 
transformation.     If  r  be  the  vector  of  a  point  in  space, 

r  =  Oo'  =  Ec^a^{b^»r)  =  21c^{bi'^r)a^ 
and  the  multiplication  of  matrices 

0»0'  =^  (£c^a^b^)^{£c/aJ'bf)  =  Zic^clip^^aDafiJ. 
Thus  if  one  but  stops  to   consider  the  formal  product  before  passing 

•)  Compare  Vector  Analysis,  pp.  272 — 8. 
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on  to  the  detailed  theory  of  special  products^  he  can  see  at  a  glance 
that  this  product  not  only  has  logical  precedence  over  all  others  but 
may  naturally  serve  the  end  of  giving  expression  to  the  closely  related 
and  important  subjects  of  matrices  and  linear  transformations. 

4.  Special  Products.  —  The  introduction  of  the  special  products 
may  be  made  from  several  points  of  view.  To  follow  the  method 
used  by  Grassmann^  let  there  be  assumed  certain  supplementary 
equations  of  condition  of  the  form 

2;a,,e,e,  =  0  (r,5  =  1,  2, . . .,  n) 
between  the  units  e^,  e, .  Let  it  further  be  assumed  that  the  equations 
(1)  are  unchanged  when  for  the  units  e^,  e,  there  be  substituted  any 
quantities  in  their  field.  These  assumptions  lead  to  Grassmann's 
lineal*)  product,  of  which  there  are  two  types,  called  algebraic  and 
combinatory,  defined  by  the  relations 

e^e,  =  e,e^  algebraic,  ,g. 

and  e^e,  =  —  e^e^        combinatory.  ^ 

The  first  of  these  is  of  utmost  importance  in  the  theory  of  invariants. 
But  far  greater  attention  is  usually  bestowed  upon  the  second,  out  of 
which  is  built  the  theory  of  the  progressive  and  regressive  products 
and  all  the  geometric  interpretations  so  intimately  connected  with  them. 
It  may  well  be  doubted  if  there  is  any  more  elegant  and  natural 
method  of  treating  the  ordinary  geometric  properties  of  n-dimensional 
space  than  by  following  the  method  of  Grassmann.  It  was  this  that 
Gibbs  was  accustomed  to  do  in  the  first  part  of  his  course  on  multiple 
algebra;  using,  however,  the  formal  product  rather  than  Grassmann's 
fraction  to  represent  the  linear  function. 

It  is  to  be  noticed  that  when  following  this  method  of  procedure 
the  product  of  two  factors  does  not  belong  to  the  field  of  the  factors, 
but  is  of  the  second  kind.  In  the  same  way,  the  product  of  three 
factors  is  in  a  new  field,  a  field  of  the  third  kind;  and  so  on.  This 
constitutes  a  radical  departure  from  the  ordinary  ideas  of  algebra  in 
which  the  product  belongs  to  the  field  of  the  factors.  Moreover,  the 
restriction  to  lineal  products  cuts  out  a  large  number  of  important 
algebras.  For  instance,  in  quaternions  and  biquatemions  the  product 
of  two  factors  follows  neither  of  the  rules  (3).  Thus  there  is  suggested 
a  second  general  point  of  view  which  in  its  origin  seems  to  be  purely 
algebraic,  whereas  the  system  of  Grassmann  was  in  its  origin  (though 
not  in  all  the  subsequent  development)  geometric. 

•)  Swr  les  differents  genres  de  muUipliccUion^  Crelles  Journal,  vol.  49, 
pp.  123—141  (1866).     Ausdehnungskhre  (1862),  §  37,  pp.  20—21. 
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Following  Benjamin  Peirce^  it  may  be  assumed  that  the  pro- 
duct belongs  to  the  field  of  the  factors.'*')  The  value  of  the  product 
is  then  determinable  by  setting  up  a  multiplication  table  for  the  units. 
Thus  if  e^e^  ^  ^t^-i  *^d  if  two  e's  are  considered  equal  when  their  in- 
dices differ  by  a  multiple  of  n^  multiplication  is  the  same  as  algebraic 
multiplication  in  a  cyclotomic  body.  In  this  case  multiplication  is  as- 
sociative. If  there  are  three  units  and  if  ^<6^  =  ±  ^^  according  as  i,  J,  k 
are  in  the  cyclic  order  123  or  132,  multiplication  is  the  same  as  that 
of  the  vector  product.  Here  multiplication  is  not  associative.  The 
problem  of  determining  all  the  linear  associative  algebras  which  possess 
a  modulus  has  recently  been  exhaustively  treated  by  H.  E.  Hawkes**). 
The  corresponding  problem  for  non- associative  algebras  has  not  been 
treated,  so  far  as  I  am  aware.  Yet  the  restriction  of  association  can- 
not always  be  imposed  upon  the  algebras  with  which  it  is  convenient 
to  work:  witness,  the  various  vector  algebras  in  current  use  among 
physicists.  Moreover,  the  restriction  that  the  products  belong  to  the 
field  of  the  factors  may  readily  be  abandoned. 

Thus  it  is  seen  that  neither  the  points  of  view  and  developments 
of  Grassmann  nor  those  of  Peirce  are  in  themselves  so  all-inclusive 
as  to  render  the  others  unworthy  of  consideration.  As  a  further  cor- 
roboration of  this  may  be  mentioned  the  fact  that  the  Encydopaedie 
der  Mathematischen  Wissenschaften,  Bd.  1***)^  contains  a  report  on 
the  latter,  while  it  is  reserved  for  another  volume  to  present  the 
former.  Evidently  the  multiple  algebra  of  to-day,  if  it  would  be  com- 
plete, must  treat  both  sides  of  the  matter. 

5.  Vector  Algebra,  f)  —  These  two  points  of  view  and  the  pos- 
sibility  of  combining  them,   coupled  with  the  desire  to   create  some- 

*)  The  germ  of  the  idea  certainly  goes  back  to  Hamilton,  but  Peirce's 
memoir  on  Linear  AssocicUive  Algebra  was  the  first  to  give  anything  approaching 
a  satisfactory  treatment  of  the  general  problem. 

••)  The  enumeration  of  non -quaternion,  number  -  systems^  Mathematische  An- 
nalen,  vol.  68,  pp.  361 — 389  (1904).  Other  references  to  the  literature  will  be 
found  there. 

**^  Theorie  der  gemeinen  und  hoheren  konipUxen  Grofien  von  E.  Study, 
pp.  147 — 183.  Compare  foot-note  13 :  „6ei  den  verwandten  Begrififsbildungen  Grass- 
mann's  fehlt  ein  wesentliches  Moment,  niLmlich  die  Zuruckleitung  der  Produkte 
auf  die  GrOfien  des  Systems  selbst."  And  foot-note  6:  „In  allgemeinerem  Sinne 
noch  als  in  der  Theorie  der  Systeme  komplexer  GrOfien  werden  die  Worte  Pro- 
dukt  und  Mnltiplikation  von  H.  Grassmann  und  anderen  verwendet." 

t)  This  fifth  section  may  be  regarded  more  particularly  than  the  rest  of  the 
communication  as  a  reply  to  R.  Mehmke's  Vergleich  der  Vectoranalysis  ameri- 
kanischer  Biditimg  und  derjenigen  deutsch-itaiienischer  Richtung,  Jahresbericht  der 
Deutscheu  Mathematiker-Vereinigung,  vol.  13,  pp.  217—228  (1904). 
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thing  which  should  be  simple  and  useful  for  the  physicist  rather  than 
for  the  geometer^  were  the  elements  that  Gibbs  had  in  mind  in  con- 
structing his  vector  analysis.  Taking  the  general  standpoint  of  Grass- 
mann  the  formal  product  was  regarded  as  the  fundamental  product. 

+  a^bji  +  a^bjj  +  a^bjk 
+  a^b^ki  +  a^b^kj  +  a^b^kk, 
if  a^aii  +  a^j  +  a^k 

and  6  =  ft^i  +  b^j  +  b^k. 

From  this  the  scalar  product  may  be  obtained  by  means  of  the  multi- 
plication table 


i 

J 

k 

i 

1 

0 

0 

J 

0 

1 

0 

k 

0 

0 

1 

and  the  vector  product  by  means  of 


i 

J 

k 

i 

0 

k 

-J 

J 

-* 

0 

i 

k 

J 

-i 

0 

Thus*) 
and 


a»&< 


a*h  =-  flf^ftj  -f  0,6,  +  Ojftj 


I  63  6^ !         \\b^^ 


In  this  way  the  point  of  view  taken  by  Peirce  comes  in  as  an  es- 
sential idea  in  the  system  —  but  broadened  so  as  to  include  the  pos- 

*)  GibbB  used  a  •  b  and  axb  where  we  use  a»b  and  avb.  We  have  in- 
troduced the  change  here  merely  for  the  convenience  of  the  reader  who  may  not 
be  BofGcientlj  familiar  with  the  •  and  the  x  to  remember  which  it  is  that  denotes 
the  scalar  product  and  which  the  vector  product.  The  use  of  the  dot  and  the 
cross  has  been  criticised  on  the  ground  that  they  are  separators  in  ordinary  al- 
gebra but  are  used  to  unite  the  factors  rather  than  to  separate  them  in  vector 
algebra.  This  objection  is  hardly  valid.  For,  were  it  not  for  the  separatiofi  im- 
plied by  the  dot  and  the  cross,  the  factors  would  come  together  and  make  the 
formal  product  ab. 
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sibility  of  the  product  being  not  of  the  field  of  the  factors.  Regarding 
the  matter  from  a  purely  theoretical  and  philosophical  point  of  view 
I  fail  to  find  in  any  other  system  of  vector  algebra  ideas  so  broad 
and  instructive^  so  in  accord  with  that  liberal  attitude  which  must  be 
taken  now-a- days  in  dealing  with  multiple  algebra  as  a  whole. 

As  there  is  considerable  divergence  of  opinion  in  regard  to  the 
relations  between  the  products  of  Grassmann  and  those  of  Gribbs,  it 
may  be  permitted  to  go  into  some  detail  as  to  the  ideas  underlying 
the  combinatory  product  [ab]  which  is  of  the  second  kind,  its  index 
[aft]  which  is  of  the  first  kind,  and  the  interior  product  [a\b^  — 
contrasting  them  with  the  products  a»b  and  a^b. 

The  numerical  value  of  [ab]  does  not  differ  from  that  of  {t^b. 
But  there  are  vital  differences  between  the  products.  When  the  direc- 
tions of  the  axes  are  reversed  [a 6]  does  not  change  sign,  whereas  a^b 
does.'  Moreover,  analytically  [ab\  is  a  quantity  of  the  second  kind 
and  is  not  in  the  field  of  the  factors,  whereas  a^b  is  of  the  first  kind 
and  is  in  the  field  of  its  factors:  geometrically  speaking,  the  former 
represents  a  plane,  the  latter  a  directed  line.  The  conceptions  are 
different  and  each  seems  equally  valid.  Why  anybody  should  wish  to 
deny  the  utility  of  either  one  is  not  easy  to  see.  For  the  development 
of  projective  geometry  in  three  or  in  n  dimensions  and  for  exhibiting  the 
law  of  duality,  the  combinatory  product  [ab]  has  undoubted  advantages 
over  the  vector  product.  For  these  purposes  Gibbs  used  it  to  the 
exclusion  of  the  latter.  But  for  use  in  the  ordinary  branches  of  physics 
he  discarded  it.  The  physicist  cares  little  for  the  principle  of  pro- 
jective duality,  little  for  n  dimensions.  Moreover  he  has  to  do  with  so 
many  radically  different  sorts  of  vector  quantities  —  displacements, 
couples,  plane  areas,  forces,  fluxes  —  that,  if  he  is  to  have  any  vec- 
tor analysis  at  all,  he  must  regard  the  elements  which  are  common 
to  all  these  directed  quantities  rather  than  those  which  are  different  in 
the  different  quantities.  And  of  the  differences  the  nice  geometric 
question  of  distinguishing  between  directed  lines  and  oriented  planes 
is  among  the  least  noteworthy.  Long  before  any  vector  method  became 
widely  used  the  physicist  was  accustomed  to  look  upon  an  element  of 
surface  as  a  directed  quantity,  directed  along  the  normal  to  the  surface. 

The  index  j  [ab]  of  the  product  [ab\  is  numerically  equal  to  the 
vector  product  a^ft;  and  it  suffers  the  same  change  of  sign  when  the 
directions  of  the  axes  are  reversed.  But  when  it  is  introduced  in  the 
manner  chosen  by  Grassmann  it  appears  more  as  a  function  of  the 
product  [fib]  than  as  a  product  itself,  existing  by  its  own  right.  Once 
the  point  of  view  be  changed  and  the  combinatory  product  be  ahan- 
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doned  in  defining  the  vector  product,  the  method  becomes  essentially 
that  of  Gibbs  and  the  notation  of  the  index  ha4  best  be  abandoned^ 
or  rather  reserved  for  its  proper  uses  —  for  it  has  important  uses.*) 
I  would  by  no  means  belittle  the  value  of  the  index.  I  would  merely 
point  out  that  there  are  other  points  of  view  which  are  equally  pos- 
sible and  which  for  some  purposes  may  be  preferred. 

With  respect  to  the  scalar  product  a*b  and  the  interior  product 
[a;&];  much  the  same  line  of  argument  may  be  applied.  So  different 
are  they  in  point  of  view  that  nothing  but  their  common  numerical 
value  could  ever  for  a  moment  have  led  to  their  confusion.  The  first, 
a»b,  deals  directly  with  two  vector  quantities,  whether  they  represent 
lines  or  planes  or  a  line  and  a  plane,  in  much  the  same  way  as  the 
formula 

cos  &  =  IV  +  mm  +  nn 

deals  with  the  direction -cosines  I,  m,  n  and  l\  m,  n  without  stopping 
to  enquire  whether  they  be  the  direction- cosines  of  a  straight  line  or 
of  the  normal  to  a  plane.  The  product  \a\b\  multiplies  the  vector  a 
and  the  index  of  the  vector  b.  This  is  an  indirect  method  of  hand- 
ling the  vector  b  and  cannot  appeal  very  strongly  to  the  physicist. 
Moreover,  it  should  be  pointed  out  that  the  product  [a|6J  is  in  no 
sense  a  scalar  product  except  by  accident,  and  then  not  always.  The 
product  is  in  reality  the  combinatory  product  of  a  and  the  index 
of  6.**)  Now  if  a  and  6  both  represent  lines,  the  index  of  6  is  a 
plane  and  the  product  [a\b]  becomes  a  scalar  quantity  by  virtue  of 
the  assumption  that  in  a  three-dimensional  system  the  product  of  the 
three  independent  units  is  a  scalar.  If  on  the  other  hand,  b  repre- 
sents a  plane  (is  a  bivector  in  the  sense  of  Mehmke),  the  index  of  b 
is  a  line  and  the  product  [a '6]  is  a  vector  quantity.  In  similar 
manner  if  a  represents  a  plane,  and  b  a  line,  the  product  (by  the 
theory  of  regression)  is  a  vector.  Finally  if  a  is  a  plane  vector  and  b 
also  a  plane  vector,  the  product  again  takes  on  a  scalar  value. 

Two  illustrations  of  this  difierence  can  be  obtained  from  mechanics. 
In  the  system  of  Gibbs  the  work  is  always  expressed  as 

In  the  case  of  the  motion  of  a  particle  the  force  is,  apart  from  its 
dimensions,  a  directed  line.  So  is  also  the  displacement.  But  to  re- 
present  the   work  in    Grassmann's  system   it  becomes   necessary    to 

*)  Gibbs  made  constant  use  of  the  index  in  bis  course  on  multiple 
algebra. 

••)  Ausdehnungslehre  (,1802),  §  137,  p.  107. 
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regard  either  the  displacement  or  the  force  as  a  plane  vector.  Thus 
in  this  case 

dW^[P\dr]^[dr\F]. 

In  the  theory  of  continuous  media  the  force  is  pressural.     It  may  be 
represented  as  the  product  of  a  surface  into  a  scalar;  F^fdS.    Then 
the  work,  in  the  system  of  Grassmann^  becomes 
dW=[Pdr]^f[dSdrl 

Now  it  is  certainly  permissible  and  probably  reasonable  for  the  physi- 
cist to  sacrifice  the  distinction  between  line  vectors  and  plane  vectors, 
which  is  less  than  other  distinctions  between  the  directed  quantities 
which  he  employs,  and  to  give  up  the  geometric  principles  of  duality 
and  of  n  dimensions,  which  he  rarely  wants,  rather  than  to  have  two 
different  notations  for  the  scalar  product.'^)  Precisely  the  same  re- 
mark applies  in  the  case  of  the  index  and  the  vector  product.  The 
index  of  the  combinatory  product  is  not  a  vector  product  and  the  in- 
terior product  is  not  a  scalar  product.  The  values  of  the  interior  pro- 
duct and  of  the  index  of  the  combinatorial  product  depend  on  what 
sort  of  factors  have  been  multiplied  together. 

This  is  not  a  distinction  without  a  difference.  And  I  have  gone 
into  the  matter  to  such  an  extent  merely  to  indicate  in  some  measure 
why  and  how  Gibbs,  who  was  as  enthusiastic  in  his  admiration  of 
Grassmann  as  anyone  could  be  and  who  spent  much  of  his  course 
on  multiple  algebra  in  developing  the  method  of  Grassmann,  did 
nevertheless  deliberately  depart  from  that  method  and  draw  somewhat 
on  the  method  of  Peirce  in  constructing  the  vector  analysis  which 
he  thought  most  apt  for  use  in  physics. 

6.  Doable  Products.**)  —  After  this  long  digression  into  the 
special  field  of  vector  algebra  it  is  necessary  to  return  to  the  general 
subject  of  multiple  algebra  and  take  up  the  consideration  of  the  pro- 
ducts of  dyads  and  dyadic  polynomials.  Grassmann's  „point  analysis" 
will  serve  as  an  illustration.  Let  A,  By  C,  D  be  four  points  not  lying 
in  the  same  plane.  Let  a,  h,  c,  d  be  four  scalars  so  chosen  that  their 
sum  is  unity.  Then  any  point  X  may  be  expressed  in  one  and  only 
one  way  as 

X  =  aA  +  hli+cC+dB. 

Then,  if  the  open  product  of  Grassmann***)  be  employed,  the  linear 

*)  Compare  L.  Prandtl:  Vber  die  pkysikalische  Richtung  in  der  Vektoranalysis, 
Jahresbericht  derDeutschenMathematiker-Vereinigiing,  vol.  13,  pp.  436— 449  (1904). 
**)  Compare  Gibbs'  Address,  p.  60.    And  Vector  Analysis,  pp.  806—821. 
**•;  Ausdehnnngslehre  (1844),   §  172,   pp.  264—272,  Edition  of  1878.     The  de- 
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transfomiatiou  of  the  space  of  the  points  X  into  that  of  the  points 
X'  is  given  by 

X'=«X, 

where*) 

iAIiCJ))0  =  a,,A-O\A  +  a,,A-O\B  +  a,,A-()\C  +  a,,A-{)\D 

+  a^B-i)\A  +  a„B-0\B  +  a^B.i):C+<H,B.O\D 
+  a,,C-()\A  +  a„C-i)\B  +  a„C-0\C  +  <h*C-()\D 

+  a^D-0\A  +  aaD-{)\B  +  aaD-0\C  +  a^D-0'I> 

and  where  the  sum  of  the  coefficients  in  the  colamns  is  in  each  case 
unity.  The  plane  at  infinity  is  left  invariant  by  such  a  transformation. 
The  dyadic  O,  therefore,  represents  the  most  general  affine  trans- 
formation of  space.  The  product  of  two  such  transformations  is  re- 
presented by  the  product  of  their  dyadic  polynomials,  the  product  of 
the  individual  dyads  being  indicated  by 

{B .  OjC)  {A  •  i)\D)  =^B'[A,C]  .();/>  =  \A\C]  -  5-  ()|D. 
The  parenthesis  which   indicates  where  the  letter  is  to  be  inserted  in 
forming  the  product  may  be  dispensed  with  if  the  sign  of  the  index 
be   placed  between  the  dyadic  and   the   letter  into  which  it  is  to  be 
multiplied.     Thus 

where 

{ABC I))  0  ^  a^^  A    A  +  a,^  A  '  B  +  a^^  A  '  C  +  a^^A  '  D 

a^^B   A  +  a^^B '  B  +  a^^B    C  +  a^^B   D 
a,,  CA  +  a,^C'B  +  a,,  C  -  C  +  a,,  CD 
a^^D    A  +  a^^D    B  +  a^D'  C  +  a^^D  - 1). 
The  multiplication  of  two  dyads  is  now  indicated  as 

BC\AB=^[C\A\B'D. 
The  product  of  two  transformations  will  now  be  represented  by  0\W, 
The  difference  in  the  notations  amounts  in  reality  to  little  more  than 
a  question  whether  the  sign  of  multiplication  shall  be  introduced  into 
the  body  of  the  dyad  or  placed  between  the  dyads.**)* 

velopments  in  the  second  Ausdehnungslehre  (1862),  §§  353—303,  pp.  228—233,  where 
more  than  one  opening  is  allowed  are  more  general. 

*)  If  ABCD  ==  1,  this  factor  can  be  omitted.     Otherwise  it  must  be  re- 
tained to  keep  the  „dimen8ion8"  right. 

**)  It  is,  of  course,  possible  to  write  the  first  expression  for  ^  in  such  a 
manner  that  the  opening  comes  on  the  end.  This  is  the  form  in  which  Gibbs 
used  the  dyadic.  The  individual  dyads  appeared  as  the  formal  product  of  a 
point  and  a  plane.  In  the  form  we  have  given  second  the  dyads  are  products 
of  points. 
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The  second  method  of  notation  lends  itself  readily  to  expressing  a 
double  producf^)  which  has  a  scalar  value  and  which  is  defined  by 
equations  like 

This  double  product  corresponds  to  a  multiplication  of  two  matrices 
performed  by  multiplying  the  terms  in  corresponding  places  in  the 
matrices  and  adding  the  products. 


0*1  <'«   • 

+  «2i  hi  +  ««  hi  +  • 

«-!««»   • 

•   «»- 

^i^s  • 

■Kn 

+  ««l^l  +  0.2&-S+    • 

■    +«.,«'nn- 

In  a  similar  manner  a  double  product  founded  on  the  combinatory  in- 
stead of  the  interior  product  may  be  formed.  As  the  exterior  product 
has  been  denoted  by  bracketing  the  letters,  the  double  product  will 
be  denoted  by  placing  two  brackets  around  the  dyads.  The  defining 
equations  are  like 

This  is  again  a  dyad,  but  of  a  different  sort  from  the  original  dyads. 
If  a  dyadic  be  multiplied  into  itself  by  this  double  multiplication  and 
if  the  result  be  divided  by  2,  the  dyadic  thus  obtained  gives  the 
transformation  not  of  points  into  points  but  of  segments  into  segments.**) 

*,=  i[[*a>]],      rr'=[a>,ixri. 

In  like  manner,  if  the  dyadic  O^  be  multiplied  into  itself  by  double 
combinatory  multiplication  and  if  the  result  be  divided  by  3,  the  dyadic 

represents  the  transformation  of  planes  into  planes  —  thus 
Carrying  the  process  one  step  farther  it  yields  a  scalar  quantity 

which  is  equal  to  the  ratio  of  volumes  in  the  transformed  and  original 
space.     The  identical  transformation  is  represented  by  the  dyadic 

{ABCD)J  ==  A  '  A  +  B '  B  +  C '  C  +  D  '  D',         X'  =  J|X 

The  successive  products  J^,  J^,  J^,  formed  as  above,  are  the  idem- 
factors  for  segments,  planes,  and  volumes.     The  last  is  the  scalar  1. 

*)  For  the  uses  of  this  product  in  physics  see  Prandtl,  loc.  cit. 
♦^  If  Ai^CD  +  l,  so  that  |Xr=(=  IXjY,  the  dyadic  *,  must  be  multiplied 
by  ABC  I).     The  same  remark  applies  to  $,  and  $^. 
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The  multiple  quantities  O^^  O^,  O^  may  be  regarded  as  a  sort  of 
series  of  powers  of  9;  and  on  this  a  considerable  analytic  theory  may 
be  founded.*)     The  formula  for  the  expansion  of  a  binomial  is 

(a>  +  n=  **+  [[**-!  ^]  +  [[«>*_,  ??,]]+•••  +  [[«9'*_i]]  +  ^v 

Another  fundamental  relation  is 

where  the  subscrit  C  denotes  that  the  order  of  the  factors  in  the 
dyads  has  been  interchanged.  From  this  relation  may  be  proved  the 
Hamilton -Cay  ley  equation 

which  any  dyadic  satisfies.**)  But  the  development  of  these  questions 
cannot  be  taken  up  here.  Enough  has  been  said  to  indicate  how 
Gibbs  introduced  and  used  double  products  between  dyads.***) 

7.  Conclnsion.  —  In  concluding  we  may  say  that  Gibbs,  as  an 
ardent  admirer  and  independent  follower  of  Grassmann,  went  back, 
as  was  always  his  wont,  to  the  earliest  and  most  elemental  parts  of  his 
predecessor's  theories.  He  took  the  formal  product  and  made  it  the 
fundamental  starting  point  of  his  whole  system  of  multiple  algebra. 
In  this  he  was  but  developing,  in  somewhat  changed  form,  the  early 
idea  of  the  open  product.  Instead  of  representing  the  linear  function 
as  a  fraction  foUowing  the  method  of  Grassmannf),  he  used  the 
formal  product  —  partly  because  he  was  thus  freed  from  introducing 
the  new  idea  of  a  fraction,  partly  because  products  are  generally  more 
easy  to  manipulate  from  the  purely  analytic  point  of  view.  He  took 
the  ideas  of  exterior  and  interior  multiplication,  but  not  content  to 
stop  there  he  went  on,  guided  by  geometry  on  the  one  hand  and  by 

*)  The  theory  of  matrices  and  the  quadrate  algebras  of  C.  S.  Peirce  were 
among  the  subjects  treated  by  Gibbs. 

**)  The  coefficients  in  this  equation  are  scalar  quantities  and  are  evidently 
invariants.  See  Vector  Analysis  §  122,  pp.  819—320.  The  dyadic  <^  is  the  pro- 
duct $  I  $  I  •  •  •  I  $  taken  to  p  terms.     If  $  were  written  in  the  form  generally  em- 

A.  S  O 

ployed  by  Gibbs,   where  the  dyads  are  of  the  form   C  •    .  t^^t^^   so  that  the 

„dimensions*^  take  care  of  themselves  the  product  ^  is  merely  $$•••$  to 
p  factors. 

•^)  Compare  also  a  short  article  by  P.  F.  Smith  on  J.  WiUard  Gibbs:  A 
short  sketch  and  an  appreciation  of  his  work  in  pure  mathematics^  Bulletin  of  the 
American  Mathematical  Society,  vol.  10,  pp.  34—39  (1903). 

t)  Ausdehnungslehre  (18i;2),  §  377,  p.  241,  et  seq.  It  is  to  be  mentioned  that 
Gibbs  frequently  did  use  the  notion  of  a  fraction  —  especially  in  reference  to 
differentiation.    This  usage,  however,  was  incidental  rather  than  frmdamental. 
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the  theory  of  matrices  on  the  other,  to  develop  a  theory  of  double 
products.  In  this  way  he  acquired'^)  ^^a  great  wealth  of  multiplica- 
tive relations  between  these  multiple  quantities.  I  say  „wealth  of 
multiplicative  relations'*  designedly,  for  there  is  hardly  any  kind  of 
relations  between  things  which  are  the  objects  of  mathematical  study, 
which  add  so  much  to  the  resources  of  the  student  as  those  which  we 
call  multiplicative,  except,  perhaps  the  simpler  class,  which  we  call  addi- 
tive, and  which  are  presupposed,  in  the  multiplicative.  This  is  a  truth 
quite  independent  of  our  using  any  of  the  notations  of  multiple  al- 
gebra, although  a  suitable  notation  for  such  relations  will  of  course 
increase  their  value." 

Passing  to  the  ideas  of  Peirce,  from  whom  he  had  borrowed  a 
number  of  technical  terms  for  use  in  his  theory  of  dyadics,  he  gained 
other  points  of  view.  In  particular  he  drew  from  all  sides  the  ideas 
upon  which  to  found  his  vector  analysis.  The  perception  of  differen- 
ces between  the  scalar  and  vector  products  and  the  products  of  Grass - 
mann  led  to  the  introduction  of  a  specific  notation  avoiding  confusion 
among  things  so  easy  to  confuse.  This  special  multiple  algebra  was 
for  him  but  one  of  many.  Indeed  each  group  of  problems  would  have 
its  own  multiple  algebra  chosen  with  especial  reference  to  its  particu- 
lar needs.  With  his  broad  view,  however,  this  variety  of  the  individual 
did  but  bring  out  more  clearly  the  unity  of  the  whole  system.  He 
says**):  „But  I  do  not  so  much  desire  to  call  your  attention  to  the  di- 
versity of  the  applications  of  multiple  algebra,  as  to  the  simplicity  and 
unity  of  its  principles.  The  student  of  multiple  algebra  suddenly 
finds  himself  freed  from  various  restrictions  to  which  he  has  been  ac- 
customed. To  many,  doubtless,  this  liberty  seems  like  an  invitation 
to  license.  Here  is  a  boundless  field  in  which  caprice  may  riot.  It 
is  not  strange  if  some  look  with  distrust  for  the  result  of  such  an  ex- 
periment. But  the  farther  we  advance,  the  more  evident  it  becomes 
that  this,  too,  is  a  realm  subject  to  law.  The  more  we  study  the 
subject,  the  more  we  find  all  that  is  most  useful  and  beautiful  attaching 
itself  to  a  few  central  principles.  We  begin  by  studying  multiple  al- 
gebras: we  end,  I  think,  by  studying  multiple  algebra,^^ 

*)  The  following  quotation  comes  from  his  Address,  p.  62. 
•*)  Address,  p.  66. 


Mitteilungen  tlber  die  Herausgabe  von  E.  Schroders  NachlaB. 

Von 
E.  MtJLLER  aus  Konstanz. 

Es  war  beabsichtigt,  den  zweiten  Teil  des  zweiten  Bandes  der 
^Algebra  der  Logik"  von  Ernst  SchrSder  dem  KongreB  vorzulegen.  1st 
dies  nun  zwar  infolge  einer  Verzogerung  in  der  Drucklegung  nicht  mehr 
moglich,  so  bitte  ich  doch  urn  die  Ehre,  auf  die  bevorstehende  und 
noch  weiterhin  fortzusetzende  Herausgabe  Schroderscher  Werke  aus 
seinen  zahlreicben  hinterlassenen  Manuskripten  mit  kurzen  Worten  bin- 
zuweisen. 

Von  der  „  Algebra  der  Logik"  gab  der  Verfasser  den  ersten  Band 
im  Jahre  1890  heraus,  im  folgenden  Jahre  eodann  die  erste  Abteilung 
des  zweiten  Bandes.  Die  zweite  Abteilung  desselben  sollte,  dem  Vor- 
wort  zufolge,  noch  im  gleichen  Jabre  nachfolgen  und  den  SchluB  des 
Werkes  bilden;  ein  Inhaltsverzeichnis  dazu  war  schon  dem  ersten  Band 
vorgedruckt.  Der  hiemach  in  Aussicht  genommene  Stoff  des  letzten 
Halbbandes  schwoU  indessen  bei  der  Detailbearbeitung  in  unerwarteter 
Weise  derart  an,  daB  dafur  ein  besonderer  dritter  Band  bestimmt  wurde, 
dessen  „erste  Abteilung*'  1895  in  einer  Starke  von  iiber  700  Seiten  im 
Drucke  erschienen  ist. 

Eine  zweite  Abteilung  hat  Schroder,  wie  zum  zweiten,  so  auch 
zum  dritten  Band  nicht  mehr  herausgegeben.  Er  starb  im  Jahre  1902. 
Beztiglich  seines  Lebensganges  und  seiner  mathematischen,  insbesondere 
mathematisch-logischen  Veroffentlichungen  darf  ich  wohl  auf  zwei  in 
letzter  Zeit  erschienene  Arbeiten  des  Herm  Liiroth  in  den  Jahres- 
berichten  der  Deutschen  Mathematiker-Vereinigung*)  hinweisen.  Im 
Auftrag  dieser  Vereinigung  babe  ich  es  iibemommen,  aus  den  hinter- 
lassenen Papieren  das,  was  sich  auf  die  „ Algebra  der  Logik",  Schroders 
Haupt-  und  Lebenswerk,  bezieht  und  noch  von  ihm  hinreichend  aus- 

•)  „Ern8t  Schroder  f",  Bd.  XII,  1903,  Heft  5,  S.  249ff.,  und  „Au8  der 
Algebra  der  Relative",  Hd.  XIU,  1904,  Heft  2,  S.  73  ff. 
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gefQlirt  erscheint,  im  Druck  herauszugeben.  Icli  ergreife  die  Gelegen- 
heit,  der  Vereinigung  zu  danken  ftir  den  mich  ehrenden  Auftrag,  BOwie 
ich  auch  Herm  Ltiroth  fi^r  mehrfache  tatige  Uuterstiitzuiig  zu  be- 
sonderem  Dank  verbunden  bin. 

Es  fand  sich  zunachst  ein  ziemlich  vollstandig  ansgearbeitetes  Ma- 
nuskript  zu  einem  zweiten  Teil  des  zweiten  Bandes  vor,  worin  nun 
freilicb  gr5Btenteils  ganz  andere  Gegenstande  behandelt  sind^  als  die  in 
dem  friiher  beigedruckten  InhaltsYerzeichnis  angegebenen.  An  Stelle 
immlich  der  dem  neu  hinzutretenden  dritten  Band  zugewiesenen  Algebra 
der  Relative  (oder  BeziehungsbegriflFe)  geben  die  beiden  ersten  Para> 
graphen  eine  Reihe  von  Verbesserungen  und  Erganzungen  zum  ersten 
Band^  und  der  dritte  einen  kritischen  tTberblick  (Iber  die  gesamte  bis  hier- 
her  Torliegende  Disziplin  und  iiber  neuere  einschlagige  Literatur.  Zwei 
weitere  Abschnitte  greifen  einzelne  strittige  Punkte  der  bisherigen  Theorie 
heraus,  um  sie  von  alien  Seiten  griindlichst  zu  beleuchten.  Sodann  Mgt 
ein  folgender  Abschnitt  nach  den  allgemeinsten  Kalkuln  und  Eniipfungen 
mit  bestimmten  formalen  Eigenschaften,  z.  B.  der  Kommutativitat  oder 
der  Assoziatiyitat.  Es  sind  dies  Probleme,  die  sich  berUhren  mit  solchen 
aus  dem  schon  1873  erschienenen  ersten  Band  des  Lehrbuches  der  Arith- 
metik  und  Algebra.  Der  letzte  Abschnitt  endlich  —  der  einzige  aus 
dem  urspriinglichen  Plane  noch  iibemommene  —  handelt  von  der  Mo- 
dalitat  der  Urteile  und  weist  zuletzt  noch  auf  eine  wichtige  Aufgabe 
der  algebraischen  Logik  hin:  Aus  den  einzeln  irgendwie  gegebenen 
Wahrscheinlichkeiten  der  Pramissen  zu  deduktiven  SchluBfolgerungen 
nach  allgemeinen  Methoden  abzuleiten  die  Wahrscheinlichkeit  einer  jeden 
Art  von  Konklusion,  die  sie  zu  liefem  vermogen,  ja  auch  einer  jeden 
Aussage,  die  zu  den  Pramissen  nur  liberhaupt  in  gegebener  Beziehung 
steht.  „Ich  hoffe,  dasjenige,  was  in  dieser  Hinsicht  bereits  geleistet 
erscheint,  samt  dem,  was  mir  selbst  darin  zu  erreichen  moglich,  spa- 
testens  im  dritten  Bande  meines  Lehrbuches  der  Arithmetik  und  Algebra 
systematisch  darzustellen,  wofem  es  mir  vergonnt  sein  wird,  auch  dieses 
von  mir  begonnene  Werk  noch  seiner  Vollendung  entgegenzufiihren." 
Diese  Hofifnung,  mit  deren  Ausdruck  der  Band  schlieBen  sollte  —  und 
nun  auch  schlieBen  wird  — ,  hat  sich  nicht  erfiillt;  von  jenem,  der  Ab- 
sicht  nach  vierbandigen ,  arithmetisch- algebraischen  Werke  ist  auBer 
dem  ersten,  schon  friiher  vom  Verfasser  herausgegebenen  Band  nichts 
mehr  erschienen. 

Es  eriibrigt  noch,  zweier  Anhange  zu  gedenken,  die  beide  ver- 
schiedenartige  Anwendungen  des  Logikkalkuls  zum  Gegenstand  haben. 
Der  eine  Auhang  beschaftigt  sich  mit  der  Ermittelung  der  neuen  Grenzen 
beliebig  vielfacher  Integrale  bei  Abanderung  der  Integrationsfolge  und 
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gibt  dafilr  eine  allgemein  anwendbare,  logisch-rechnerische  Methode, 
welche,  von  McColl  gefunden,  von  Schroder  in  einem  wesentlichen 
Punkte  verbessert  und  erganzt  wird.  Im  zweiten  Anbang  wird  —  im 
AnschluB  an  Kempe  —  gezeigt^  daB  und  wie  die  geometria  situs  ledi- 
glich  mittels  Rechnung  nach  den  Gesetzen  des  Logikkalkuls  begriindet 
werden  kann;  es  bestebt  zwiscben  gewissen  Kelationen  dieses  Ealkuls 
und  der  Beziebung  der  Kollinearitat  von  Punkten  im  Raum  eine  weit- 
gebende  Analogic;  ein  geniales  Aperfu  Eempes,  welcbes,  wie  Scbroder 
meint,  abnen  laBt^  daB  dieser  Ealkul  eine  Fundgrube  aucb  nocb  fiir 
andere  Tbeorien  verscbiedenen  Cbarakters  bilden  wird. 

Wabrend  der  besprocbene  Halbband  binnen  kurzem  erscbeinen  wird, 
ist  es  mir  dagegen  lei  der  nicbt  moglicb,  tiber  die  beabsicbtigte  VoU- 
endung  des  dritten  Bandes  genatiere  Angaben  zu  macben.  Es  ist  dazu 
viel  bandscbriftlicbes  Material  vorbanden;  docb  bestebt  dasselbe  groBen- 
teils  aus  nur  wenig  ausgefQbrten  Entwiirfen  zu  verscbiedenen  einzelnen 
Teilen,  die  vielleicbt  aucb  getrennt  nacbeinander  veroflFentlicbt  werden 
konnten. 

Bei  dem  Umfang  des  ganzen  Werkes  mag  es  von  Interesse  sein^ 
daB  icb  aucb  einen,  allerdings  nur  andeutenden,  Entwurf  zu  einem 
kurzen  AbriB  der  gesamten  Disziplin  (zunacbst,  soweit  dieselbe  in  den 
ersten  zwei  Banden  bebandelt  ist)  vorfand  imd  sogleicb  nacb  Fertig- 
stellung  des  zweiten  Bandes  in  Angriff  zu  nebmen  gedenke 


n.  Sektion. 

Cber  das  Riemannsche  Fragment  zur  Theorie  der  linearen  Diffe- 
rentialgleichungen  und  daran  anschlieBende  neuere  Arbeiten. 

Von 
L.  ScHLESiNGER  aus  ElausenbuTg. 

1.  Als  im  Jahre  1876  in  der  ersten  Aasgabe  von  Riemanns  ge- 
sammelten  Werken  das  Fragment  ,,Zwei  allgemeine  Lehrsatze  liber 
lineare  Differentialgleichungen  mit  algebraischen  Koeffi- 
zienten"  aus  Riemanns  Nachlasse  zum  erstenmal  veroflFentlicht  wurde, 
war  ein  ansehnlicher  Teil  der  in  diesem  Fragmente  enthaltenen  Re- 
sultate  durch  die  seit  1865  von  Fuchs  iind  seinen  Mitarbeitem  ge- 
schaffene  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  vorweggenommen 
und  iiberholt.  —  Die  Klasse  von  Differentialgleichungen^  deren  Inte- 
grale  keinen  Punkt  der  Unbestimmtheit  besitzen  und  die  wir  heute  als 
die  Fuchs sche  bezeichnen,  hatte  sich  dem  Begriinder  der  neueren 
Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  als  die  naturgemaBe  Ver- 
allgemeinerung  der  Differentialgleichung  der  GauBschen  Reihe  in  der 
Weise  dargeboten^  daB  fiir  sie  einerseits  jede  der  Differentialgleichung 
formal  geniigende  Potenzreihe  auch  konvergiert  und  andererseits  die 
Art  des  Verhaltens  der  Integrale  in  der  Umgebung  einer  singularen 
Stelle  aus  den  Koeffizienten  der  Differentialgleichung  mit  algebraischen 
Hilfsmitteln  abgeleitet  werden  kann.  Riemann  war  von  seinem  Stand- 
punkte  aus  ebenso  naturgemaB  zu  derselben  Klasse  gefQhrt  worden, 
weil  die  Koeffizienten  der  linearen  Differentialgleichung,  welcher  die  von 
ihm'^)  postulierten  Funktionssysteme  mit  gegebenen  Verzweigungspunkten 
und  gegebenen  Fundamentalsubstitutionen  geniigen,  nur  dann  mit  Sicher- 
heit  als  algebraische  Funktionen  der  unabl^ngigen  Variabeln  erschienen, 

♦)  Werke  (II.  Aufl.,  1892),  S.  879. 
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wenn  er  diesen  Funktionssysteinen  die  Bedingung  uuferlegte,  an  keiner 
Stelle  von  unendlich  hoher  Ordnung  unendlich  zu  werden .*) 

Wahrend  aber  die  Fuchssche  Theorie  ihrer  Eigenart  gemaB  sich 
zunachst  der  Erforschung  der  in  der  TJmgebung  singularer  Stellen  auf- 
tretenden  Besonderheiten  (Fuchs,  Hamburger  u.  a.),  alsbald,  nament- 
lich  durch  Herm  Thome,  aucli  der  Untersuchung  der  Integrale  in  der 
Umgebung  von  Unbestimmtheitsstellen  zuwandte,  in  die  Natur  der  Ab- 
hangigkeit  der  Koeffizienten  der  Fundamentalsubstitutionen  von  den  in 
den  Koeffizienten  der  Differentialgleichung  auftretenden  Konstanten  ein- 
zudringen  (Fuchs,  Crelle  Bd.  75,  76)  und  in  der  Behandlung  spe- 
zieller  DiflFerentialgleichungen  ffiir  die  Periodizitatsmoduln  der  Abelschen 
Integrale,  algebraisch  integrierbare,  Lamesche)  sich  zu  bewahren  suchte, 
eroffnete  sich  Riemann  durch  den  von  ihm  gewlihlten  und  seiner  all- 
gemeinen  funktionentheoretischen  Denkweise  entsprechenden  Ausgangs- 
punkt  sofort  der  Begriff  der  gleichverzweigten  Funktionssysteme,  die 
er  —  wie  in  seiner  Theorie  der  algebraischen  Funktionen  —  in  eine 
Klasse  zusammenfaBte  und  damit  denjenigen  Gesichtspunkt  schuf,  der 
beim  Bekanntwerden  seiner  nachgelassenen  Aufzeichnungen  als  wesent- 
lich  neues  —  wenn  auch  in  der  Theorie  der  GauBschen  DiflFerential- 
gleichung  (GauB,  Riemann)  vorbereitetes  —  Element  in  die  vorhan- 
dene  Theorie  eintrat. 

In  der  Theorie  der  algebraischen  Funktionen  und  ihrer  Integrale 
hatte  Riemann,  unbekiimmert  um  die  Schwierigkeiten,  die  dem  von 
ihm  auf  das  Dirichletsche  Prinzip  gegriindeten  Existenzbeweise  fiir 
eine  durch  ihre  Verzweigungsart  gegebene  algebraische  Funktion  an- 
luift^n,  mit  dem  Klassenbegriffe  und  den  dazu  gehorigen  Invarianten 
(])  und  Klassenmoduln)  sogleich  den  Nerv  der  ganzen  Theorie  zu 
treflfen  gewuBt,  durch  dessen  BloBlegen  ihm  selbst  der  Zugang  zu  der 
Theorie  der  allgemeinen  Abelschen  Funktionen  und  seinen  Nachfolgem, 
die  auf  den  algebraischen  Grundlagen  Abels,  Puiseux'  und  Galois' 
weiterbauen  wollten,  das  Ziel  gegeben  war,  auf  welches  losgesteuert 
werden  muBte.  In  der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen,  die 
zur  Zeit,  als  Riemann  sich  ihrer  Bearbeitung  zuwandte,  noch  in  den 
Kinderschuhen  des  XVIII.  Jahrhunderts  stak,  vermochte  selbst  Riemanns 
genialische  Unbefangenheit  nicht,  den  Schwierigkeiten  des  Existenz- 
beweises  zu  begegnen,  und  so  wurden  die  fundamentalen  Gedanken,  die 
in  dem  Fragmente  niedergelegt  waren,  durch  die  Selbstkritik  ihres  Ur- 
hebers  zu  langjahriger  Unfruchtbarkeit  verurteilt.  Gliicklicherweise  er- 
wuchs  hieraus  fiir  die  Wissenschaft  kein  dauernder  Verlust;  denn  was 

♦^  Wcrke  (H.  Auil.,  1892),  S.  382. 
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an  Riemanns  Gedanken  reif  zur  Befruchtung  war  und  noch  yieles, 
was  dartlber  hinaus  ging^  batten  Fuchs  und  seine  Mitarbeiter  unab- 
bangig  Ton  Riemann  zutage  gefordert^  und  der  Klassenbegriff  mit  den 
an  diesen  Begriff  sicb  anschlieBenden  Problemen  kam  auch  1876  noch 
zu  frflh.  —  In  der  Tat  macht  sicb  in  der  Entwickelung  der  Tbeorie 
der  linearen  Differentialgleicbungen  dns  Bekanntwerden  des  Riemunu- 
scben  Fragmentes  nicbt  als  ein  deus  ex  macbina  geltend,  diese  Ent- 
wickelung nimmt  yielmebr  ibren  stetigen  Fortgang,  bis  sie  auf  dem 
Wege  liber  die  aus  jener  Tbeorie  entspringenden  Umkebrprobleme  zu  dem 
Punkte  gelangt,  wo  die  Betracbtung  der  gleicbyerzweigten  Funktions- 
systeme  in  zwingender  Weise  auftritt.  Da  namlicb  diejenige  Fucbsscbe 
Funktion^  welcbe  die  unabbangige  Variable  einer  linearen  Differential- 
gleicbung  der  Fucbsscben  Klasse  als  Funktion  des  die  Integrale  in 
Fucbsscbe  Zetafunktionen  uniformisierenden  Parameters  liefert^  allein 
durcb  die  Lage  der  Verzweigungspunkte  und  durcb  die  linearen  Sub- 
stitutionen  bestimmt  wird,  die  ein  Fundamentalsystem  bei  Umkreisung 
dieser  Verzweigungspunkte  erfabrt,  sab  sicb  Herr  Poincarc  (Acta 
Matbem.  Bd.  5,  1885)  veranlaBt^  die  Gesamtbeit  derjenigen  Differential- 
gleicbungen in  Betracbt  zu  zieben^  denen  die  Verzweigungspunkte  nebst 
den  zu  diesen  geborigen  Fundamentalsubstitutiouen  gemein  sind^  und 
wurde  dadurcb  —  wie  es  scbeint,  obne  von  Riemanns  Fragment  Eennt- 
nis  genommen  zu  baben  —  zu  dem  den  Riemannscben  Klassenbegriff 
umfassenden  Artbegrifie  (espece)  gefiibrt. 

Wabrscbeinlicb  war  es  aucb  in  der  Tbeorie  der  algebraiscben  Funk- 
tionen  die  Einsicbt,  daB  ein  und  dasselbe  System  von  Tbetafunktionen 
die  samtlicben  algebraiscben  Beziebungen  zwiscben  zwei  Variabeln  unifor- 
misiert,  welcbe  durcb  birationale  Transformationen  ineinander  tibergefiibrt 
werden  konnen,  die  Riemann  darauf  bingeleitet  bat^  den  Klassenbegriff 
zum  Mittelpunkt^  seiner  Tbeorie  der  algebraiscben  Funktionen  zu  ma- 
cben;  und  wenn  es  aucb  nabe  liegt  auzunebmen^  daB  Riemann  rein 
der  Analogic  folgend,  der  von  ibm  geplanten  Tbeorie  der  linearen 
Differentialgleicbungen  die  Lebre  von  den  gleicbverzweigten  Funk- 
tionen, die  sicb  bei  den  algebraiscben  Funktionen  so  glanzend  bewabrt 
batte,  zugrunde  legen  woUte,  so  wird  man  docb  mit  Rucksicbt  auf  ge- 
wisse  Abbildungsaufgaben*),  mit  denen  sicb  Riemann  bescbaftigt  bat, 
femer  mit  Rilcksicbt  darauf,  daB  er  in  seiner  Vorlesung  iiber  die  byper- 
geometriscbe  Reibe  die  uniformisierende  Kraft  der  Modulfunktion  spielen 
laBt**),  namentlicb  aber  nach  den  in   den  kleingedruckten  Satzen  des 

*)  Werke  (1892),  Abh.  XXVI,  S.  440. 
**}  Werke  (Nachtrilge,  1902),  III,  S.  93. 
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yru^manUm  enthaltenen  Andeutongen^)  den  Gedanken  nicht  abweisen 
kifnnttn,  daB  er  aach  die  Uniformisienmg  der  durch  eine  lineare  Diffe- 
rtmi'mlf^Miihunif  mit  algebraischen  Koef&zienten  statuierten  Bezieliaiig 
abrMtrid  ^eNcbaut  haben  mag^  yielleicht  in  einer  Form  (namlich  durch 
ymtkiuftwn  inehrerer  Variabeln)^  die  uns  auch  heute  noch  verborgen  ist! 

NiU'Mdmn  nich  Herr  Heun  (1887/88)  mit  den  Koeffizienten  der 
llhlHlummi,  die  zwiHchen  Funktionssystemen  einer  und  derselben  Art  be- 
NUfkmiy  bftN(thilftigi  hatte,  begegnen  wir  Ton  1888  ab  dem  Riemannschen 
KlttMNmt  (ftigentlich  dem  Poincar^schen  Art-)begriffe  in  den  Unter- 
^Mf'liuiigutt  von  Fucihfi  Uber  lineare  Differentialgleichungen,  deren  Sub- 
NiituiioiiMffnippe  von  einem  in  den  Koeffizienten  auftretenden  Parameter 
iin(ilititlnf(ig  ihI.  Wanngleich  Fuchs  diese  Untersuchungen  unzweifelhaft 
in  ilhr  Wmivhi  unlernommen  hat,  zunachst  die  Theorie  der  Differential- 
(^lnii'liiMigun,  Amxmx  die  Periodizitatsmoduhi  der  Abelschen  Integrale  ge- 
n(if(HH,  Kii  vtiriiitftm  und  in  der  Richtung  der  Tollstandig  integrabehi 
HyMthMiH  liuftartir  |mrtielier  DiiFerentialgleichungen  (Picard,  Appell, 
iioni  II.  a.)  Kii  vnrallgemeinern,  so  zeigen  dieselben  doch,  wie  ich  nach- 
gtiwitiHtin  liiiltH  ((>relle  Hd.  I2i^  1901),  einen  sehr  nahen  und  fiber- 
munlitiiHltiii  /uNuinnunihiing  mit  den  Ton  Riemann  in  seinem  Fragmente 
t'onniiliiirttiu  PntbieuHui,  und  die  Erkenntnis  dieses  Zusammenhanges 
wur  iiH  HU(4i,  der  ioh  die  Veranlassung  zum  eingehenden  Studium  des 
Um  III  It  iHk  Hi^hea  Fr»gment«8  verdanke.  Ehe  ich  nun  auf  eine  Besprechung 
iiiHiimr  hiwniuf  beztlglichen  Versuche  eingehe,  muB  ich  noch  die  Be- 
iiitirliiiiif(Hii  yon  llerrn  F.  Klein  (Annalen  Bd.  46,  1895)  und  die  leider 
iiiivolltMult4  gebliebeue  Untersuchung  E.  Ritters  (Annalen  Bd.  47,  1896) 
„(il»Hr  ItitfiuauuHohe  Formenscharen  auf  einem  beliebigen  algebraischen 
(itihildn**  orwlUmeu,  die  letztere  uamentlich  auch  darum,  weil  Ritter 
iIhhuIIihI  (S,  loS,  Zeile  11 — 10  t.  u.)  etwa  gleichzeitig  mit  mir  (Hand- 
liunh  Hd.  II,  1,  1897,  S.  110**))  die  Moglichkeit  erwahnt,  die  Existenz 
ilnr  \M\\  Hitunaun  im  Fragmente  postulierten  Funktionssysteme  mit 
IliUn  vt»n  llorm  Poinoares  fonctions  zetafuchsieunes  zu  beweisen; 
lillitrdiugH  Hohoint  os  sioh  bei  Ritter  nur  um  eine  iiuohtige  Bemerkung 
lAU  humlt^lu,  du  or  ohue  Eiuschrankung  von  der  ^Existenz  solcher 
Foriut^UMt^hureu  l>ei  Wliebig  vorgegebener  Gruppe**  spricht  wahrend  doch 
tiit)  Horit^H  lAotafuohsiennes  nur  unter  gewissen  beschrankenden  Vor- 
HUMHttt/uugt^n  Rlr  die  Fuudamentalsubstitutioneu  der  Gruppe  konver- 
Mit^rt^n  (vt»rgl  uuteuV 

^.    Hoi   uioinon  Studieu  im  Ansohlusse  an  das  Riemannsohe  Frag- 
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ment  —  die  bis  m  das  Jahr  1895  zuriickreiclien*)  —  stellte  ich  mir 
die  Aofgabe^  die  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  —  deren 
Koeffizienten  icb  zanachst  nicht  wie  Riemann  als  beliebige  algebraische^ 
sondem  als  rationale  Funktionen  der  unabhangigeii  Variabeln  voraus- 
setzte  —  in  der  durch  das  Fragment  gewiesenen  Richtung  und  tiber- 
haupt  der  fimktionentheoretischen  Aoffassung  Riemanns  gemafi  aus- 
zugestalten,  namentlich  den  Ezistenzbeweis  fiir  die  yon  Riemann  postu- 
lierten  Fonktionssysteme  za  erbringen,  die  Eonseqaenzen  zu  verfolgen, 
die  sich  aus  Riemanns  Problemstellung  fiir  die  allgemeine  Theorie  der 
linearen  Di£Eerentialgleichungen  ergeben^  endlich  die  Andeutungen  zu 
entratseln  und  auf  ihren  Wahrheitsgehalt  zu  prfifen,  die  Riemann  an 
der  Ton  ihm  in  seinem  Manuskript  als  ,,nicht  richtig'^  bezeichneten, 
in  der  Edition  kleingedruckten  Stelle  des  Fragmentes**)  ausspricht 

Um  zunachst  festen  Boden  unter  den  Ftifien  zu  haben,  grilndete 
ich  (1898)***)  einen  Existenzbeweis  auf  Herm  Poincar^s  Theorie  der 
Fuchsschen  Zetafunktionen,  wobei  ich  allerdings  eine  sehr  wesentliche 
Einschrankung  mit  in  den  Eauf  nehmen  mufite,  indem  zur  Sicherung 
der  Eonvergenz  der  series  zetafuchsiennes  den  Fundamentalsubstitutionen^ 
die  das  postulierte  Funktionssystem  erfahren  soll^  wenn  die  unabhangige 
Variable  die  vorgegebenen  Yerzweigungspunkte  umkreist^  die  Bedingung 
aufzuerlegen  war,  daB  die  Wurzeln  ihrer  Fundamentalgleichungen  den 
Modul  Eins  besitzem. 

Auf  Orund  des  Existenzbeweises^  also  Yorlaufig  unter  standigem 
Festhalten  an  jenen  von  mir  sogenannten  Eonyergenzbedingungen, 
gelang 

1)  im  engsten  Anschlusse  an  Riemann  die  Herstellung  eines 
innerhalb  der  Elasse  eindeutig  bestimmten  Funktionssystems  mit  der 
Minimalzahl  aufierwesentlich  singularer  Stellen  (Handbuch  Bd.  II,  1, 
S.  365—393;  Crelle  Bd.  123,  S.  166  ff.); 

2)  der  Nachweis,  dafi  bei  unbestimmter  Lage  der  Yerzweigungspunkte 
und  willkiirlichen  konstanten  Elementen  der  Fundamentalsubstitutionen 
die  so  determtoierten  Funktionssysteme  im  wesentlichen  die  allgemeinsten 
sind,  die  durch  lineare  Differentialgleichungen  definiert  werden,  deren 
Gruppe  von  einem  in  den  Eoeffizienten  auftretenden  Parameter  unab- 
hangig   ist   (Crelle   Bd.  123,    S.  173),    wodurch   der    bereits   erwahnte 

*)  Im  SommersemeBter  1896  hielt  ich  an  dei  Berliner  Universit&t  mit  einem 
kleinen  Ereise  yon  ZuhOrem  t)bungen  im  Anschlusse  an  das  R.sche  Fragment. 
**)  Werke  (1892),  S.  886,  886. 

♦^)  Handbuch  Bd.  II,  2  (1898),  S.  382 ff.;  Comptes  Rendus  t.  126,  S.  723;  Crelle 
Bd.  123,  S.  138. 
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Zusammenhang  zwischen  dem  Riemannschen  Probleme  und  den  Unter- 
suchungen  yon  Fuchs  (1888  flF.)  dai^elegt  war; 

3)  der  Nachweis,  daB  eine  beliebige  lineare  Differentialgleiclmiig 
mit  eindeutigen  Koeffizienten  und  einer  endlichen  Anzahl  Ton  Ver- 
zweigimgspunkten  stets  einer  Di£Eerentialgleichung  derFuchsschenElasse 
kogredient  sei^  und  daB  jede  lineare  Differentialgleichung  mit  ratio- 
nalen  Koeffizienten  durch  Adjunktion  einer  gewissen  eindeutigen  Funk- 
tion  zum  Rationalitatsbereiche  den  Charakter  einer  Differentialgleichung 
der  Fuchsschen  Klasse  erhalt*)  (Crelle  Bd.  124,  S.  47); 

4)  die  Yollstandige  Erledigung  der  Frage  nach  dem  analytischen 
Charakter  der  Abhangigkeit  des  in  1)  erwahnten  Funktionssy stems  von 
den  unabhangig  veranderlich  gedachten  Yerzweigungspunkten,  und  im 
Zusammenhange  damit  die  allgemeinste  Definition  einer  bemerkenswerten 
Klasse  von  Funktionen  mehrerer  Variabeln,  die  als  Funktionen  jeder 
einzelnen  Variabeln  einer  linearen  Differentialgleichung  mit  in  alien 
Variabeln  eindeutigen  Koeffizienten  und  einer  endlichen  Anzahl  von 
Verzweigungspunkten  geniigen,  einer  Klasse  von  Funktionen,  wie  sie 
wohl  Riemann  vorgeschwebt  haben  mag,  als  er  die  spater  von  ihm  selbst 
verworfenen  Bemerkungen  (Werke,  S.  386,  Zeile  7 — 12)  niederschrieb, 
und  als  deren  spezieller  Fall  die  durch  eine  Tissot-Pochhammersche 
Differentialgleichung  definierten  Funktionen  in  ihrer  Abhangigkeit  von 
der  Differentiationsvariabeln  und  den  Verzweigungspunkten  erscheinen. 
(Berliner  Sitzungsberichte  1902,  S.  283;  CreUe  Bd.  124,  S.  292.) 

3.  EinWeg,  der  filr  den  Fall  allgemeiner,  den  Konvergenzbedingungen 
nicht  gentigender  Fundamentals ubstitutionen  zu  einem  Existenzbeweise 
fiihren  konnte,  war  durch  die  folgende  Erwagung  gewiesen. 

Nach  den  von  Riemann,  Herm  Poincare  u.  a.  vorgenommenei\  Kon- 
stantenzahlungen  laBt  sich  stets  eine  Differentialgleichung  der  Fuchs- 
schen Klasse  herstellen,  die  fiir  die  vorgeschriebenen  Verzweigungspunkte 
^v'"i^ay  ^^  ^^^  d®^  gegebenen  Fundamentalsubstitutionen  A^j";A„yA^j^^ 
konkordierende  Wurzeln  der  determinierenden  Fundamentalgleichungen 
besitzt,  und  in  welcher  die  Anzahl  der  in  den  Koeffizienten  noch  auf- 
tretenden  disponibeln  Parameter  mit  der  Anzahl  der  wesentlichen  Para- 
meter tibereinstimmt,  von  denen  die  Fundamentalsubstitutionen  nach 
Festlegung  der  Wurzeln  ihrer  Fundamentalgleichungen  noch  abhangen. 
Um  das  letztere  zu  erreichen,  muB  jedoch  der  Differentialgleichung, 
wenn  sie  von  hoherer  als  der  zweiten  Ordnung  ist,  noch  eine  gewisse 

'')  Durch  den  ersten  Satz  ist  zugleich  ein  Weg  gewiesen,  wie  die  Poincar^sche 
Integrationsmethode  einer  linearen  Differentialgleichung  der  Fuchsschen  Klasse 
fur  eine  lineare  Differentialgleichung  mit  beliebigen  eindeutigen  KoefBzienten  und 
einer  endlichen  Anzahl  von  Verzweigungspunkten  nutzbar  gemacht  werden  kann. 
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Anzahl  aufierwesentlich  singnlarer  Punkte  zuerteilt  werden.  Es  handelt 
Bich  dann  darum  zu  entsdieiden,  ob  liber  die  in  d^i  EoefGzienten  ver- 
bliebenen  Parameter  so  disponiert  werden  kann^  daB^  bei  bestimmter 
Lage  der  von  den  Yerzweigungspunkten  aus  nach  dem  Unendlichen 
bin  gelegten  Querschnitte,  die  Fundamentalsabstitutionen,  die  ein  durch 
seine  Anfangswerte  bestimmtes  Fundamentalsystem  erfahrt,  mit  den  ge- 
gebenen  Substitationen  tlbereinstimmen;  die  Frage  kommt  also  auf  die 
Anwendung  der  Prinzipien  der  Elein-Poincar^schen  m^thode  de 
continuite  hinaus.  Nun  erschwert  die  notwendige  Einfiihrung  der 
aoBerwesentlich  singularen  Punkte  die  im  Sinne  jener  Prinzipien  er- 
forderlichen  Vor-  und  Nebenuutersuchungeu  sehr  bedeutend^  man  mufite 
demnach  auf  ein  Mittel  bedacbt  sein,  durch  welches  sich  die  Einfiihrung 
der  aufierwesentlich  singularen  Punkte  umgehen  liefie.  Ein  solches 
bietet  sich  aber  in  der  denkbar  einfachsten  und  Tollkommensten  Weise 
dar^  indem  man  an  die  Stelle  der  linearen  Differentialgleichung  n^^  Ord- 
nung  ein  kanonisches  System  von  n  linearen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  treten  lafit. 

Ein  Funktionssystem  der  Elasse^  dessen  Exponenten  bei  den  samt- 
lichen  Yerzweigungspunkten  vorgeschriebene  Werte  haben^  hangt,  wie 
ich  (Handbuch  Bd.  U^  1^  S.  385  ff.)  nachgewiesen  habe,  yon  gewissen 
linear  eingehenden  willkiirlichen  Konstanten  ab^  deren  Anzahl  durch  die 
Summe  der  Exponenten  bei  den  samtlichen  Yerzweigungspunkten  be- 
stimmt  wird.  Richtet  man,  was  stets  moglich  ist,  die  Exponenten  so 
ein,  dafi  ihre  Summe  sich  auf  NuU  reduziert,  so  ist  diese  Anzahl  gleich  n, 
d.  L  man  hat  genau  n  linear  unabhangige  Funktionssysteme  von  der 
gedachten  Beschaffenheit.  Fafit  man  diese  zu  einer  Funktionalmatrix  zu- 
sammen  und  zwar  so,  dafi  die  einzelnen  Funktionssysteme  die  Zeilen 
fUlen,  so  ist  diese,  abgesehen  yon  einer  rechts  komponierenden  kon- 
stanten Matrix,  yoUkommen  bestimmt.  Fixiert  man  diese  konstante 
Matrix  durch  Anfangsbedingungen,  so  bildet  die  so  eindeutig  deter- 
minierende  Funktionalmatrix  ein  Fundamentalsystem  (Integralmatrix) 
eines  linearen  Differentialsy stems,  welches,  wie  man  unschwer  erkennt, 
keine  anderen  singularen  Punkte  aufweist,  wie  die  gegebenen  Yer- 
zweigungspunkte  a^,  •  •  •,  a^,  (x>  und  in  der  Umgebung  jeder  dieser 
Stellen  die  sogenannte  kanonische  Form  (Horn)  hat,  also  (ygl. 
Koenigsberger,  Lehrbuch,  1889,  S.  452)  in  der  Form 

mit  konstanten  A^J^  erscheint.    Da  hier  die  Anzahl  der  konstanten  Para- 
meter, die  nach  Fixierung  der  Wurzeln  der  determinierenden  Funda- 

yerh.  d.  HI.  Int«niat.  Matham.-Kongr.  Held«lb«rg  1904.  15 
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mentalgleicliangen  in  den  Koeffizienten  des  Differenidalsy stems,  ab- 
gesehen  von  den  a^y-^a^y  nocli  aufbreten,  genaa  mit  der  Anzahl  der 
Parameter  tibereinBtimmt,  von  denen  die  gegebenen  Fundamentalsubsti- 
tutionen  nach  Festlegong  der  Wurzeln  ibrer  Fundamentalgleichnngen 
noch  abbangen,  so  bietet  die  Anwendung  der  metbode  de  continuite 
keine  weiteren  Scbwierigkeiten  mehr  dar.  Icb  babe*)  filr  den  Fall,  wo 
die  Fnndamentalgleicbungen  der  gegebenen  Fundamentalsabstitutionen 
keine  mebrfacben  Wurzeln  haben^  die  Betrachtung  im  einzelnen  dorch- 
gefiibrt,  im  allgemeinen  Falle  sind  nocb  gewisse  Hilfsbetracbtungen  al- 
gebraischer  Natur  erforderlicb,  die  sicb  aber  aucb  ohne  Scbwierigkeit 
erledigen  lassen. 

4.  Genaa  genommen  ist  auf  diese  Weise  die  Existenz  der  yon 
Riemann  postulierten  Fnnktionssysteme  nicht  direkt  erwiesen,  sondem 
einerseits  auf  die  Frage  der  Existenz  einer  Integralmatrix  ftir  ein 
lineares  Differentialsystem  mit  rationalen  Koeffizienten,  andererseits  dar- 
auf  zuriickgefQbrt,  daB  die  Losungen  eines  linearen  Differentialsystems 
Ton  der  yorhin  angegebenen  kanonischen  Form  an  keiner  Stelle  un- 
bestimmt  werden.  Die  klassische  Theorie  der  linearen  Differential- 
gleichungen  erledigt  bekanntlich  sowohl  diese  Existenzfrage  als  aucb 
den  Nacbweis  der  letzteren  Tatsache  durch  Konvergenzuntersuchungen 
von  Potenzreihen,  die  dem  Differentialsysteme  formal  gentLgen.  Wenn- 
gleicb  Riemann  selbst  in  seiner  Theorie  der  Abelschen  Funktionen 
von  der  Potenzreihenentwickelung  einer  algebraischen  Funktion  Ge- 
braucb  macht  und  sicb  dabei  auf  Cauchy,  die  Fouriersche  Reihe 
und  Lagrange  beruft,  so  scbeint  mir  doch  dieses  Hilfsmittel  in  den 
Rabmen  einer  im  Sinne  Riemanns  zu  entwickelnden  Theorie  nicht 
hineinzupassen,  da  es  die  Art  und  Weise,  wie  sicb  die  postulierten 
monogenen  Funktionen  der  komplexen  Variabeln  aus  ihren  realen  und 
imaginaren  Bestandteilen  zusammenftigen,  nicht  in  Evidenz  setzt.  Ich 
suchte  darum  zunachst  nach  einer  Methode,  die  den  Beweis  fiir  die 
Existenz  monogener  Integralmatrizen  eines  linearen  Difierentialsystems 
mit  monogenen  Koeffizienten  derart  zu  erbringen  gestattet,  dafi  die  auf- 
tretenden  monogenen  Funktionen  in  ihre  realen  und  imaginaren  Be- 
standteile  zerlegt  erscheinen,  und  ich  fand  dieselbe,  indem  ich  an  die 
schonen  Untersuchungen  ankntipfke,  die  Herr  Vol  terra  in  den  Memorie 
della  Societa  Italiana  delle  Scienze  (detta  deiXL)  1887  und  1899 
veroffentlicht  hat. 

Zunachst  beweise  ich  fiir  ein  lineares  Differentialsystem 

*)  In  einer  der  Kedaktion  des  Crelleschen  Journals  im  April  d.  J.  eingereichten 
Arbeit. 
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H 

^-^^x»yx>       (^  =  1.2,...,  n) 

dessen  Eoeffizienten  a^^  eindeutige  und  —  wie  wir  der  Einfachheit  wegen 
voraussetzen  wollen  —  stetige  Funktionen  der  realen  Variabeln  x  sind, 
nach  dem  Cauchy-LipschitzBchenVerfahren  die  Existenz  eiuer  Integral- 
matrix  (y,- J,  die  sich  filr  den  regularen  Wert  x  =  Xq  auf  die  Einheits- 
matrix  (^^^)  redoziert^  und  setze 

X 

iyJ--f(Pindx  +  8J. 
Dann  betraclite  icli  ein  totales  Di£Eerential6ystem  yon  der  Form 

m  m 

<i«,  =  dS^<«,  +  (ii?^«i>„        (x=l,2,...,m) 

dessen  Koeffizienten  reale  und  innerhalb  eines  einfach  zusammenMngenden 
Bereiches  S  differentiierbare  Funktionen  der  realen  Variabeln  J,  ij  sind,  die 
den  Integrabilitatsbedingungen  geniigen.  Wenn  das  durch  die  yier  Punkte 
i^y  ^»o)f  (2o;^);  {^fV)f  HfVo)  bestimmte  Rechteck  ganz  innerhalb  S  liegt, 
so  stimmen  die  beiden  Ausdriicke: 

und  "^  ^ 

miteinander  iibereiu  und  definieren  ein  L5sungssystem 

des  gegebenen  totalen  Diiferentialsystems.  Die  Identitat  der  beiden  obigen 
Ausdriicke  kann  auch  so  ausgesprochen  werden,  dafi  (r^J  erstreckt 
liber  die  Begrenzung  eines  ganz  innerhalb  S  gelegenen  Recht- 
ecks  gleich  der  Einheitsmatrix  {S^^  ist. 

Filr  einen  beliebigen  Punkt  g,i^  innerhalb  S  erfolgt  nun  die  Defi- 
nition der  Integralmatrix  (t?^J  mittelst  eines  Ton  (Soj^o)  ^*^^  (5?^^)  hin- 
gelegten  treppenfSrmigen  Weges,  ganz  ahnlich,  wie  es  mein  Freund 
Heffter  (Qott.  Nachrichten,  1904)  fflr  die  gewohnliche  Quadratur  an- 
geben  hat,  wobei  man  nur  darauf  achten  mufi,  dafi  sich  unsere  reale 
Integralmatrix 

16* 


/' 
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!■ 


ftlr  n  » 1  nicht  aof  das  bestimmte  Integral  selbst,  sondem  auf 

X 

fadx 

redoziert. 

Ich  nehme  nun  m  »  2n  und  erteile  den  Koefftzientenmatrizen  die 
jjgespaltene"  Form: 

«,x  =  l,f,  -.S-jV— /J,,  UfJ 


(..«=i.J..,..)V-cr,,     -fiji 


(»,«  =  !,  2,  •••,«). 


Die  Integrabili<»tsbedingniigen  ziehen  dann  die  Gleichungen 
nach  sich,  and  man  erkennt  leicht,  daB  die  Integralmatriz 


in  der  gespaltenen  Fonn 


darstellbar  ist,  wo 

du.        dv.  du.  dv. 

ix         i*  £x ix 

di       dn  '        dn  di  ' 

so  daB  die  Elemente  der  Matrix 

monogene  und  innerhalb  S  bolomorphe  Punktionen  von  x  =  i  +  riY^~^ 
sind.  Offenbar  stellt  dann  (y,.y)  eine  Integralmatrix  des  Differential- 
systems  ^ 

S-^(«i,+y=^/'Jy.      (x  =  i,2,...,«) 

dar,  und  zwar  diejenige^  die  sich  fUr  a;  =  6q  +  ti^Y—l  auf  (d,.J  redu- 
ziert.  Damit  ist  der  gewiinscbte  Existenzbeweis  erbracht;  betreffs  weiterer 
Folgerungen  yerweise  ich  auf  eine  zweite  der  Redaktion  des  Grelleschen 
Journals  eingereichte  Abhandlung,  wo  auch  ein  Weg  angegeben  ist,  der 
zu  einem  Nachweise  der  oben  erwahnten  Eigenschaft  der  L5sungen  eines 
kanonischen  Differentialsystems,  ohne  Zuhilfenahme  Ton  Konvergenz- 
betrachtungen  formal  aufgestellter  Reihen,  fiihrt. 


Sur  rinterpolation  des  fonctions  continues  par  des  polynomes. 

Von 
E.  BoREL  aus  Paxis. 


1.  Le  problfeme  de  rinterpolation  consiste  essentiellement  dans  la 
determination  approchee  d'une  fonction^  dont  on  suppose  connues  les 
yaleurs  pour  un  certain  nombre  de  valeurs  de  la  variable.  C'est  un 
probl^me  qui  se  pose  frequemment  dans  les  sciences  physiques;  Ton 
est  souvent  conduit  a  prendre  un  polynome  comme  fonction  approch^. 

Or^  Lagrange  nous  a  appris  a  calculer  un  polynome  de  degr^  q 
quiy  pour  g  +  1  Taleurs  de  la  variable,  prend  les  memes  valeurs  qu'une 
fonction  donn^.  Supposons  que  la  fonction  f{x)  soit  ^tudiee  dans 
rintervalle  (0  —  1);  posons,  en  d^ignant  par  q  un  entier  positif  quel- 
conque  et  par  p  un  entier  positif  ou  nul  au  plus  ^gal  a  qi 

w  '•(f) -'~ 

,  «    ^'-'-^) i-'-^  ■  ■  ■  (-1) (-7) (-t)  ■  ■  ■  ('-^) 
•'^  ^ "  ip^p±i\ (p  p+^ . . .  (P-^^\ l^-^\ /?-lv . . (^  p-^Y 

\q         3    /W  q    /  \q       «/\«       q)\q       q)         \q  q    / 

la  formule  de  Lagrange  est  la  suivante: 

(2)  ^,(^)-^^*A.(*)- 

p  =  0 

Le  caract^re  essentiel  de  cette  formule  est  de  faire  conncuitre  le 
polynome  d'interpolation  P^(x)  par  une  combinaison  bilin^aire  simple 
des  constantes  c^^^  qui  dependent  de  la  fonction  etudi^e,  et  des  poly- 
nomes Pp,q(pi^)  qui  n'en  dependent  pas. 

2.  Faisons,  k  partir  de  maintenant^  lliypoth^se  que  la  fonction 
f{x)  est  continue.  On  sait  alors^  gr&oe  i,  WeierstraB,  qu'il  est  pos- 
sible d'en  approcher  autant  que  Ton  veut  au  moyen  de  polynomes.  II 
est  ih^  lors  naturel  de   se   den^foider  si  les  polyniimes   de  Lagrange 
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foumissent  une  approximation  de  plus  en  plus  grande  a  mesure  que 
leur  degr^  q  augmente  indcfiniment.  Cette  question  est  tellement 
naturelle  qu'elle  a  deja  dCl  etre  etudiee  et  resolue;  je  ne  connais  pas 
de  travaux  sur  ce  sujet;  mais  vous  pourrez  sans  doute  m'en  indiquer.*) 
En  tons  cas,  j*ai  pu  former  un  exemple  d'une  fonction  pour  laquelle 
la  formule  de  Lagrange^  loin  de  donner  une  approximation  indefinie^ 
diverge  lorsque  le  degr^  q  augmente  indefiniment.**)  Done,  lorsque 
Ton  applique  la  formule  (2)  a  une  fonction  empirique,  pour  laquelle 
les  constantes  c  sont  donn^es  par  Texp^rience,  on  n'est  pas  du  tout 
certain  de  ne  pas  obtenir  un  polynome  approche  P^{x)  tres  diflFe- 
rent  de  la  fonction  donnee  et  meme  d'autant  plus  different  que  le 
nombre  }+  1  des  experiences  est  plus  eleve. 

3.  D  est  d^s  lors  naturel  de  se  demander  s'il  n'est  pas  possible 
d'obtenir  une  formule 

(3)  ^^.(^)  =  2  'p^^^p^M) 

analogue  a  la  formule  (2),  dans  laquelle  les  c^^  auraient  toujours  la 
signification  (1)  mais  ot  les  polynomes  II^^^(x)  seraient  choisis  de 
mani^re  que  cette  formule  d'interpolation  (3)  donne  une  approximation 
qui  tende  uniformement  vers  zero  lorsque  q  augmente  inde- 
finiment. 

Nous  allons  Toir  que  cela  est  possible;  la  formule  que  nous 
obtiendrons  est,  k  la  v^rite,  plus  compliqu^e  que  celle  de  Lagrange,  car 
les  polynomes  n^^^{x)  sont  bien  moins  simples  que  les  polynomes 
^Pi  9(^)5  ^^^^  ^^  ^^^  ^  m§me  caractere  essentiel  de  ne  dependre  que 
des  indices  p  et  g,  c*est  a  dire  de  pouvoir  etre  calcules  indepen- 
damment  de  toute  fonction  particuliere  f{x),  Leur  calcul  efFectif 
ne  pr^sente  d'ailleurs  aucune  difficulte  theorique,  mais  parait  exiger 
des  calculs  assez  longs;  c'est  la  un  sujet  de  travail  de  nature  a  in- 
teresser  un  jeune  chercheur. 

*)  En  r^ponse  k  la  question  que  je  posaia  ainsi  &  mes  auditeurs,  M.  Mittag- 
Leffler  a  bien  voulu  faire  connattre,  apr^s  ma  communication,  que  M.  Rungo  avait 
d^j^  ^tudi^  cette  question  et  form^  pludieurs  exemples  de  fonctions  pour  les- 
quelles  la  formule  de  Lagrange  diverge.  Le  m^moire  de  M.  Runge:  t)ber  empi- 
rische  Funktionen  und  die  Interpolation  zwischen  ftquidistanten 
Ordinaten  se  trouve  dans  la  Zeitschrift  ftlr  Math,  und  Phys.  (Bd.  XLVI, 
1901,  p.  229).    Une  traduction  {ran9ai8e  en  paraitra  dans  les  Acta  Mathemaiica. 

**)  Je  trouve  inutile  de  donner  ici  cet  exemple,  moins  simple  d^ailleurs  que 
ceux  de  M.  Range.  On  le  trouvera  dans  mes  Le9ons  sur  les  fonctions  de 
variables  r^elles  et  les  d^veloppements  en  series  de  polynomes, 
r^dig^es  par  Maurice  Fr^het.    Paris,  Oauthier-Villars,  1906. 


C.  Vortr&ge  in  den  SektionssiUongen:  Borel.  231 


4.  Pour  definir  le  polynome  H^/x)  nous  introduirons  la  fonction 
continue  ©_„  d^finie  comme  il  suit: 


pour  0  ^x  ^ 


pour <x<^ 


pour  —  <x  ^ 

g   —       — 


pour  ^i-  ^x  <,1 

q      —      — 


Lorsque  p  prend  Tune  des  valeurs  extremes  0  ou  q,  il  n*y  a  pas  a 
tenir  compte  des  intervalles  qui  se  trouvent  a  Texterieur  de  Tintervalle 
(0  —  1),  la  fonction  ^>p^,^{x)  ne  devant  §tre  d^finie  que  dans  cet  in- 
tervalle. 

La  fonction  9>p,^(^)  ^tant  continue  dans  Tintervalle  (0  —  1)  nous 
Savons^  dapr^s  le  theoreme  fondamental  de  WeierstraB,  calculer  un 
polynome  n^^^{x)  tel  que  Tinegalite 

entraine: 

le  calcul  pent  etre  fait  d'une  infinite  de  mani^res;   nous  supposerons 
qu'on  en  ait  choisie  une  bien  d^termin^e. 

II  est  alors  trfes  ais^  de  demontrer  que  le  polynome  n^{x)  tend 
uniformement  yers  f(x)  lorsque  q  augmente  ind^finiment.*) 

5.  On  pent  deduire  de  ce  qui  precede  un  deyeloppement  de  f{x) 
en    s^rie  uniformement   convergente;    en   rempla9ant,    dans   le   second 

membre  de  (4)^  la  quantite  -y  par  -^^  la  s^rie  convergerait  absolument. 

6.  Un  tel  deyeloppement  ne  pent  pas,  en  general,  etre  deriy^;  mais 
il  pent  etre  integre  terme  a  terme.  L'integration  des  polynomes 
^p,qi^)  permet  ainsi  d'obtenir  d'autres  polynomes  analogues  et  cette 
operation  pent  etre  repetee  indefiniment.  On  obtient  ainsi  des  for- 
mules  analogues  a  la  formule  (3),  mais  susceptibles  d'etre  d^riyees  aussi 
souyent  que  Ton  yeut. 

Posons,  en  e£Eet 


Jf{x)dx-F{x), 

0 


*)  On  trouvera  la  demonstration  dans  le  livre  cit^  plus  haut. 
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(6)  *,(^)-§V(f)v,(a^). 

On  a  eyidemment 

les  nombres  s  et  s'  tendant  vers  z^ro  avec  —  • 

Si,   dans  la  formule  (5),  on  remplace  fi^)  p&r  la  yaleur  d^duite 
de  (6)  en  negligeant  £  ou  £'  on  obtient  une  expression  de  la  forme 

r,(a;)-Jfj?'(f)»^,(«), 

p  =  0 

les  tp^^{x)  sexprimant  immediatement  au  moyen  des  Op,j(^).  On  pren- 
dra,  par  exemple: 

rp^,(^)  -  i[^p-u,(^)  -  <^p.,(^)],        (p  -  1,  2, . . .,  g  -  2), 

car  il  est  loisible  de  se  senrir  de  Tune  ou  de  Tautre  des  formnles  (6) 
sous  la  reserve  que  p  ei  p  +  I  soient  tons  deux  non  n^tifs  et  au 
plus  ^gaux  a  2.  La  fonction  II ^(x)  tendant  uniformement  vers  f(x),  il 
en  resulte  que  6^{x)  et  t^(x)  tendent  uniformement  vers  F(x), 

Je  ne  m'arreterai  pas  sur  les  generalisations  aisles  de  ce  qui  pre- 
cede dans  de  nombreuses  directions. 


Ober  eine  Anwendung  der  Int^ralgleichungen  auf  ein  Problem 
der  Funktionentheorie. 

Von 
D.  HiLBERT  aus  65ttdngen. 


Unter  einer  „Integralgleichung''  yerstehe  ich  eine  Gleichung 
von  der  Gestalt 

/•(s)-/2r(5,tf)9>(tf)dff 

a 

Oder 

6 
a 

Im  Falle  eines  symmetrischen  ^Kernes''  -^'(5,^)  steht  —  wie  ich 
in  zwei  Mitteilungen  in  den  Gottinger  Nachricliten  dieses  Jahres  aus- 
gefOhrt  habe  —  die  Theorie  der  Integralgleichungen  im  engsten  Zusammen- 
hange  mit  der  ^^quadratischen  Integralfprm^' 

6    6 

Q(x)  '=-JjK{8y6)x{s)x{6)dsd6j 

a  a 

deren  Theorie  als  das  transzendente  Analogon  zu  der  bekannten  al- 
gebraischen  Theorie  der  quadratischen  Form  mit  n  Veranderlichen  aof- 
zufassen  ist.  Den  besonderen  Arten  qaadratischer  Formen,  z.  B.  den- 
jenigen  mit  nicht  yerschwindender  Diskriminante  oder  denjenigen,  die 
f&r  reelle  Variable  nor  positive  Werte  annehmen,  entspreehen  gewisse 
besondere  Arten  quadratischer  Integralformen,  namlich  Integratformen, 
deren  Eeme  ich  in  den  genannten  Mitteilungen  als  ;yabgeschlosBen^y 
y^allgemein^'  bezw.  ^^definit^  bezeichnet  habe. 

Die  Theorie  der  algebraischen  qaadratischen  Formen  mit  n  Ver- 
anderlichen wird  dorch  den  Satz  beherrscht;  daB  jede  solche  Form 
stets  und  nur  auf  eine  Weise  als  Somme  von  n  Quadraten  linearer 
Formen  darstellbar  ist,  wobei  diesen  letzteren  noch  die  bekannten  Ortho- 
gonalilfttsbedingimgen  anftaerlegen  sind.    Diesem  Satze   entspricht  in 
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der  Theorie  der  quadratischen  Integralformen  ebenfalls  ein  Theorem 
Yon  gnindlegender  Bedeutung,  namlich  die  Tatsache,  daB  die  Integral- 
form  Q{x)  sich  stets  als  unendliche  Summe  von  Quadraten  „linearer 
Integralformen"  darsteUen  laBt,  wie  folgt: 

6  b 

a  a 

wobei  die  von  mir  als  „Eigenfunktionen"  bezeichneten  Funktionen 
^(^)(s),  ^^'^(5),  •  •  •  die  ;;Orthogonalitatsbedingangen": 

h 

ftl;^^is)  ^('")(s)  rfs  =  0  (1  +  m) 

=  1  (l^m) 

erfiillen. 

Die  Anwendungen  dieser  Theorie  der  Integralgleichungen  sind  sehr 
mannigfaltige. 

Wenn  man  eine  Greensche  Funktion  einer  gewohnlichen  oder  par- 
tieUen  Differentialgleichung  2)(u)  =»  0  zweiter  Ordnung  von  elliptischem 
Typus  als  Kern  einer  Integralgleichung  wahlt,  so  folgt  durch  Auf- 
losong  dieser  Integralgleichung  die  Gh*eensche  Funktion  fur  die  aUge- 
meinere  Integralgleichung  2)(w)  + 1*  ==  0,  d.  h.  es  sitid  ehierseits  die 
Integration  einer  Differentialgleichung  zweiter  Ordnutig  bei  gegebenen 
Eandbedingungen  und  andererseits  die  Losung  einer  Integralgleichung 
dquivalente  Protieme, 

1st  die  zugrunde  gelegte  Differentialgleichung  sich  selbst  adjungiert^ 
80  fallt  die  Greensche  Funktion  symmetrisch  in  den  Parametem  und 
Argumenten  aus,  und  wegen  dieser  Symmetric  des  Kernes  der  betreffen- 
den  Integralgleichung  kommt  alsdann  das  vorhin  genannte  Theorem 
liber  die  Darstellung  der  quadratischen  Integralform  Q{x)  zur  Geltung: 
als  Besidtat  erscheineti  insbesondere  die  EntwicJcelungen  wiUkiirlicher 
Funktionen  nach  trigonometrischcn,  Besselschen,  Kugd-,  Lameschen,  Sturm- 
schen  und  allgemeinen  Futiktionen,  tvie  sie  in  der  mathetnatischen  Physik 
auftreten. 

Die  Yariationsrechnung  beschaftigt  sich  mit  dem  Problem^  Integrale 
von  der  Gtestalt 

a  (7) 

eventueU  unter  Hinzunahme  von  Nebenbedingnngen  zu  einem  Minimum 
za  machen.  Wenn  die  Funktionen  F  in  ihren  Argumenten  ^  j  y  bezw. 
^ ,  ^ ;  u  von  nicht  hoherem  als  zweitem  Grade  ausfallen,  so  stellt  sich 
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die  merkwiirdige  Tatsache  heraus^  dafi  jene  Integrale  in  die  Gestalt 
gewisser  quadratischer  Integralformen  transformiert  werden  konnen. 
Wir  gdangm  anf  diese  Weise  zu  der  Losung  von  Aufgaben  der  Variations" 
rechnung,  die,  soweit  idi  sehe,  mit  den  in  der  bisherigen  VarioMonsrech- 
nung  iiblichen  Mitteln  nickt  zu  hehandeln  sind. 

Unter  den  Anwendungen  der  IntegraJgleichungen  auf  die  Theorie 
der  analjftischen  FurJcHonen  mochte  ich  nur  die  Ldsung  eines  Problems 
hervorheben,  auf  das  mich  meine  Untersuchungen  tiber  das  Riemann- 
sche  Problem  der  Eonstruktion  linearer  Differentialgleichnngen  mit 
vorgeschriebener  Monodromiegruppe  fxlhrten. 

Es  sei  G  eine  geschlossene  Randknrve  in  der  :ry-Ebene  mit  der 
Gesamtbogenlange  2?r;  die  Bogenlange  derselben^  yon  einem  bestimmten 
Anfangspunkte  auf  C  an  bis  zu  einem  beliebigen  Punkte  auf  C  ge- 
rechnet,  werde  mit  s  bezeichnet.  Endlich  seien  a{s)j  b(s),  c(s)  stetig 
differenzierbare  Funktionen  von  s  mit  der  Periode  2vc,  von  denen  die 
beiden  ersten  Funktionen  a(s),  b{s)  kerne  gemeinsame  NuUstelle  haben 
sollen.  Mein  Problem  besteht  dann  darin,  eine  innerhalb  C  regulare 
analytische  Funktion 

f{z)  =  u(xy)  +  iv{xy) 

zu  finden,  deren  Real-  und  Imaginarteil  u{s)  bezw.  v{s)  auf  der  Rand- 
kurre  G  der  linearen  Relation 

a{s)u{8)  +  b(s)v{8)  +  c(s)  -  0 
geniigen. 

Zur  Losung  dieses  Problems  betrachten  wir  zunachst  den  FaU, 
daB  eine  innerhalb  G  regulare  und  Ton  Null  verschiedene  analytische 
Funktion 

riz)  =  a(xy)  +  ip(xy) 

existiert;  deren  Real-  und  Imaginarteil  a{s)  bezw.  p(s)  auf  der  Rand- 
kurre  G  der  Bedingung 

a(s)«(s) +  &(«)/»(«)  =  0 

geutigen;  konstruieren  wir  alsdann  eine  innerhalb  C  regulare  Potential- 
funktion  v*(xy\  deren  Randwerte 

'^  W       a(8)  { («(«))»  +  (P(«))« }  Hs)  { («(«))»  +  (/?(«))» ) 

sind  und  bedeutet  —  u*  {xy)  eine  zu  i;*  {xy)  konjugierte  Potential- 
funktion^  so  ist 

f{z)  -  {u*{xy)  +  it^ixy)]  [a{xy)  -f  ifi{xy)) 

eine  analytische  Funktion,  die  das  yorgelegte  Problem  lost. 

Nunmehr  nehmen  wir   an,   dafi   es   keine   yon  Null  yerschiedene 
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Funktion  y(z)  yon  der  genannten  Beschaffenheit  gabe.  Alsdann  gibt 
es  sicher  auch  keine  von  Null  yerschiedene  analytische  Funktion  y*(jB)y 
deren  Real-  und  Imaginarteil  a*  (5)  bezw.  /J*(s)  auf  der  Bandkurye  C 
der  Bedingung 

a(«)a*(5)-6(5)/J*(5)-0 

gentigen;  denn  sonst  ware 

eine  analytische  Funktion,  yon  der  wir  sofort  erkennen,  dafi  ihr  Real- 
und  Imaginarteil  auf  C  die  Gleichung 

befriedigen,  was  nicht  sein  sollte. 

Wir  bezeichnen  mit  G(a;y,  |iy)  die  zum  Innem  yon  C  gehorige 
Oreenscbe  Funktion  zweiter  Art,  d.  h.  diejenige  Losung  der  Diflforential- 
gleichung 

die  an  der  Stelle  i,ri  in  bekannter  Weise  logarithmisch  unendlich  wird 
und  deren  normale  Ableitung  auf  C  yerscbwindet.  Lassen  wir  a;,  y  in 
den  Randpunkt  s  und  |,  17  in  den  Randpunkt  6  wandem,  so  entsteht 
aus  G(xy,irj)  eine  Funktion  der  zwei  Variabeln  8,6,  die  wir  mit 
G{s,6)  bezeichnen  wollen;  man  findet  leicht: 

dG(s,a) 


^_-Lj»t,l_-  +  ^(.,.)), 


WO  A{Sf  6)  eine  durchweg  stetig  dijBTerenzierbare  Funktion  ist.  Ist  nun 
u{xy)  irgend  eine  innerhalb  und  auf  C  regulare  Potentialfunktion  und 
sind  u{s)  ihre  Randwerte,  so  ergeben  sich  die  Randwerte  einer  zu  u{xy) 
konjugierten  Potentialfunktion  v{xy)  durch  die  Formel 


+  /r  +^ 


WO  fUr  das  Integral  der  Gauchysche  Hauptwert  zu  nehmen  ist. 

Das  gestellte  Problem  lauffc  demnach  auf  die  Aufgabe  hinaus,  eine 
Funktion  u{s)  zu  finden,  die  der  Bedingung 

L{s)  =  a(8) u(s)  +  b(s)fu(a)^^^d<f  +  c(«)  -  0 
Oder 
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L(s)  =  a(s) u(s)  +  ^b(s)fu(6) \cotg'-^  +  A(s,6)]d«  +  c(s)  =  0    (1) 

-ft 

Qeniige   leistet.     Wir   denken   uns    in    dieser  Bedingungsgleichung  (1) 
^  statt  s  eingesetzt;  multiplizieren  sie  mit 

und  integrieren  alsdann  nach  q  zwischen  den  Ghrenzen  —x  bis  +  ;r ; 
dadurch  erhalten  wir: 

fL{„)  ^^  dQ  ^  ^/o((.)«(«.)  (cotg  '-^  +  AiS,Q)}  dQ 

—  if  —n 

-n  -if 

-if 

-••if 

=  ^/ ^(<^) **(<^)  ^*8S^^<» 

-if 

+  ir  +if 


-if  -If 

+  if 


+  fB(s,(,)ui(f)d(f  +  d(8)^0; 


dabei  ist  zur  Abktlrzang 

-if 

+ir 

—  It 

dis)^fci,f-^d, 

-if 

gesetzt^   and  da  A{6,(f)f  c{s)   stetig  differenzierbare  Fnnktionen  sind^ 
so  erweisen  sich  B(fiyS),  d{s)  als  stetige  Funktion  der  Arg^mente. 
Setzen  wir  nunmehr 


—  n 
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<9)  -  «(«)  +  »(?;«)  tang  ^> 

h{Q)  =  6(5)  +  6(p,  5)  tang  ?-^, 

wo  a{Q,s),  6(p,s)  stetige  Funktionen  von  p,  s  bedeuten,  so  wird 
■k-ft 
J  «(p)  «(p)  cotg  ^-^-  dQ 

n 

.Ju{Q)[a{s)  cotg^+  a{Q,s)]dQ, 

J  J  Kq)  ^ip)  cotg  ^-^  cotg  ^^  rfp  d<y 

—  ;r  — ir 

=  b(s)fju(e)  cotg^  cotg  ?-^-?rf(.rf<»  +Jc{s,6)u(6)do, 

wo  C(s,  cy)  wiederum  eine  stetige  Funktion  bedeutet. 

Wegen  der  Identitat  (vgl.  meine  zweite  Mitteilung   iiber  Integral- 
gleichungen  in  den  Oottinger  Nachrichten^  S.  253) 

W^J  S<'')'''>^'-^'^^^'-^^9d<J uis)  +  ^fu{6)d6 

folgt  mithin 

/z(c.)^^rfp^^/u(<,){a(5)eotg!^^  (2) 

wo  D  (S;  <y)  wiederum  eine  stetige  Funktion  von  s,  6  bedeutet. 

Wenn  wir  (1)  mit  a(s),   (2)  mit   —6(5)   multiplizieren   und   die 
erhaltenen  Oleicliungen  addieren^  so  entsteht 

+  2;^  Ks)J  «(«)  ( a(s)^  («,  <t)  -Bis,  tf)  1  dtf 

+  a(s)  c  (s)  -  6  (s)  d(s)  =  0, 

d.  h.  die  Bandwette  « (s)  der  gesuchten  Potentialfunktion  u  (a;y)  mQssen 
notwendig  der  Integralgleichung 
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+ 


(4) 

a(8)c(8)  —  b{8)d{8)        ^ 


(a(«))«+(6(«))« 

geniigen.  Nun  verschwindet  der  Ausdruck  a(s)c(s) '-b{s)d(s)  sicher 
nicht  identisch  in  s,  da  c(s),  d(s)  die  Randwerte  von  Real-  bezw. 
Imaginarteil  einer  analytischen  Fimktion  sind  and  es  bei  der  von  uns 
gemachten  Annahme  eine  analytische  Funktion  yon  dieser  Beschaffen- 
heit  nicht  geben  konnte. 

Die  Anwendnng  der  Fredholmschen  Formeln  (ygl.  meine  erste 
Mitteilong  fiber  Integralgleichungen  in  den  Oottinger  Nachrichten^ 
S.  57— 62)  lehrt  dann^  dafi  es  stets  eine  Losung  u(s)  dieser  Integral- 
gleichung  gibt;  —  es  sei  denn^  dafi  die  Integralgleichung 

«(*■)  +  L  (^)^(.))*/"('^){«(«)^(*'  "^  -  ^(''  *)}«*<»  =  0   (5) 

eine  von  Null  yerscliiedene  Losnng  u(s)  besitzt.  Der  letztere  Fall  ist 
aber  unmoglich:   denn  ware  u(s)  eine  Losung  von  (5)  und  setzen  wir 

L*{s)  =  aisMs)  +  h(s)fu{t,)^-^d6, 
SO  wiirde  aus  (5) 

ais)  L*is)  -  b(s)fL*(Q)  ^-^dQ  =  0 
folgen.     Da  nun 

ais)^L*(s)     und     (iis)=  jL*{Q)^-^dQ 

—  IT 

die  Randwerte  von  Real-  und  Imaginarteil  einer  analytischen  Funktion 
sind,  so  mtifite  wegen  der  gegenwartigen  Annalime  L*(s)  identisch 
null  sein,  und  hieraus  wiederum  folgt  in  gleicher  Weise  das  identische 
Verschwinden  yon  u{s). 

Es  sei  nun  u{s)  die  L5sung  der  Integralgleichung  (4);  bilden  wir 
raittelst  dieser  Funktion  u{s)  den  Ausdruck  L{s)y  so  stellen  wegen  (3) 

a{8)^L{8)    und    p(s)-fLiQf-^dQ 

wiederum  die  Randwerte  yon  Real-  und  Imaginarteil  einer  analytischen 
Funktion  dar,  die  die  Bedingung 

a(5)a(s)-6(s)/3(s)  =  0 
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erfiillen.     Da   es    eine   solche   analytische  Funktion  —  von   Null   ab- 
gesehen  —  nicht  geben  sollte^  so  folgt  notwendig 

d.  h.  die  Funktionen  u(8)  und 


.(*)-/«w^-^,^<i<. 


erfiillen  die  gegebene  lineare  Bedingung  und  stellen  miihin  die  Band- 
werte  yon  Real-  und  Imaginarteil  der  gewunschten  analytischen 
Funktion  dar. 

Damit  ist  das  yorgelegte  Problem  voUstandig  gelosi 


Sur  le   d^veloppement,   k  Taide   des   fonctions   cylindriques, 

des  sommes  doubles  Sf(jpm^  +  2qmn  +  r»*),  oil 

pm^  +  2qmn  +  rw*  est  une  forme  positive 

k  coefficients  entiers. 

Von 
6.   VoRONoI   aus   Warschau. 


Gonsiderons  une  somine  doable 

S  -  2^  /(pm»  +  2qmn  +  rn^) 

dans  Tensemble  dee  yariablee  entities  m  et  n  d^fini  par  les  in^galit^s 
a  <pm*  +  2qmn  +  rn^  ^  b, 

a   et   b    etant    deux    param^tres    positdfs    et   pm^  +  2qmn  +  ^m'   une 
forme  quadratique  positive  i  coefficients  entiers. 

En  d^signant  par  le  symbole  r(x)  le  nombre  des  solutions,  en 
nombres  entiers  m  et  fi^  de  I'^uation 

pm*  +  2qmn  4-  rn^  =  x, 
on  pent  presenter  la  somme  S  sous  la  forme  suivante: 

S  =  2  f(.pm'  +  2qmn  +  rn*)  =  ^  t(x)/-(x). 

Supposons  que  la  fonction  f(x)  soit  continue  dans  Tinteryalle 
a  <  re  <  6. 

D^signons  par  fp{x)  la  fonction  numerique  repr&ent^e  par  la 
somme 

(1)  ,,(*)- 2  *(«), 

Oil  Ton  a  pos^  t(0)  -=  1. 

Yerh.  d.  HI.  InteniAt.  Mathem.-Kongr.   H«idelb«rg  1904.  16 
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Consid^rons  les  somines 

en  supposant  que,  comme  a  rordinaire,  lo?  ^i>  *  *  '  5»-i  soient  des  va- 
leurs  quelconques  de  la  variable  x  contenues  dans  les  intervalles  cor- 
respondants 

(^o>  ^i);  (^;  ^»);  •  •  •  i^n^u  ^n)     ot    x^^a    et    x^  =  6. 
On   demontrera  sans  peine   que   les  sommes  S^  tendent   vers  une 
limite   fixe   a  mesure  que  toutes  les  differences    oi^i—  Xq,  x^  —  x^,  - ' ' 

x^  —  x^^i   decroissent   infiniment.     On  d^signera   cette   limite   d'apres 

b 

Stieltjes*)  par  le  symbole  f  f(x)d(p(x)  et  on  Tappellera  integrale 

d^finie.  « 

II  est  ais^  a  d^montrer  que,   dans  le  cas  consid^r^,   la  limite  des 

sommes  S^  est  egale  a  la  valeur  de  la  somme  double  5;   il  en  r&ulte 

la  formule  fondamentale 

nib  b 

(2)  ^r{n)f(n)^ff{x)dip(x). 


n>a 


Les  integrates  d^finies  de  Stieltjes  poss^dent  les  propri^t^s  fon- 
damentales  des  integrates  definies  ordinaires. 

En  integrant  par  parties,  on  obtient,  en  vertu  de  (2), 

n^b  b 

2  r(n)/-(n)  =  g>(b)f(b)  -  ^ia)f(a)  -f,p(x)df{x). 

En  vertu  de  la  formule  obtenue,  I'^tude  de  la  somme  S  se  reduit 
a  Tetude  de  la  fonetion  numerique  (p(x), 

Comme  on  sait,  la  fonetion  numerique  q)(oc)  a  une  valeur  asymp- 
totique  —    x  oh  ^  ^^  pr  —  q*]  en  posant 

(3)  q>{x)^:^x  +  r(x), 

on  aura   le  reste  r{x)    dont  Tordre  ne   surpasse  pas    celui  de  la  fone- 
tion Yx, 

En  substituant  cette  expression  de  la  fonetion  fp(x)  dans  la  for- 
mule (2),  on  obtient,  en  vertu  des  proprietes  des  integrates  definies  de 
Stieltjes, 

•)  Stieltjes,  Recherches  sar  les  fractions  continues.  (Annales -de  la  Fa- 
cult^  des  sciences  de  Toulouse,  t.  VIII.  1894,  p.  71.) 
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n^b  b  h 

^  t(n)fin)  -  -^  ffix)dx  +ff(x)dr{x). 

n>a  ^        a  a 

En  int^rant  par  parties,  on  trouve 

11^6  6  b 

(4)     ^  x{n)f(n)  =  -^  ff{x)dx  +  r(6)/-(fe)  -  r(a)f(a)- frix)df{x). 

n>a  'a  a 

La  formule  obtenue  peut  servir  an  calcul  des  yj^leurs  approch^es 
de  la  somme  S  puisqu'on  connait  la  yaleur  approchee  de  la  fonc- 
tion  r(x). 

Une  formule  de  la  theorie  des  fonctions  abeliennes,  due  &  Rosen - 
hain*),  foumit  un  moyen  pour  T^tude  plus  approfondie  de  la 
fonction   r{x): 

— 7   -ira(pm»  +  89mii  +  r«»)  1         ^-7   ^r^   - 


22' 


W  _flo       —CO 


Cette  formule  subsiste  a  condition  que  la  partie  reelle  de  la  va- 
riable z  soit  positive. 

£n  introduisant  le  symbole  T{n),  on  presentera  la  formule  de 
Uosenhain  sous  la  forme  suivante: 

Multiplions  les  deux  parties  de  cette  egalite  par 

1    c'*** 
^— .  -—  dxf    otl    x>0 

et  integrons   les    fonctions  obtenues,   par   rapport  a  la  variable  com- 
plexe  Zy  dans  le  domaine  d^fini  par  les  conditions 

z  ^  a  +  tiy     —  (X)  <  ^  <  00     et     a  >  0. 

On  obtient  la  formule 

a  —  coi  a—ooi 

£n  admettant  que  dans  la  formule  obtenue  il  est  permis  d'inter- 
vertir  le  signe  de  sommation  avec  le  signe  d'integration,  on  aura 


•)  Bosenhain,  Abhandlang  tlber  die  Funktionen  zweier  Variabler  mit 
vier  Perioden,  welche  die  Inversen  sind  der  ultra-elliptiachen  Integrale  erster 
Klasse.    (Oat w aids  Elassiker,  Nr.  66,  p.  36.) 

16* 
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(6)  ii'Oi^j'    T-^^'Wisy«  "■?• 


a—eef 


En  obserrant  que 


a'^'Oti 


2% 

et 


i^.  J*e*'(— )  ^  -  1         tant  que  «  -  n  >  0, 
^.  /e''*('-«) ^  =-  0         tant  que  X  -  n  < 0, 


JL  r^      1 
on  pr^sentera  T^alit^  (6)  sous  la  forme  sniyante 

a  +00 1 
11=0  r  ^  ««=0  t/ 

od  le  symbole  z{x)  a  la  valeur  0  quand  x  n'est  pas  on  nombre  entier. 
En  observant  que 

a  +  oot 

on  presentera  Tegalite  pr^cedente  sous  la  forme  suivante: 

a  —»i 

En  vertu  des  ^galitts  (1)  et  (3),  il  vient 

a  +»i* 

(6)     r(^)-i<')+;-si:,'<-')^/''"'^'i^- 

a— 00/ 

Les  integrates  d^finies  qui  figurent  dans  la  seconde  partie  de  la 
formule  obtenue  representent  les  fonctions  cylindriques. 

En  d^signant  par  ri^{x)  la  fonction  cylindrique  d^finie  par  la  s^rie 
infinie 

on  aura  T^gaUte 
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2n 

a  —  »« 

et  la  formnle  (6)  prend  la  forme 


-Je        ^'    .^,=_,,(-^), 


(7)       »•(*•)= ;^w+fi^<«)^'».(^)- 

En  substituant   rexpression  obtenue  de   la  fonction  r{x)  dans  la 
formnle  (4)^  on  dednira  nne  formnle  g^nerale 

b 

(8)      2^w/"(")  =  yjff^'^'^  '^'^  +  h(^)m  -  ^(»)/"(») 

a 

b 


otl  la  fonction  cylindriqne  ri{x)  est  d^finie  par  la  serie  infinie 


'«-^^^- 


La  formnle  (8)  snbsiste  a  condition  que  la  fonction  f(x)  soit  con- 
tinue dans  rintervalle  a<x<,b  et  ne  posskle  dans  cet  intervalle  qu'un 
nombre  fini  des  maxima  et  des  minima. 

Les  developpements  connus  des  fonctions  cylindriques  dans  les 
series  semi-convergentes  conduisent^  en  vertu  de  la  formnle  (8)^  auz 
r^snltats  remarquables  concemant  les  valeurs  approch^es  des  sommes 
consid^r^. 

De  cette  mani^re  on  demontrera^  par  exemple^  que  la  fonction 
num^rique 

»=:0 

est  representee  par  la  fonction  ——  .     ,  ^y  avec  nne  erreur  dont  Tordre 

ne  surpasse  pas  celui  de  la  fonction  x^   ^. 

Le  d^yeloppement  (7)  de  la  fonction  r{x)  en  s^rie  infinie^  a  Taide 
des  fonctions  cylindriques^  a  ^te  obtenu  comme  le  r^sultat  de  Tappli- 
cation  du  facteur  discontinu  de  Gauchy  a  la  formnle  de  Rosen- 
hain.  Malgr^  la  simplicity  et  Tel^gance  de  cette  m^thode,  elle  ne  per- 
met  pas  de  d^montrer  rigoureusement  la  formnle  (7)  et  dolt  dtre 
remplac^  par  nne  autre  m^thode. 


Neue  Entwicklungen  tlber  den  Existenzbeweis  der 
polymorphen  Funktionen. 


Von 
B.  Fricke  aus  Braunschweig. 


Die  Mitteilungen^  welche  ich  Ilmen  heute  vorlegen  mochte^  be- 
ziehen  sich  auf  dasjenige  Gebiet,  dem  ich  seit  einer  geraumen  Reihe 
Yon  Jahren  einen  Teil  meiner  MuBestunden  gewidmet  habe^  auf  die 
Theorie  der  automorphen  Funktionen.  Die  urafassende  Darstellung 
dieser  Theorie,  welche  ich  im  Verein  mit  Herm  Klein  bei  der  Verlags- 
buchhandlung  von  B.  G.  Teubner  herausgebe,  ist  an  einer  Stelle  ins 
Stocken  geraten,  welche  mir  von  vomherein  als  besonders  schwierig 
erschien.  Es  handelt  sich  um  die  aUgemeine  Frage  der  Existenz  der 
linear-polymorphen  oder  kurz  polymorphen  Funktionen,  welche  die 
Eigenschaften  der  zu  den  automorphen  Funktionen  inversen  Funktionen 
tragen. 

Ich  beschranke  mich  ausschlieBlich  auf  das  Gebiet  der  auto- 
morphen Funktionen  oder  automorphen  Gebilde  mit  Hauptkreis,  auf 
diejenigen  Funktionen  also,  welche  von  Herrn  Poincare  als  Fuchssche 
Funktionen  bezeichnet  wurden.  Das  Argument  der  automorphen  Funk- 
tionen nenne  ich  g,  eine  einzelne  seiche  Funktion  sei  ^r  =  ^  (g).  Das 
zugehorige  Fundamentalpolygon  in  der  g-Ebene,  resp.  der  g-Halbebene 
wird  durch  z  =  fp(J;)  auf  eine  geschlossene  Riemannsche  Flache  iiber 
der  -gr-Ebene  abgebildet,  welche  das  Geschlecht  p  habe.  Das  Polygon 
moge  n  Eckpunkte  aufweisen,  welche  Fixpunkte  elliptischer  oder  para- 
bolischer  Substitutionen  sind;  ihnen  mogen  Punkte  der  Riemannschen 
Flache  entsprechen,   welche   bei  ^^-ej,  c^,  •••,  e^  gelegen   sind.     Die 

Winkel  des  Polygons  an  den  fraglichen  Ecken  sind   y^,    i""?  •••>t~> 

^^  hfh)  ' '  f  K  S<^i^^  Zahlen  ^  2  oder  cx)  sind.  Die  Zusammenstellung 
(p,  n)  heiBt  „Gharakter^^  des  automorphen  Gebildes,  (p,  n;  7^,  •  •  •,  ZJ 
dessen  „Signatur^;  wir  sagen  auch,  die  Riemannsche  Flache  sei  mit  n 
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PaDkten  e^,  ' ' '}  ^n  signiert,  denen  alsdann  die  ganzen  Zahlen  li^  -  -  yl^ 
zugeordnet  sind. 

Die  zn  js  ^  (p  (g)  inverse  Funktion  sei  g  =  f(z).  Sie  heiBt  eine 
linear-poljmorphe  Funktion  auf  der  Flache,  well  sie  sich  bei  UmUlufen 
von  jg  auf  der  Fiache  linear  substituiert.  Des  naheren  sind  diese  Sub- 
stitutionen  solche,  daB  die  geeignet  zerschnittene  Fiache  auf  ein  Haupt- 
kreispolygon,  wie  es  eben  in  der  Theorie  der  eigentlich  diskontinuier- 
lichen  Hauptkreisgruppen  aufkritt,  abgebildet  wird. 

Bekannt  ist  der  Verg]eich  mit  der  Theorie  der  elliptischen  Funk- 
tionen^  den  ich  indessen  des  besseren  Yerstandnisses  halber  kurz  an- 
deute.  Dem  Hauptkreispolygon  entspricht  dort  das  Periodenparallelo< 
gramm  in  der  Ebene  des  Integrals  erster  Oattung.  Eine  geeignet 
gewahlte  doppelt-periodische  Funktion  bildet  das  Parallellogramm  auf 
eine  zweiblattrige  Rieniannsche  Fiache  ab.  Auf  letzterer  ware  das 
Integral  das  Analogon  unserer  polymorphen  Funktionen.  Auf  jeder 
Riemannschen  Fiache  des  Geschlechtes  1  existiert  eine  solche  poly- 
morphe  Funktion,  und  man  kennt  die  bedeutenden  Vorteile,  welche  der 
Schritt  mit  sich  bringt,  diese  Gr5fie  als  unabhangige  Variable  fur  die 
librigen  auf  der  Fiache  auftretenden  Funktionen  anzusetzen. 

Von  hier  aus  verstehen  Sie  die  fundamentale  Bedeutung  der  Frage, 
ob  yielleicht  auf  jeder  irgend  wie  signierten  Riemannschen  Fiache  des 
Gharakters  (p,  n)  eine  polymorphe  Funktion  g  «  f{z)  existieren  mochte, 
welche  die  Abbildung  der  Fiache  auf  ein  Hauptkreispolygon  Yorge- 
schriebener  Signatur  leistet.  Diese  Funktion  wQrde  f(ir  das  zur  ge- 
gebenen  Fiache  gehorende  algebraische  Gebilde  dieselbe  zentrale  Stel- 
lung  einnehmen,  wie  das  Integral  erster  Oattung  auf  der  Riemannschen 
Fiache  des  Geschlechtes  jp  =  1. 

Es  ist  nun  bereits  20  Jahre  her,  dafi  die  aufgeworfene  Frage  durch 
die  Herren  Klein  und  Poincare  im  bejahenden  Sinne  beantwortet 
wurde.  Der  so  entspringende  Satz  wurde  wegen  seiner  grundlegenden 
Bedeutung  von  Klein  als  ,^undamentaltheorem''  bezeichnet.  Die  Be- 
weisansatze,  welche  die  beiden  genannten  Forscher  zur  Stutzung  des 
Fundamentaltheorems  benutzten,  griinden  sich  auf  Kontinuitatsbetrach- 
tungen.  Man  hat  auf  der  einen  Seite  bei  der  einzelnen  Signatur  (p,  n; 
^1^  *  •;  U  ^^  Kontinuum  zugehoriger  automorpher  Gebilde,  auf  der 
anderen  Seite  das  Kontinuum  der  mit  dieser  Signatur  yersehenen  Rie- 
mannschen Flachen.  Man  sucht  aus  dem,  was  man  tLber  die  Bezeich- 
nung  dieser  beiden  Kontinua  yon  Hause  aus  weifi,  den  Schlufi  zu 
Ziehen,  daB  diese  Beziehung  notwendig  eine  wechselweise  eindeutige 
sein  mUssel,  womit  dann  also  in  der  Tat  jede  Riemannsche  Fiache 
rtickwarts  ihr  zugehoriges  Hauptkreispolygon  bekommi 
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Im  Laufe  der  Weiterentwicklung  sind  neben  der  EonidnuiiSts- 
methode  nocli  mehrere  weitere  Beweisansatze  hinzugekommen.  Indessen 
beziehen  sich  diese  nur  auf  besondere  fUUe^  and  sie  konnen  nioht  die 
uniyerselle  Bedeutung  der  Eontinaitatsmethode  fttr  sich  in  Anspr^ch 
nebmen. 

Diese  Methode  fanden^  wie  schon  gesagt^  die  Herren  Elein  and 
Poincare  unabhangig  voneinander  aaf.  Die  bezQgliche  Haaptarbeit 
Poincares  ist  im  Herbste  1883;  etwa  ein  Jahr  spater  als  diejenige 
Eleins,  erschienen.  Sie  geht  entsprechend  aber  aach  yiel  tiefer  in  die 
Einzelheiten  and  die  groBen  Scbwierigkeiten  des  Beweisg^anges  ein;  and 
ich  glaabe^  dafi  es  sich  hier  um  eine  der  tiefsten  and  schonsten  Ar- 
beiten  des  genialen  Forschers  aas  der  damaligen  Periode  seiner  £nt- 
wicklang  handelt. 

Trotzdem  and  obschon;  soweit  mir  bekannt  geworden  ist,  Herr 
Poincar^  auch  heate  noch  seinen  Beweis  des  Fandamentaltheorems 
yermoge  der  Eontinaii»tsmethode  f&r  biindig  halt;  habe  ich  gerade  an 
dieser  Stelle  bei  der  amfassenden  Darstellang  der  Theorie  der  aato- 
morphen  Fanktionen,  welche  ich  eingangs  nannte,  erhebliche  Scbwierig- 
keiten gefanden.  Diese  Scbwierigkeiten  liegen  nach  zwei  Bichtangen  bin. 

Erstlich  hat  man  ofters  geaaBert,  dafi  die  Stetigkeitsbetrachtangen, 
welche  beim  Eontinaitatsbeweise  zar  Yerwendang  kommen,  den  gestei- 
gerten  Anforderongen  der  Mengentheoretiker  nicht  mebr  za  geniigen 
imstande  seien.  Gerade  aas  dem  Gebiete  der  Theorie  der  aatomorphen 
Fanktionen,  fiber  das  ich  za  sprechen  im  Begriffe  stehe^  ist  die  An- 
regang  geflossen,  dafi  z.  B.  Herr  Schonflies  den  mengentheoretischen 
Beweis  des  Satzes  gab,  daB  das  amkehrbar  eindeutige  and  stetige  Ab- 
bild  der  Flache  eines  Qaadrates  wieder  ein  einfach  zasammenhangendes 
Flachenstiick  ist.  Es  wOrde  mich  sehr  interessieren,  yon  den  Herren 
Mengentheoretikem  za  horen,  wie  es  mit  der  Erweitenmg  dieses  Satzes 
aaf  mehrdimensionale  regalare  Wtlrfel,  so  wie  (iberhaapt  aaf  mehr- 
dimensionale  einfach  zasammenhangende  Bereiche  steht. 

Im  iibrigen  mochte  ich  der  Ol)erzeagang  Aasdrack  geben,  daB  es 
sich,  wenn  ich  so  sagen  darf,  bei  der  Umarbeitang  des  Eontinaitats- 
beweises  aaf  die  Denk-  and  Sprechweise  der  Mengenlehre  keineswegs 
am  eine  Schwierigkeit  handelt,  welche  diesen  Beweis  za  Falle  bringen 
konnte.  tfberhaapt  kann  die  Sachlage  yielleicht  so  bezeichnet  werden: 
Da  man  die  Eontinaa,  yon  denen  etwas  bewiesen  werden  soil,  eigent- 
lich  nicht  recht  kannte,  so  setzte  man  an  ihre  Stelle  die  allgemeinste 
Definition  der  Eontinaa,  welche  die  Mengenlehre  erm5glicht,  and  war 
dadarch  genotigt,  die  Diskassion  in  das  Oebiet  einer  darch  ihre  All- 
gemeinheit  schwierigen  mengentheoretischen  Untersachang  za  yerlegen. 
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In  den  vorstehenden  Worten  ist  auch  bereits  die  zweite  Schwierig- 
keit^  rait  der  ich  zu  kampfen  hatte  und  noch  habe^  zur  Andeutong 
gebracht:  die  mangelnde  Eenntnis  der  Eontina%  deren  gegenseitige  Be- 
ziehimgen  raan  studieren  will.  Ich  kann  nicht  umbin,  dies  auszu- 
sprechen,  trotz  der  vielen  geistreichen  Ideen,  welcbe  insonderbeit 
Herr  Poincare  zur  Qewinnnng  der  gewtLnscbten  Kenntnis  angegeben 
bat.  Es  ist  demnacb  neuerdings  der  gewiesene  Ansatzponkt  fQr  meine 
eigenen  Arbeiten  geworden^  in  der  klaren  Erkenntnis  der  Eontinaa 
antomorpber  Gebilde  und  der  gegeniiberstebenden  Eontinua  algebraiscber 
Oebilde  Fortscbritte  zu  macben.  Und  nun  ist  es  das  eigentliobe  Ziel 
raeiner  beutigen  Mitteilung,  auszusprecben^  daB  icb  in  der  genannten 
Ricbtung  einmal  zu  einem  gewissen  allgeraeinen  Satze  gelangt  bin^ 
darQber  binaus  aber  Spezialuntersucbungen  ausgef^brt  babe^  welcbe  den 
Beweis  des  Fundamentaltbeorems  bei  einer  Beibe  niederer  Signaturen 
zum  endgUltigen  Abscblusse  bracbten. 

Was  den  allgemeinen  Satz  angebt,  so  sei  eine  beliebige  Signatur 
(^,  n;  ?j,  •  •  •,  l„)  vorgelegt.  Icb  babe  scbon  vor  langerer  Zeit  den 
exakten  Beweis  geftibrt^  daB  jedes  dieser  Signatur  angeborige  Polygon 
in  jedes  andere  zugeborige  Polygon  kontinuierlicb  iiberfQbrbar  ist^  daB 
also  die  gesamten  Polygone  gegebener  Signatur  ein  einziges  Eontinuum 
bilden.  Die  Dimension  m  dieses  Eontinuums  ist  scbon  in  den  ur- 
sprQnglicben  Arbeiten  der  Herren  Poincare  und  Elein  bestimmi 
Was  mir  aber  neu  war,  ist  die  Moglicbkeit,  dieses  m-dimensionale 
Eontinuum  auf  die  Punkte  eines  m-dimensionalen  regularen 
Warfels  eindeutig  stetig  zu  bezieben.  TJnser  Eontinuum  vmrd 
somit  in  demselben  Sinne  den  Cbarakter  des  einfacben  Zusammen- 
banges  besitzen^  wie  der  genannte  Wiirfel. 

Ein  wicbtiger  Gesicbtspunkt  tritt  jetzt  binzu.  Das  Polygon  ist 
Abbild  einer  zerscbnittenen  Riemannschen  Flacbe.  Zerscbneidungen 
kann  man  aber  bei  ein  imd  derselben  Flacbe,  allgemein  zu  reden,  un- 
endlicb  viele  angeben.  Unendlicb  yiele  Polygone  des  Eontinuums 
stellen  ein  imd  dasselbe  automorpbe  Oebilde^  ein  und  dieselbe  Ghruppe 
linearer  t-Substitutionen  dar.  Wie  den  Zusammenbang  zwiscben  all 
diesen  unwesentlicb  yerscbiedenen  Polygonen  finden? 

Wiederum  darf  icb  an  die  Analogie  mit  den  doppeltperiodiscben 
Funktionen  yorab  erinnem.  Die  yerscbiedenen  kanoniscben  Scbnitt- 
systeme  auf  einer  Flacbe  des  Gescblecbtes  p^  1  liefem  in  dem  zuge- 
bongen  Periodenquotienten  o  ebensoyiele  Werte  dieses  Moduls.    Diese 

Werte  bangen  yermoge  linearer  Substitutionen  a  «—  — J-^  zusammen, 
welcbe  letztere  die  ^^elliptiscbe  Modulgruppe^  bilden. 
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Ein  DB.^)  dieser  Gruppe  liefert  uns  das  Abbild  aller  unterschie- 
denen  elliptischen  Gebilde,  wahrend  die  ganze  cd -Halbebene  als  Abbild 
des  Eontinuums  aller  Parallelogramme  zu  gelten  hat. 

Genau  analog  im  allgemeinen  Gebiete  der  automorphen  Funk- 
tionen!  Das  einzelne  Polygon  stellen  wir  durch  ein  System  von  In- 
varianten  oder  Moduln  dar.  Alle  zulassigen  Wertsysteme  der  Moduln 
geben  uns  eine  analytische  Darstellung  des  Polygonkontinuums*,  und 
man  kann  vermittels  dieser  Moduln  eine  geometriscbe  Deutung  des 
Polygonkontinuums^  sei  es  durch  die  Punkte  eines  m-dimensionalen 
regularen  Wdrfels^  wie  oben,  sei  es  durch  einen  yielleicht  im  Einzel- 
falle  zweckmafiiger  gewahlten  m  -  dimension^Ien  einfach  zusammen- 
hangenden  Bereich  begriinden.  Der  tTbergang  zu  einem  neuen  Quer- 
schnittssysteme  zieht  nun  eine  birationale  Transformation  des 
Modulsystems  nach  sich;  und  die  gesamten  bei  der  einzelnen  Signatur 
auftretenden  Modultransformationen  dieser  Art  liefem  die  zugehorige 
automorphe  Modulgruppe.  Der  DB.  dieser  Modulgruppe  ist  uns 
nun  offenbar  das  Abbild  des  Kontinuums  automorpher  Gebilde;  und 
erst  in  diesem  Kontinuum^  nicht  im  Polygonkontinuum^  haben  wir 
das  erreicht,  was  wir  dem  Eontinuum  algebraischer  Gebilde  gegen- 
iiberstellen  mtlssen. 

Die  Aufstellung  der  DB.  der  automorphen  Modulgruppen^  wenig- 
stens  zunachst  bei  niederen  Signaturen,  war  bei  dieser  Sachlage  das 
nachste  Hauptziel  meiner  Untersuchungen.  Die  ausfiihrliche  Theorie 
der  Fundamentalpolygone  in  der  g- Halbebene  bezw.  g-Ebene  hat  mir 
hier  den  Weg  gebahnt.  Es  ist  ja  das  Schicksal  von  Vortrilgen,  wie 
wir  sie  heute  horen,  daB  man  immer  da,  wo  die  Entwicklung  in  das 
Gebiet  reizvoUer  Einzeluntersuchungen  Uberleitet,  aus  Mangel  an  Zeit 
einhalten  muB.  Lassen  Sie  mich  demnach  iiber  die  fraglichen  Unter- 
suchungen nur  einen  allgemeinen  und  wie  ich  glaube  sehr  wichtigen 
Gesichtspunkt  angeben.  Ich  operiere  in  der  Theorie  der  Fundamental- 
polygone nicht  mit  den  Ereisbogenfiguren  der  ^-Ebene,  sondem  mit 
geradlinigen  Figuren  in  der  projektiven  oder  genauer  hyperbolischen 
Ebene.  An  Stelle  der  von  Poincare  in  der  g-Halbebene  eingefiihrten 
nicht-euklidischen  Mafibestimmung  tritt  nun  die  Gayleysche  projektive 
Mafibestimmung  des  hyperbolischen  Falles.  Diese  scheinbar  unwesent- 
liche  Umformung  der  Polygone  hat  sich  methodisch  in  der  Folge  als 
hochst  wertvoU  erwiesen.  Unser  Auge,  unsere  geometrische  Auffassung 
ist  nun  einmal  an  die  Geradlinigkeit  gewohnt.  Indem  die  Polygon- 
theorie  in  das   Gebiet  projektiv  geometrischer  Eonstruktionen  verlegt 

*)  Diskontinuit&tBbereich. 
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ist,  habe  ich  sie  bis  zu  dem  Grade  ausbilden  konnen^  welcher  fQr  die 
Eontinuitatsmethode  unerlafilich  erscheint 

Meine  Angaben  wiirden  zu  unbestimmt  bleiben,  wollte  ich  nicht 
wenigstens  in  einem  Spezialfalle  das  endliche  Ergebnis  der  Untersuchong 
namhaft  machen.  Ich  wahle  die  Signatur  (0,4;  2,,  l^,  l^,  l^,  wo  das 
einfach  zusammenhangende  Polygonkontinuum  zweidimensional  wird. 
Die  Modultheorie  liefert  als  Bild  dieses  Kontinuoms  ein  Sttlck  der  durch 

^*  +  y*  +  ^*  —  ^y^  +  ux  +  vy  +  wz  +  J^  0 

dargestellten  Flache  dritter  Ordnimg;  Xy  y^  z  sind  die  Moduln,  Uj  v,  w,  J 
Koeffizienten,  welche  sich  aus  den  Zahlen  l^^,  7|,  l^,  l^  leicht  berechnen 
lassen.  Die  Polygontheorie  liefert  als  DB.  der  Modulgmppe  ein  auf 
diesem  Flachenstiick  gelegenes  Doppeldreieck.  Das  eine  Elementar- 
dreieck  hat  als  Randkurren: 

yz  --  2x  ^  u,    ^x  —  2y  —  v,    xy  —  2z  ^  w. 

Das  andere  entsteht  durch  eine  Art  Spiegelung  des  ersten  an  einer 
seiner  drei  Seiten. 

Das  gegeniiberstehende  Kontinuum  algebraischer  Qebilde  umfaBt 
alle  mit  yier  Punkten  signierten  Ebenen;  die  Punkte  mogen  bei  e^,  e^, 

^3>  ^4  liegen,  sie  miissen  den  Polygonecken  mit  den  Winkeln  -j-,  •••,  -7- 

korrespondieren.  Offenbar  ist  dieses  Kontinuum  invariant  dargestellt 
durch  alle  komplexen  Werte  des  Doppelverhaltnisses: 

j^^       (^1  —  gi)  (g«  -  gj) , 

(«1    —  «8)  («4  —  «f) 

Nun  muB  man  die  Abbildung  des  obigen  Doppeldreiecks  auf  die 
A-Ebene  studieren.  Von  vomherein  weiB  man,  daB  diese  Abbildung 
stetig  eindeutig  und  rfickwarts  hochstens  eindeutig  ist.  Man  stellt 
zuerst  fest,  daB  der  Rand  des  Elementardreiecks  sich  gerade  genau  auf 
die  ganze  reelle  A-Achse  Qbertragt,  wobei  die  Ecken  des  Dreiecks  die 
Stellen  A  =  0^  1^  00  liefem.  DaB  das  Abbild  des  Dreiecksinnem  als- 
dann  weiter  die  eine,  etwa  die  positive  Halbebene  gerade  vollstandig 
bedeckt,  ist,  wie  mir  scheint,  eine  nicht  sehr  schwierige  Folge  der  be- 
stehenden  Voraussetzimgen,  und  ich  glaube  nicht,  daB  man  n5tig  hat, 
hier  noch  weitgehend  auf  die  BegriflFe  und  Denkweisen  der  Mengen- 
lehre  einzugehen. 

Doppeldreieck  und  A-Ebene  sind  aufeinander  eindeutig  bezogen: 
Auf  jeder  mit  vier  Punkten  e^,  •  •,  e^  signierten  Ebene  gibt 
es  eine  polymorphe  Punktion,  welche  dieselbe  auf  ein  Haupt- 
kreispolygon  vorgeschriebener  Signatur  (0,  4;  l^,  •  •,  l^  wie 
gewUnscht  abbildet. 
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Hiermit  ist  das  Fundamentaltheorein  im  Falle  der  Signaturen 
(0,  4]  l^.  l^,  l^,  l^  bewiesen,  und  ich  begntlge  mich  mit  der  weiteren 
Angabe,  dafi  ich  dasselbe  entsprechend  bei  einer  Beihe  weiterer  Signa- 
turen zn  Ende  gebracht  habe^  bei  denen  man  mit  Kontinuis  von  einer, 
zwei  oder  drei  Dimensionen  zu  tnn  hat. 


Diskussion: 

L.  Schlesinger  bemerkt,  daB  er  aus  dem  Vortrage  nicht  ent- 
nehmen  konnte,  welche  Punkte  des  Poincareschen  Beweises  beanstandet 
werden  sollten,  und  daB  demnach  seine  tJ^erzeugung  von  der  Biindig- 
keit  dieses  Beweises  in  keiner  Weise  erschQttert  worden  ist. 


In  seiner  Erwiderung  bezeichnet  der  Yortragende  wiederholend 
und  erganzend  eine  Beihe  von  Oesichtspunkten,  deren  voile  Auf  klarung 
f&r  einen  biindigen  Beweis  unerlaBlich  ist,  die  jedoch  bei  Poincar^ 
teils  gar  nicht,  teils  als  unentwickelte  Ansatze  Yorliegen. 


Sur  les  fonctions  enti^res  d'ordre  entier. 
Von      , 
P.  BoxTTBOUx  aus  Paris. 


1.  On  Bait  aujonrdlmi  qu'il  existe  une  relation  ^oite  entre  deux 
elements  essentiels  d'nne  fonction  entire:  la  density  de  ses  z^ros  et  la 
croissance  de  son  module  lorsque  le  module  de  la  variable  augmente 
indefiniment.  Gette  relation  a  pu  ^tre  d^termin^  avec  une  tr^s  grande 
precision  pour  toutes  les  fonctions  enti^res  dont  I'ordre  n'est  pas  entier. 
Soit^  en  d'autres  termes,  g  le  plus  petit  nombre  positif  tel  que  les 
series  2Ja^"^~*,  £af^'^%  ^tendues  aux  divers  z^ros  de  la  fonction, 
soient,  la  premiere  convergente,  la  seconde  divergente,  quelque  petit 
que  soit  €.  La  relation  que  Ton  a  obtenue  est  valable  lorsque  q  n'est 
pas  entier.  En  revanche,  elle  pent  cesser  de  I'dtre  si  le  nombre  g 
est  entier. 

Le  cas  des  fonctions  d'ordre  entier  apparait  ainsi,  au  premier 
abord,  comme  beaucoup  plus  compliqu^  que  le  cas  g^n^ral.  II  se 
trouve  cependant  que  ces  fonctions  jouissent  de  propri^t^s  remarquables 
sp^ciales  qui  souvent,  au  contraire,  les  rendront  plus  simples  que  les 
autres.  C'est  ce  que  je  voudrais  montrer  par  un  exemple,  a  propos 
de  deux  notes  r^centes  pubU^s  par  MM.  Hardy  et  Wiman.*) 

2.  Je  rappellerai  d'abord  quelques  r&iultats  anterieurs. 
Consid^rons  le  produit  de  facteurs  primaires  &  croissance  reguli^re 


GW  =  iT(l-^)e"'  p-f, 


•)  Hardy:  On  the  roots  of  the  equation  =  c.     (Proceedings    of 

the  London  Mathematical  Society,  ser.  2,  Vol.  U,  part.  I.)  —  Wiman:  Sur  le  cas 
d'ezception  dans  la  th^rie  des  fonctions  enti^res.  (Arkiv  for  Mathematik,  Astro- 
nomi  och  Fysik,  1904  Band  I.) 
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et   supposons  d'abord,  pour  fixer  lee  idees,   que  Tordre*)  du  module 
\a^\  du  z^ro  de  rang  n  soit 

,    ,         .  -  (p  entier,  genre 

(n  log  n)''  .  du  produit) 

Si  la  regie  applicable   aux  produits  d'ordre  non   entier   etait   yalable 
pour  G(j8),  le  jnodule  maximum  (pour  j  j?  j  -=  r),  fA[(r),  de  G{z)  serait 

de  Torde  de 

M{r)  =  ^^  (^8  '•)"^ . 

Mais  cette  r^gle  est  en  g^n^ral  inapplicable.  —  D^terminons  le  nombre 
n  par  la  condition  |  o^  |  =  'lyr  (rj  nombre  positif  donne):  j'ai  etabli**) 
qu'il  7  ayait  lieu  de  distinguer  deux  cas: 
*      1 
1®.  Si  la  somme  ^V  ~;p   est,  pour  des  valeurs  de  n  indefinement 
1 
croissantes,  superieure  en  module  a  une  quantite  A,  alors,  pour  ces 

valeurs,   M  (r)  est  de  I'ordre  de  c^'"',  et  par  suite  d'ordre   superieur 

2^.  Si  la  serie  ^^  —p  (les  z^ros  etant  ranges  par  ordre  de  mo- 
dules  croissants)  est  semi-convergente  et  a  pour  somme  zero,  la  r^gle 
gdnerale  est  satisfaite,  et  M(r)  est  de  Tordre  de  M(r). 

Ainsi,  I'ordre  de  grandeur  de  la  fonction  G{z)  depend  essentielle- 
ment  de  la  distribution  et,  en  particulier,  des  arguments  de  ses  z^ros. 
II  est  dair  qu'une  disposition  des  z^ros  rendant  la  serie  ^^  -p  semi- 
convergente  et  egale  a  0  sera  une  disposition  tres  speciale.  Supposons 
la  croissance  des  modules  des  z^ros  r^guli^re,  et  soit  par  exemple  p  =  1. 
U  faudra,  pour  que  la  condition  Youlue  soit  remplie,  que  les  zeros 
soient  approximativement  egaux  et  de  signes  contraires,  —  circonstance 
evidemment  exceptionnelle. 

Nous  obtenons  des  resultats  analogues,  si  nous  consid^rons  une 
fonction  G(z)y  pour  laquelle  I'ordre  de  |  a^  |  soit  de  la  forme*"*) 

i_ 
li(n)  ^[n  (log  ny]P  . 

Si  tous  les  a,  se  trouyent,  par  exemple,  dans  un  m^me  angle,  le  mo- 
dule maximum  M(r)  est  de  Tordre  de 
^'  aog  r)i-«  ^ 

*)  J*adopte  ici  la  terminologie  abr^g^e  qu'a  employee  M.  Wiman.  Voir  la 
note  cit^e  pp.  828—29. 

**)  J^ai  expose  ces  divers  resultats  dans  un  m^moire  Srr  quelques  pro- 
pri^t^B  des  fonctions  enti^res.  (Acta  Mathematica,  tome  28). 

***)  On  traiterait  tout  aussi  compl^tement  le  cas  oi^  fi  (n)  est  de  la  forme 

[n  (log  n)«i  (log  log  n)a*  •  •  .]p. 
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Si  au  contraire  ils  sont  tela  que  la  s^rie  ^  -j  soit  nuUe,  M  (r)  a 
pour  ordre 

D'une  maniere  generale^  pour  que  Tordre  de  M(r)  soit  -3fi(r),  il 

n 

faut  que  la  valeur  de  ^V  —j,  ne  depende  que  d*uii  ensemble  partiel 
de  z^ros  \,  croissant,  en  module,  comme 

[n' (log  ny-^]l, 
et  que  la  serie  ^   -^  etendue  aux  zeros  restants  soit  semi-convergente. 

L  ensemble  partiel  laisse  de  cote  b^y  b^j  -  •  -,  b^,,  est  d'ailleurs  mani- 
festement  negligeable  par  rapport  a  I'ensemble  total  des  zeros  a^. 

Les  fonctions  que  je  viens  de  citer  sont  des  fonctions  pour  les- 
queUes  I'ordre  est  egal  au  genre.  On  fait,  d'une  maniere  toute  sem- 
blable,  Tetude  du  cas  otl  g  ^  p  +  i. 

8.  Le  nouveau  resultat  que  j'ai  en  vue  est  relatif  a  la  distribution 
des  zeros  de  la  somme  Cr(z)  +  g{z),  g(e)  etant  une  fonction  enti^re 
quelconque  dont  Tordre  est  moindre  que  Tordre  de  G{zy 

M.  Wiman  a  demontre  le  theoreme  suivant:  si  Ton  ajoute  a  la 
fonction  G{z)  une  fonction  quelconque  g{z)  d'ordre  inferieur,  toutes  les 
fonctions  G(e)  +g{js)  ob&ssent  a  la  loi  qui  r^git  les  fonctions  d'ordre 

non  entier.  —  Reprenons,  par  exemple,  notre  premiere  fonction  pour 

j_ 
laquelle  ,  a^  |  croit  comme  (nlogn)''.     Le  module  maximum  de  cette 

fonction    G{z)    croit    comme    e^''^,     L'ordre    du    n**™^   z^ro,    a/,    de 

_i 
G{z)  +  g(z)  sera  done  n^  . 

En  rapprochant  ce  theoreme  des  r^ultats  que  j'ai  rappel^s,  on 
arrive  a  la  conclusion  suivante: 

Quelle  que  soit  la  fonction  g(si),  la  distribution  des  zeros, 

aj,  ie  G  +  g  est  telle  que  la  serie  ^-jp  soit  semi-conver- 
gente et  egale  &  zero. 

Dans  le  cas  plus  general  otl  I'ordre  de  |  a^  |  est  (i{n)f   on  pent 

encore  affirmer  que  la  s^rie  ^  -vp,  etendue  aux  z^ros  de  G  +  g  {k 

I'exclusion  peut-^tre  d'un  ensemble  partiel  de  zeros  negligeable  par 
rapport  a  I'ensemble  total)  est  semi-convergente. 

Ce  resultat  pent,  a  premiere  vue,  par^tre  paradoxal.  La  distri- 
bution des  zeros  de  G(z)  est  arbitraire,  aussi  bien  que  celle  des  zeros 
de  g{z):  et  cependant  la  distribution  des  zeros  Ae  G  +  g  obeit  a  une 
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loi   inyariable.     G'est  lii^   il   est  ais^  de  s'en  rendre  compte,  une  cir- 

constance  qui  ne  se  presente  pas  dans  la  theorie  des  fonctions  d'ordre 

non  entier. 

Mais  la  remarque  sniyante  8n£Gt  a  expUquer  cette  bizarrerie.    Bor- 

1^ 

nons-nons  an  prodnit  G{z)  d'ordre  (nlogn)'*,  poor  lequel  la  somme 

n 

^  —p  croit  en  module  plus  vite  qu'une  fonction  A(r),     On  verifie 

alors  que  dans  p  angles  egaux  issus  de  Torigine^  le  module  de  G(z) 
Teste  toujours  comparable  a  e'*'"''  (plus  precisement  le  rapport  ^^^ 
reste  compris  entre  deux  nombres  finis).  Dans  les  p  angles  interme- 
diaires^  I  ^(^)  I  ^^  necessairement  de  Tordre  de  grandeur  de  e~^^^ . 
En  effety  le  module  maximum  de  la  fonction  G{js)'G{-'Z)  doit; 
d'aprfes  le  th^or^me  qui  r^git  les  fonctions  d'ordre  non  entier  rester 
inferieur  i,  une  expression  de  la  forme  ^rP^xo^r)-  .  Ainsi  le  pro- 
duit  G{e)  se'  comporte  exactement  comme  I'exponentielle 
e^^^.  C'est  la  le  caractere  trfes  particulier  qui  est  propre  aux  fonctions 
d'ordre  et  de  genre  p  satisfaisant  au  theor^me  de  M.  Wiman.  Un 
facteur  primaire  se  compose  d'un  facteur  simple  et  d'une  partie  ex- 
ponentielle:  or,  dans  les  cas  ordinaires,  I'influence  du  facteur  simple 
est  prepond^rante;  dans  les  cas  consideres  ici,  c'est  au  contraire 
I'influence  de  la  partie  exponentielle  qui  I'emporte. 

4.  Cette  remarque  explique  pourquoi  les  fonctions  d'ordre  entier 
ont  une  allure  beaucoup  plus  simple  et  regulifere  que  les  fonctions 
d'ordre  non  entier.  Ainsi  M.  Hardy  a  demontre  que,  sauf  pour  la 
yaleur  c  =  0,  les  racines  a^{c)  de  I'equation    „.    ,    .  =  c  convergent 

vers  Taxe  imaginaire.     De  plus  Ton  a,  pour  deux  yaleurs  diff^rentes 
quelconques  de  c  .  ... 

,=•  ««(«  ) 

On  pourrait  se  demander  si  cette  demi^re  propriete,  tout  au 
moins,  n'est  pas  une  propriete  generale  des  fonctions  enti^res.  Mais  on 
reconnaitra  yite  qu'elle  est  dde,  en  realite,  aux  circonstances  particu- 
li^res  que  je  yiens  de  signaler. 

5.  Comme  exemple  de  fonctions  entieres  d'ordre  (»«=^  +  l,  je 
renyerrai  a  celles  que  j'ai  considerees  au  §  31  de  mon  memoire  sur 
les  fonctions  entieres.  Je  m'etais  place  dans  le  cas  particulier  oil 
p  »  0  et  otl  tons  les  z^ros  sont  r^ls  et  positifs,  ces  zeros  satisfaisant 
a  partir  d'une  certaine  yaleur  de  i  &  la  double  in^galite 

i (log i)—  <a,^i aog 0--.    ^>: J  % 


C.  Vortr&ge  in  den  Sektionssitzangen :  Boutrool.  267 

Gonsiderons  un  angle  A  arbitrairement  petit  ayant  poor  bissectrice 
I'axe  des  y.  A  partir  d'ane  certaine  valeur  de  r^  le  module  de  f{ts) 
sera  comparable 

a  gauche  de  I'angle  A  a    e"'"^^*'-)"^'"" 

a  droite  de  Tangle  A  a       ^aogr)-i-«, 

Les  racines  d'une  equation  de  la  forme  f{fs)^c  convergeront  done, 
ici  encore;  vers  Taxe  imaginaire.  En  particulier,  si  c  est  r^el,  les  ra- 
cines a/  d'une  telle  equation  seront  deux  &  deux  imaginaires  conjuguees. 
On  v^rifie  alors  immediatement  que  la  serie  ^  —,  est  semi-convergente 
et  a  pour  somme  zero.  Nous  obtenons  ainsi  les  m^mes  resultats  que 
dans  les  cas  otl  (^  *=  jp. 

RemarquonS;  pour  terminer,  que  les  renseignements  obtenus  sur 
la  distribution  des  zeros  resolvent  immediatement  la  question  du  genre. 
Ainsi,  lorsque  a  <  1,  la  fonction  f{e)  est  de  genre  zero.  La  fonction 
f{z)  —  c  est  au  contraire  du  genre  1,  quelle  que  soit  la  constante  c. 


Verb    d.  IlL  Internet.  Mathem.-Kongr.    Ileidelb«rg  1904.  17 


Sur  une  classe  de  fonctions  entiferes. 

Von 
6.  Mittag-Lbffler  aus  Stockholm. 


J'ai  introduit  dans  des  notes  diffi^rentes  une  noavelle  fonction 
enti^re  E^{x)  qui  est,  je  le  montrerai  a  one  autre  occasion,  d'une 
grande  importance  pour  la  theorie  g^n^rale  des  fonctions  enti^res  de 
genre  fini.*)     C'est  Tetude  de  Tint^grale 

8 


(1)  ^.    /    -^—da 

qui  m'a  conduit  le  plus  facilement  et  le  plus  directement  a  mes  resul- 
tats.  Dans  le  cas  otl  a  est  reel  et  positif  le  contour  S,  qui  doit  etre 
parcouru  dans  le  sens  direct,  est  defini  de  la  mani^re  suiyante. 

On  d^signe  par  q  une  quantite  positive  aussi  grande  que  Ton 
voudra  et  par  s  une  autre  quantite  positive  inf^rieure  a  deux.  Le 
contour  S  sera  compost:  du  segment  compris  entre  Finfini  et  le  point 

Q^'e  ^   sur  le  vecteur  issu  de  Torigine  et  ayant  pour  argument 

—  a(l  -{■  €)--f  d®  I'arc  de  cercle  trac^  par  Textremite  d'un  vecteur 
de   longueur  q  toumant   autour   de    Torigine    dans   le    sens    direct  de 

-ia(l  +  «)^  ia(l  +  «)-^ 

Q"e  ^    k    Q^e  *  ;     et    enfin    du     segment    compris    entre 

Q^e  ^   et  rinfini  sur  le  vecteur  issu  de  Torigine  et  ayant  pour 

argument    a(l  +  s)-^- 


*)  Voir  pour  le  cas  ou  a  eat  r^el  et  positif:  „Sur  la  representation  analytique 
d*Qne  branche  uniforme  d*une  fonction  monog^ne.  Cinqni^me  note.  §  2  et  3/' 
Acta  mathematica,  T.  29,  et  pour  le  cas  ou  a  est  complexe:  „Sopra  la  funzione 
E  (x)."    Atti  R.  Accad.  dei  Lincei.     Rend.  Ser.  6.    Vol.  18,  3  gennaio  1904. 
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L'^gaUy 


(2) 


8 


dz 


a  lieu  pour  tous  les  points  x  qui  sont  situes  du  meme  cdt^ 
de  S  que  Torigine. 

1 
En  mettant  dans  Tintegrale  (1)  au  lieu  de  ^"^     Tex- 

pression   plus  generale 

Jl         X.         1.  J_ 

oil  «!,  Oj,  •  •  •,  a^  sont  des  constantes  positives,  Tintegrale 

8 


(3) 


1 


1    ^  "  (log  *)"'  aog.  .)"*  •  ■  •  aog, .)"" 

a  ;B  —  X 


dz 


definira  une  nouveUe  fonction  -Eaoi  o„(^)  qui  a  des  pro- 
pri^tes  tout  a  fait  analogues  k  celles  de  la  fonction  E^(x), 
En  faisant  par  exemple 

(4)  2>«>0 

(5)  X  =»  rc*> 

et  en  designant  par  d  une  quantity  positive  arbitrairement  petite  on 
obtient: 


flg.  1. 


(6) 

et 

(7) 


I  1  «  \     /  cf 


I  ■•^or  ai  • 


Les  fonctions  Eaa^  a^{^)  sont  les  plus  simples  parmi  les  fonc- 
tions  enti^res  de  genre  fini  qui  ont  fait  Tobjet  de  Tetude  de  M.  E.  Lin- 
delof  dans  son  memoire  remarquable:  „Sur  la  theorie  des  fonctions 
entieres  de  genre  fini."*) 

Les  fonctions  E^(x)  et  E^  ,^  (x)  ont  la  propriete  caracteristique 
d'augmenter  uniformement  et   ind^finiment  quand  |a:|   va  vers   Tinfini 

dans  un  angle  interieur  a  Tangle  —  «  g  ^  9  ^  '^y?  ^  ""  ^^^>  "^*^®  ^® 
descendre  uniformement  au  dessous  de  toute  limite  quand  |:r|  va  vers 

Finfini  dans    un   angle  interieur  a  Tangle  2x  —  a>q>>aY'     On 


•)  Acta  Soc.  Penn.  T.  XXXI,  no.  1. 
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peut  faire  Tangle  —  a^  <9>  K^^o  *^^^^  P®^^*  qu'on  veut  en  diminuant 
soffisamment  a,  H  est  done  naturel  de  se  demander  s'il  existe  des  fonc- 
tions  enti^res  qui  augmentent  ind^finiment  avec  jo;!  le  long  d'lin  seal 
vecteur;  mais  qui  diminuent  indefiniment  quand  \x\  va  vers  rinfini 
dans  iin  domaine  quelconque  en  dehors  de  ce  vecteur.  Un  theor^me 
remarquable  de  M.  Phragmen  montre  que  de  telles  fonctions  ne  peu- 
vent  pas  ^tre  de  genre  fini.*) 

On  peut  au  contraire  donner  des  exemples  aussi  nombreux  qu'on 
voudra  de  telles  fonctions  de  genre  infini.     En  voici  un. 

Introduisons  au  lieu  de  Tintegrale  (1)  la  nouvelle  integrale 

oil  le  contour  27  est  choisi  de  la  mani^re  suivante.  II  est  compose: 
partiC;  de  deux  droites  parall^les  a  Taxe  reel,  infinies  dans  le  sens 
positif  de  cet  axe  et  situ^s  de  part  et  d'autre  a  une  distance  de  Taxe 

reel  comprise  entre  y  et        ;  partie,  d'une  droite  orthogonale  reiinis- 

sant  ces  parallMes  et  coupant  Taxe  reel  en  un  point  arbitraire. 

8 


fig.  2. 

On  voit  immediatement  que  daus  ces  conditions  Tintegrale  est  con- 
vergente.  Attendu  que  Faxe  reel  est  coupe  par  la  ligne  orthogonale 
en  un  point  arbitraire,  il  s  ensuit  encore  que  Tintegrale  (8)  definit  une 
fonction  entiere,  soit  E(x),  et  qu'elle  repr^sente  cette  fonction  pour 
tons  les  X  qui  sont  situes  de  m^me  cote  de  Z  que  les  points  reels 
negatifs  infiniment  eloign^s.     On  a  done 


*)  E.  Phragmen,  ,,Snr  une  extension  d*iin  th^or^me  classique  de  la  theorie 
des  fonctions".    Acta  Math.  28,  pag.  851. 
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(9) 


E(x)- 


egalite  valable  pour  les  points  x  qui  sont  situes  de  ce  cote  de  27, 
—  le  cote  negatif,  comme  nous  dirons  dans  la  suite.  Nous  appe- 
lerons  Tantre  cot4  cote  positif. 

Une  consequence  directe  de  cette  ^galit^  est  que  |  E{x)  \  s'approche 
indefiniment  de  z^ro  en  m§me  temps  que  x  va  vers  Tinfini  du  cot^ 
negatif  de  Z.  Supposons  maintenant  que  x  soit  situe  du  cot^  positif 
de  27.  Appelons  x^  le  point,  oil  la  ligne  orthogonale,  qui  fait  partie 
de  27,  coupe  Taxe  reel.  Coupons  cet  axe  en  un  autre  point  x^  tel 
que  X  soit  situ^  entre  les  deux  orthogouales  passant  par  x^  et  par 
Xj.  Appelons  27|  le  contour  27  dont  le  cote  orthogonal  a  Taxe  reel 
passe  par  x^.     On  a: 

(10) 

Mais  on  a  d'un  autre  c5te 


E{x)  =  ,^.f,f-^ 


(11) 


2ntJ  ^     z  —  X        '2,TiiJ  ^    z  —  X       e/         z  —  x^ 


oil  H  designe  le  quadrilat^re   compris  entre  les  orthogonales  passant 
par  Xq  et  par  x^. 


H 


^i 


fig.  3. 


On  obtient  par  consequent: 

V 

(12)  ^(^='^+Lp  .-.■ 

L'integrale: 


(8) 


1    A.'    ^^ 


oil  X  88  trouve  du  cote  positif  de  27  s'approche  evidemment  indefini- 
ment de  zero  quand  x  va  vers  Tinfini. 

On  pent  done  resumer  les  resultais  concemant  la  fonction  E{x) 
dans  le  theoreme  suivant: 

Theoreme  A.     ,,La  fonction  entiere  deiinie  par  Fegalite 
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qui  a  lieu  du  cote  negatif  de  Zy  se  comporte  quant   a  sa  croissance 
de  la  mani^re  suiyante: 

Quand  x  va  vers  Tinfiiii  du  cote  negatif  d'un  contour  27,  le  mo- 
dule 1-^(^)1  s'approche  en  meme  temps  uniformement  et  indefiniment 
de  zero.  Quand  au  contraire  x  va  vers  Tinfini  du  cote  positif  du  meme 
contour  27,  le  module 

.E{x)-^\ 

diminue  en  meme  temps  uniformement  et  indefiniment/^ 
Un  corollaire  immediat  de  ce  theorfeme  est  le  suivant: 
Theoreme   B.     ,,Quand   x  =  r&v   va   vers    Tinfini   le    long   d'un 
vecteur  0  <  9  <  2;r  le  module  \E(x)\  diminue  en   meme  temps  inde- 
finiment.    Quand   au    contraire  x  va   vers   Tinfini    le  long  du  vecteur 

9  =  2^,  c'est  le  module 

qui  en  meme  temps  diminue  ind^finimenf 
On  pourra  se  servir  de  Tintegrale 

(13)  2"^-.    I  €r     rz^-  (A  =»  constaute  positive) 

d'une  maniere  absolument  semblable  a  celle  qui  a  servi  pour  Fintegrale 
plus  speciale 


(«)  .L.-/>.-- 


dz 

X  ' 


on  definira  ainsi  une  autre  fonction  plus  generale  que  E(x].     Le  con- 
tour 27^  sera  alors  compose:    partie^    de    deux    lignes    infinies   dans  le 

sens  positif  de  Taxe  reel, 

Q^  sin  kq>  =  a,    (>*  sin  k(p  ==  —  a; 
--   (14)  ,   ^      ^3« 


.<«<T5 

^^  partie,   d'une   orthogonale    a   Taxe    reel   re'- 

unissant  ces  deux  lignes.  On  voit  que,  k 
etant  plus  grand  que  un,  les  deux  lignes  (14^  s'approchent  d'une  maniere 
asymptotique  a  Taxe  reel  positif. 

Nous    designerons   par   Ej^{x)   la   fonction    qui    correspond    a   ces 
valeurs  de  k  et  qui  est  d^finie  par  Tegalite 
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(15)  E,(x) 


27ci  J  z  —  x^ 


laquelle  a  lieu  du  cote  negatif  de  Ej^,    On  Yoit  que  Ton  a  le  th^or^me 
suivant: 

Theorem e  C.  ,^a  fonction  Ej^{x)  s'approche  indefiniment  et 
d'une  mani^re  uniforme  de  zero  quand  x  va  vers  I'infini  dans  un  do- 
maine  situe  a  Tinfini  en  dehors  de  Taxe  r^el  positif.  Quand  au  con- 
traire  x  augmente  indefiniment  le  long  de  cet  axe^  le  module 

k(a;)-/| 

s'approche  en  meme  temps  indefiniment  de  zero/' 

Une  nouvelle  question  se  pose  ici.  Existe-il  des  fonctioiiLS  entiferes 
qui  diminuent  indefiniment  le  long  de  tons  les  yecteurs?  U  est  facile 
d'en  donner  des  exemples.  Un  des  plus  simples  s'obtient  de  la  maniere 
suiyante. 


Faisons 


dz 

Z  —  X 


et  choisissons  le  contour  E  de  la  m§me  maniere  que  pour  Tin- 
tegrale  (8).  On  obtient  alors  par  le  m§me  raisonnement  que  pour 
rintegrale  (8)  le  theor^me  suivant. 

The  ore  me  D.     „La  fonction  entiere  %(x)  definie  par  T^galite 

1, 

(17)  «(-)  =  . 4.- /^--"'V^.' 

qui  a  lieu  du  cote  negatif  de  Xy  se  comporte  quant  a  sa  croissance  de 
telle  maniere  que  le  module  \^{x)\  diminue  uniformement  et  indefini- 
ment quand  x  va  vers  Tinfini  du  cote  negatif  de  27,  tandis  que  le 
module 

diminue  uniformement  et  indefiniment  quand  x  va  vers  Tinfini  du  cote 
positif  de  2:." 
On  voit  que 

diminue  indefiniment  quand  x  va  vers  I'infini  le  long  de  I'axe  reel  po- 
sitif.    Un  corollaire  immediat  du  th^oreme  D  sera  par  consequent: 

Theoreme  E.  ,,Quand  x  va  vers  I'infini  le  long  d'un  vecteur 
quelconque  la  fonction  ^(x)  s'approche  en  meme  temps  indefiniment 
de  zero." 
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Au  lieu  de  partir  de  rint^grale 

(16)  ji_j!...-^_jl_ 

on  aurait  pu  partir  de  Tint^grale  plus  g^n^rale 

2«»^  z  —  X 

Le  contour  Z"^  doit  dtre  dans  ce  cas  le  m^me  que  pour  I'in- 
tegrale  (13).  D^signons  par  (t^{x)  la  fonction  definie  par  I'in- 
t^grale  (18),  otl  on  suppose  k  reel  et  plus  grand  que  un.  On  obtient 
le  theor^me  suivant. 

Th^or^me  F.     „La  fonction  enti^re  ^jt{x)  definie  par  Tegalite 


*^  ^       2nt  J  z  —  x^ 


qui  a  lieu  du  c5te  negatif  de  Z^  s'approche  ind^finiment  et  d'une 
maniere  uniforme  de  z^ro  quand  x  ya  vers  Tinfini  dans  un  domaine 
quelconque  situ^  a  Tinfini  en  dehors  de  Taxe  reel  positif.  Quand  x 
augmente  au-dessus  de  toute  limite  le  long  de  cet  axe,  la  fonction 
s'approche  encore  ind^finiment  de  zero/' 


Sur  les  solutions  fondamentales  des  Equations  lineaires  aux 

d^riv^es  partielles. 


Von    . 
J.  Hadamabd  aus  Paris. 


Si  Ton  fait  abstraction  du  cas  de  deux  variables,  la  plus  simple  des 
equations  lin&tires  aux  d^rivees  partielles  du  type  dit  hyperbolique 
est  Tequation  du  son,  ou  des  ondes  sph^riques 
c*u      dy      d^u      d^u  _  ^ 

Le  probl^me  de  determiner  une  solution  u  d'une  pareille  equation 

par  les  valeurs  de  t*  et  ^  pour  ^  =  0  (probleme   de   Cauchy)  a   ete 

r^solu  par  les  travaux  de  Poisson  et  de  Kirchhoff. 

La  premiere  solution  de  cette  nature  qui  ait  ^te  obtenue  ensuite 
est  celle  qui  est  due  a  M.  Yolterra,  et  qui  est  relative  a  Tequation 
des  ondes  cylindriques: 

De  nombreux  anteurs,  —  parmi  lesquels  je  citerai  MM.  Le  Roux, 
Coulon,  d'Adhemar,  etc.*)  —  ont  tente,  dans  ces  demi^res  annees, 
de  g^neraliser  la  m^thode  deM.  Volterraa  des  equations  a  coefficients 
variables.  Us  ont  eprouve  des  difficult^s  disproportionnees,  semble-t-il, 
a  la  difficulte  intrins^que  de  la  question,  et  n'ont  pu  parvenir  a  obte- 
nir  Fequivalent  du  resultat  de  M.  Volt  err  a,  c'est  a  dire  a  mettre  la 
solution  sous  la  forme  d'une  integrate  multiple,  etendue  a  la  frontiers 
donnee,  et  dont  Telement  se  calcule  immediatement  a  Taide  des  donnas. 

Ces  difficultes  tiennent,  en  effet,  comme  nous  allons  le  voir,  a  une 
imperfection   de  la  methode  employee,  imperfection  qui  apparaitra  si 

*)  J'aorais  a  citer  d'autre  part  dea  travaux  (tela  que  ceux  de  M.  Tedone) 
relatdfe  aux  Equations  a  coefficients  constants,  mais  a  un  pins  grand  nombre  de 
variables  ind^pendantes.   Je  laisse  ce  siget  de  cot^  dans  la  commnnication  actuelle. 
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uous  rappelons  les  resultats  obtenus  daiis  le  cas  elliptique^  pour 
Fequation  de  Laplace  Aw  =  0,  par  exemple. 

La  theorie  de  cette  equation  repose  tout  eutiere  sur  I'existence 
d'une  solution  particulifere  que  Ton  pent  appeler  fondamentale  et  qui 

n'est  autre,  en  Tespece,  que  la  quantite  y  =  'y^:f^^i^'Z'yy+  (z-^zy 
Consideree  comme  fonction  de  x,  y,  z,  cette  quantity  presente  une  sin- 
gularite  au  point  {x\  y\  /).  Elle  n'admet  d'ailleurs  aucun  autre  point 
singulier  reel.  Par  contre,  elle  est  singuliere  sur  toute  une  surface  ima- 
ginaire,  a  savoir  le  cone  isotrope  de  sommet  {x\  y\  XT'). 

A  ce  cone  isotrope  correspond,  dans  le  cas  d'une  Equation  quelconque, 
une  surface  a  point  conique,  le  conoide  caracteristique  Tenveloppe 
des  caracteristiques  qui  passent  par  le  point  singulier  et  qui  correspond, 
physiquement,  a  Tonde  produite  par  un  ebranlement  limite  primitive- 
ment  a  ce  point. 

Cette  surface  F,  imaginaire  dans  le  cas  elliptique,  est  reelle  dans 
le  cas  hyperbolique.  Elle  jone  un  r51e  n^cessaire  dans  toute  recherche 
sur  Tequation  correspondante,  et  il  n'est  pas  etonnant  que  les  fonctions 
employees  dans  Tintegration  de  cette  equation  se  comportent  d'une 
mani^re  particuli^re  sur  F. 

II  existe,  en  effet,  pour  les  equations  a  caracteristiques  reelles 
comme  pour  les  equations  a  caracteristiques  imaginaires,  des  solu- 
tions fondamentales,  singuli^res  sur  F  et  n'admettant  aucune  autre 
singularite.  Seulement  c^s  solutions  se  montrent,  au  moins  au  premier 
abord,  absolument  imitilisables  pour  Tintegration:  lorsqu'on  les  in- 
troduit  dans  la  formule  bien  connue  qui  sert  de  base  a  toutes  les 
theories  relatives  aux  equations  lineaires  aux  derivees  partielles,  on 
tombe  sur  des  integrales  multiples  depourvues  de  sens. 

Aussi  les  recherches  de  M.  Vol  terra  et  de  ses  successeurs  repo- 
sent-elles  sur  d'autres  solutions  particulieres,  dont  les  singularites  sont 
d'ordre  moins  eleve  que  celles  de  la  solution  fondamentale.  Mais  cet 
avantage  est  rachete  par  un  inconvenient:  les  nouvelles  solutions  sont 
singulieres,  non  seulement  (comme  la  solution  fondamentale)  en  un  point 
0  et  sur  le  conoide  caracteristique  F  qui  a  pour  sommet  ce  point,  mais 
encore  sur  toute  une  ligne  /  passant  par  0.  Pour  Tequation  (1),  ainsi 
d'ailleurs,  que  pour  les  autres  equations  analogues  considerees  par  MM. 
Coulon  et  d'Adhemar,  —  la  ligne  /  est  la  droite  x^x,  y  =  yj 
parallele  a  I'axe  des  t  menee  par  le  point  0. 

Or  il  est  aise  de  voir  que  Fintervention  de  cette  ligne  n'est  nulle- 
ment  imposee  par  la  nature  de  la  question.  Reprenons,  pai'  exemple, 
Tequation  (1):  il  existe  une  infinite  de  transformations  (homographiqucs) 
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qui  n'alterent  pas  cette  equation:  par  de  telles  transformations^  la  droite 
I  est  changee  en  une  droite  quelconque  V  passant  par  0  et  interieure 
an  cone  F.  D'autres  transformations  (analogues  a  des  inversions)  et 
qui  laissent  egalement  invariante  Tequation  (1),  permettent  de  changer 
la  droite  I  en  une  conique  V\ 

II  est  clair,  des  lors,  que  la  droite  I  n'a  pas  a  jouer,  dans  le  pro- 
blfeme  pose,  un  autre  role  que  la  droite  V  on  la  conique  V\  Ce  carac- 
tere  quelque  pen  artificiel  des  solutions  employees  explique  precisement 
que  Ton  n'ait  pas  pu  les  former  directement  dans  le  cas  general.  On 
les  obtient  an  eontraire  sans  aucune  difficulte,  comme  nous  allons  le 
voir,  en  les  rattachant  a  la  solution  fondamentale. 

A  cet  efifet,  faisons  partir  du  point  0,  a  Tinterieur  de  JT,  une  ligne 
arbitraire  ?,  les  coordonnees  d'un  point  qui  varie  sur  I  etant  fonctions 
d'un  parametre  fi,  A  chaque  point  o  de  V,  —  autrement  dit,  a  chaque 
valeur  de  ft,  —  correspoudent,  pour  Tadjointe  de  Fequation  donnee 
(laquelle  pent  etre  une  equation  lineaire  du  second  ordre  a  trois  varia- 
bles independantes  tout  a  fait  quelconque)  un  conoide  caracteristique  y 
et  une  solution  fondamentale  u,  laquelle  est  fonction  de  x,  y,  z,  /i. 
Considerons  alors  Fintegrale 

etendue  le  long  de  la  ligne  Z,  depuis  le  point  0  jusqu'a  un  autre  point 
quelconque  0^  de  I.  V  est  une  fonction  de  x^  y,  z,  egalement  solution 
de  Tequation  adjointe. 

Mais,  au  moins  dans  le  voisinage  de  F,  U  sera  une  im^inaire 
Ui+ iU^'  U  arrive  ici,  comme  dans  plusieurs  cas  analogues*),  que 
chacune  des  parties  reelle  et  imaginaire  de  U  est  encore  ime  solution  de 
la  meme  equation. 

La  fonction  U^  fournit  la  solution  de  M.  Volterra  pour  le 
probleme  interieur.  II  sufiit,  pour  retrouver  Texpressiou  meme  de  M.  Vol- 
terra, de  supposer  que  I'equation  donnee  est  Fequation  (1)  (identique  a 
son  adjointe)  et  que  /  soit,  comme  precedemment,  la  parallele  a  Taxe  des  t 

Partons  done  de  la  quantite  £7^:  nous  naurons  qu'a  suivre  exacte- 
ment  la  methode  de  M.  Volterra  pour  arriver,  dans  le  cas  d'une 
equation  tout  a  fait  quelconque,  a  une  formule  parfaitement  analogue 
a  la  sienne  et  qui  fait  connaitre  Tintegrale  de  la  solution  cherchee 
prise  suivant  00^. 


*)  Voir  Darboux,  Le9on8  8ur  la  throne  des  surfiAces,  tome  II;  Levi-Ci- 
vita,  Sopra  una  classe  di  integrali  deir  equazione  A*  ^TT  ==  ^a:«  '  ^«  (Nuovo 
Cimento,  tomo  VI^,  1897):  Volterra,  Congr^s  de  Paris,  1900. 
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La  seule  difiFerence  est  que  la  formation  meme  de  rintegrale  U  conduit 
a  introduire  des  integrales  infinies  dont  on  prend  la  partie  finie*). 

II  en  est  tout  autrement  dans  le  cas  de  n  pair.  Celui-ci  conduit 
encore  a  introduire  des  integrales  infinies  d'une  forme  analogue  a  (2'), 
mais  dans  lesquelles  Texposant  du  denominateur  est  entier.  Cette 
circonstance  introduit  une  difficulte  nouvelle. 

II  faut^  d'ailleurs,  s'attendre  a  priori  a  voir  la  theorie  des  Equations 
a  un  nombre  pair  de  variables  independantes  diflESrer  essentieUement  de 
la  pr^cedente. 

On  sait,  en  eflfet,  qu'il  existe  des  equations  a  un  nombre  pair  de 
variables  pour  lesqueUes  le  principe  de  Huyghens  a  lieu  (par 
exemple  Tequation  des  ondes  spheriques).  Au  contraire,  ce  principe 
n*est  pas  vrai  pour  Tequation  des  ondes  cylindriques. 

Or  les  formules  auxqueUes  nous  sommes  conduits  pour  les  equa- 
tions a  trois  variables  independantes  et  a  coefficients  quelconques,  en- 
trainent  la  cbnsequence  que  toutes  ces  equations  se  comportent  ici 
comme  Tequation  (1):  il  n*en  est  aucune  pour  laquelle  le  principe  de 
Huyghens  ait  lieu. 

Toute  formule  de  meme  nature  donnerait  la  meme  conclusion:  en 
particulier^  il  n'est  pas  douteux  que  celle-ci  ne  s'applique  a  toutes  les 
equations  a  2 j?  +  1  variables,  quel  que  soit  Tentier  p. 

Du  fait  qu'eUe  ne  s'etend  pas  aux  equations  oti  le  nombre  des 
variables  independantes  est  pair,  il  faut,  en  un  mot,  que  ceUes-ci  pre- 
sentent  avec  les  autres  des  differences  profondes. 

Je  terminerai  en  signalant,  dans  un  ordre  d'idees  tout  different 
de  celui  qui  vient  de  nous  occuper,  une  formule  rencontree  dans  d'autres 
recherches  relatives  aux  equations  aux  derivees  partielles**)  et  qu'il 
serait  interessant  de  generaliser. 

Les  proprietes  de  la  fonction  de  Riemann  relative  soit  a  I'equa- 
tion  des  telegraphistes,  soit  a  Tequation  d'Euler  et  de  Poisson, 
foumissent  en  effet,  entre  autres  consequences: 

1"  une  formule  integrale  a  la  fonction  de  Bess  el  Jq{x)  et  faisant 
connaitre  Tintegrale  definie: 

Jj^iaVl  -  t)  dJ.ibVt). 


*)  Dans  le  cas  du  probl^me  ext^rieur  a  trois  variables,  que  je  n'ai  d'ailleiirs 
pas  etudie  jusqu'^  present,  la  solution  ^  employer  (laquelle  donne,  pour  Tequa- 
tion  (1),  les  expressions  employees  par  M.  Volterra)  est  fournie  par  la  partie  ima- 
ginaire  T/,  de  Tint^grale  U. 

**)  Bull.  Soc.  Math.  Fr.  t.  XXXI,  1903. 
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Cette  formule  peut  se  retrouver  aisement  d'une  mani^re  directe 
et  cette  noavelle  demonstration  en  foumit  immediatement  une  genera- 
lisation anx  fonctions  de  Bessel  d'indice  different  de  zero*). 

2°  une  formule  analogue  relative  a  certaines  series  hyper- 
geometriques. 

Cette  formule  parait-elle  aussi  n'etre  qu'un  cas  particulier^  la 
m^thode  que  j'ai  employee  ne  permettant  pas  d'atteindre  le  cas  general. 
Un  jeune  geometre  americain,  M.  Curtiss,  en  a  trouve  une  demon- 
stration directe^  mais  qu'il  n'a  pas  ete  possible  Tetendre  a  d'autres  cas 
que  celui  que  j'avais  traite  moi-mSme.  II  ne  semble  pas  douteux  qu'on 
n'en  puisse  obtenir  une  generalisation  interessante. 

*)  J'ignorais,  loisqne  ma  commnnication  a  ^t^  pr^sent^e,  que  ces  formnles 
relatives  k  la  ibnction  de  Bessel  ^taient  dues  en  r^alit^  k  M.  Cailler,  professeur 
k  rUniversit^  de  Geneve,  qui  les  a  ^tablies  en  1899  (Bull.  Soc.  Math.  2**««  s^e, 
tome  XXTTT)  et  a  montr^  qu*elles  pouvaient  servir  de  base  k  une  th^orie  tr^s  €[6- 
gante  et  ti^s  simple  des  fonctions  de  Bessel. 


(Tber  die  Additionsformeln  der  Thetafunktionen. 

Von 
A.  Capelli  aus  Neapel. 


Es  scheint  fOr  die  Behandlnng  der  elliptischen  Funktionen  sehr 
nUtzlich  zu  sein,  alle  die  partikularen  Additionsformeln  der  Theta- 
funktionen einer  Yenlnderlichen  in  eine  einzige  Formel  mit  beliebigen 
Charakteristiken  zusammenzufassen.  Dieses  Problem  ist,  wenigstens  fQr 
ganzzahlige  Charakteristiken,  schon  langst  gelost  worden.  Hermite  hat 
dafiir  (1858)  in  seiner  Abhandlung*)  „Sur  qaelques  formules  rela- 
tives a  la  transformation  des  fonctions  elliptiques"  den  viergliedrigen 
Ausdruck  gegeben: 


20.. 


wo 


M'  +  l 


H%  V  + 1 


(X) 


e,-^.o(O)-0o„-,-(O) 


a  =  ft  —  ii\     p  =  V  —  V. 


Diese  von  Hermite  ohne  Beweis  angegebene  Formel  hat  er  viel- 
leicht  auf  empirischem  Wege  gefunden,  oder  vielleicht  hat  er  sie 
aus  den  ihm  damals  schon  bekannten  Jacobischen  Thetaformeln  her- 
geleitet.  Beweise  von  analogen  Formeln  finden  sieh  aber  schon  in 
Abhandlungen  von  Betti**)  (1860)  und  von  H.  Smith***)  (1«66). 
Die  nachtragliche  Literatur  iiber  die  Fundamentalrelationen  zwischen 
Thetafunktionen    einer  Veranderlichen    hat    zwar  viele  und  sehr   inter- 


*)  Journal  de  Liouville  2.  Vol.  UI,  p.  27  (1868). 
*^)  La  teorica  delle  funzioni  ellittiche  e  sue  applicazioni.    (Annali 
di  Mat.  di  Tortolini  HI,  p.  26,  1860.) 

***)  On  a  Formula  for  the  Multiplication  of  four  Theta  Fonctions. 
(Proc.  London  M.  S.  I,  Mai  1866.) 
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essante  Arbeiten^  namentlicli  von  deutschen  Mathematikem  ^  za  er- 
wahnen^);  es  ist  aber^  Boviel  ich  weifi^  bis  zur  letzten  Zeit  nocb  nicht 
versucht  worden,  ob  es  vielleicht  moglicb  ware,  den  oben  erwahnten 
viergliedrigen  Ausdruck  durch  einen  zweigliedrigen  zu  ersetzen. 
Auf  die  Moglicbkeit  einer  derartigen  Redaktion  glaubte  icb  aus  der 
Tatsacbe  scfaliefien  zu  diirfeii;  dafi  alle  die  gewohnlichen  ^^dditions- 
fonuebi^  mit  partikularen  ganzzahligen  Charakteristiken^  in  der  Tat 
zweigliedhg  sind.  Andererseits  erschien  es  mir  wtlnschenswert,  die 
Moglicbkeit  zu  erortem,  alle  derartigen  AusdrQcke  auf  beliebige  reelle 
oder  imaginare  Werte  der  Gharakteristikzahlen  auszudehnen. 

Die  oben  erwahnte  Reduktion  ist  mir  erst  im  vergangenen 
Jahre  1903  gelungen,  Wenn  man  die  Tbetafunktionen  mit  zwei 
Gharakteristikzahlen  y  und  g  folgendermaBen  erklart: 

««  — OP 

SO  lafit  sich  der  von  mir  erreichte  zweigliedrige  Ausdruck  wie  folgt 
hinschreiben: 

=  *r..,.W  •*r..,.(-  ")  •  *m(")  •  \r(«)  (A) 

WO  der  Etirze  wegen 

gesetzt  worden  ist. 

Einen  anderen  Ausdruck  babe  ich  in  diesem  Jahre  gefundeU; 
namlich : 

=  ^.  +  .,..^.'W  •  ^,..,^^.'(-  ^)  •  ''^.-.',*-.'W  •  ^,-..r.,'W         (B) 

In  diesen  Formeln  sind  die  ganzzahligen  Wertepaare  (6,  s),  («',  iy'), 
(f",  ty")  so  zu  wahlen,  daB  die  vier  Wertepaare 

(0,0),     (6+l,s+l),     {e,ri'),     {e\r{') 

voneinander  (mod.  2)  verschieden  sind. 

Die  Beweise  der  Formeln  (A)  und  (B)  babe  ich  in  den  „Rendi- 


*)  Dabei  brauche  ich  nur  an  das  wertvoUe  Wcrk  von  Krazer  zn  ver- 
weisen:  Lehrbuch  der  Thetafnnktionen  (Leipzig,  Tenbner  1908);  vgl.  p.  818 
bis  386. 

Yerh.  d.  Ul.  Internat.  Mathem.-Kongr.    Heidelberg  1904.  18 
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conti  dei  Lincei"*)  schon  verofifentlicht;  und  in  denselben  dnrfben  y^, 
0\}  Vij  9t  beliebige  ganzzahlige  Werte  annehmen. 

Erst  seit  noch  kiirzerer  Zeit  babe  icb  erkannt,  dafi  mein  Beweis- 
gang  sich  derart  modifizieren  lafit^  dafi  die  Beschrankung  der  Gknz- 
zahligkeit  von  y^,  (7,,  y„  g^  tlberfltlssig  wird.  Die  Formeln  (A) 
und  (B)  bestehen  also  fiir  irgendwelcbe  reelle  oder  imaginare 
Werte  der  Gbarakteristikzablen  yi,//i,  y%j9t*  Nur  ftlr  die  Zahlen  a 
und  8  mufi  man  ganzzahlige  (nicbt  beide  =  1^  mod.  2)  Werte  nehmen. 

Wegen  der  grofien  Allgemeinbeit  dieser  Formeln  und  wegen  der 
Zweckmafiigkeit  ihrer  Verwendung  in  den  Qxundlagen  der  Theorie  der 
doppeltperiodiscben  Funktionen,  z.  B.  bei  der  HersteUung  der  aU- 
gemeinsten  Additionsformeln  der  Thetaquotienten^  babe  ich  micb  ent- 
schlossen  diese  kurze  Mitteilung  dartlber  zu  macben.  Icb  mocbte  den 
Wunscb  aussprecben,  dafi  in  der  Zukunffc  derartige  allgemeinste  For- 
meln in  den  Lebrbiicbem  tiber  elliptische  Funktionen  nicbt  mebr 
feblen. 

Herr  Prof.  M.  Erause,  dem  icb  meine  Formeln^  eben  in  diesen 
EongrefitageU;  mitgeteilt  babe^  bat  aus  denselben  die  bekannte  Weier- 
straBsebe  Formel  bergeleitet.  Moglicberweise  ist  damit  nicbt  nur  eine 
Bestatigung  der  Formeln  erlangt  worden^  sondem  vieUeicbt  sogar  der 
Weg  zu  einem  neuen  Beweise  derselben  angedeutet. 


DiskuBsion. 

Herr  M.  Krause  teilt  mit,  dafi  er  in  einer  Besprecbung  mit 
Herm  W.  Wirtinger  zu  der  Ansicbt  gekommen  sei,  die  Gapelliscbe 
Formel  miisse  als  Spezialfall  der  Weierstrafiscben  erbalten  werden 
konneU;  da  ja  die  willkiirlicben  Cbarakteristiken  nicbts  anderes  als  neue 
Variable  seien. 


*)  Sulle  relazioni  algebiiche  fra  le  funzioui  <&  di  una  variabile 
(April  1903  und  Juni  1904). 


m.  Sektion. 


Elimination  und  Geometrie  in  den  letzten  Jahrzehnten. 

Von 
A.  Brill  ans  Tubingen. 


Vor  jetzt  fast  50  Jahren  zog  ale  Professor  der  Mathematik  an 
dieser  Universitat  ein  Eonigsberger  Gtelehrter  ein,  der,  in  den  groBen 
Traditionen  der  Jacobischen  Scbule  aufgewacbsen,  wie  Eircbhoff  und 
in  Oemeinschaft  mit  diesem  den  heimischen  Wissenschaftsbetrieb  in 
Stlddeatschland  einzofQhren  sicb  anschickte.  Erst  46  Jahre  alt,  batte 
Hesse  damals  doch  bereits  sein  Lebenswerk  im  wesentlichon  abge- 
schlossen.  Es  war  ein  Werk,  das  eine  neue  Bltitezeit  der  algebraischen 
Geometrie  einzuleiten  bestimmt  war.  Zu  dem  macbtigen  Aofschwung, 
den  dieser  Wissenszweig  etwa  von  den  yierziger  Jahren  ab  genommen 
hat,  nachdem  er  fast  ein  Jahrhundert  lang  hinter  anderen  zuriick- 
geblieben  war,  haben  Geometrie  und  Algebra  zu  gleichen  Teilen  bei- 
getragen. 

Franzosische  Geometer  batten  im  Anfang  des  19.  Jahrhunderts  der 
Geometrie  neue  fundamentale  Begriffsbildungen  zugefQhrt,  die  von 
Plticker  und  Mobius  algebraisch  erfaBt  und  verarbeitet  worden  waren. 
Zugleich  batten  Gauchj  und  Jacobi  der  Algebra  das  wundervolle 
Instrument  der  Determinanten  in  einwandfreier  und  leicht  zu^nglicher 
Form  zur  Verfiigung  gestellt,  das  nun  in  dem  Wettkampf  um  die  Palme 
zwischen  Geometrie  und  Algebra,  zwischen  Anschauung  und  Rechnung 
seine  Eraft  erproben  soUte.  Mit  welcher  Meisterschaft;  Hesse  im 
Wettstreit  mit  dem  erfindungsreichen  Steiner  das  neue  Werkzeug 
handhabte,  davon  berichten  trefiTliche  Biographien  der  beiden. 

Das  Quadrat  der  Elemente  ist  ihm  keineswegs  blofi  das  Symbol 
fiir  ein  schwerfalliges  Aggregat  von  Gliedem;  einfach  und  mehrfach 
gerandert  gewinnt  die  Determinante  in  Hesses  Hand  eine  Art  von 
tektonischer  Gliederung,  die  gewisse  Schltlsse  schon  mit  dem  Auge  zu 

18* 
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vollziehen  gestattet;  aus  der  Determinante  der  zweiten  Diflferential- 
Quotienten  erwachst  der  Geometrie  ein  neuer  projektiver  Orundbegriff, 
an  dessen  (schon  aus  dem  Bau  ersichtlicher)  Invariaiiten-EigenBchafl 
Cayley  ankndpft;  und  das  Wort  Hyperdeterminante  bezeichnet  die 
nachste  Phase  der  nnn  rasch  der  Invarianten-Tlieorie  zustrebenden 
Entwicklimg. 

Aof  einen  kleinen  Bereich  des  machtigen  Wissensgebietes,  das  sich 
von  hier  der  Geometrie  eroflfnete,  namlicli  auf  die  Theorie  der  Elimi- 
nation in  ihrer  Beziehung  zur  Geometrie  woUen  Sie  mir  erlauben;  einen 
kurzen  Blick  zu  werfen,  und  mit  den  folgenden  Bemerkungen  eine  Art 
von  geometrischem  Anhang  zu  dem  in  der  Enzyklopadie  von  alge- 
braischer  Seite  erstatteten  ausfiihrlichen  Bericht  ftber  Elimination*) 
zu  geben. 


Hesses  matbematiscbe  Abhandlungen  sind  durchdrungen  und  be- 
berrscbt  von  einem  gewissen  Geftlhl  fdr  Gleichmafi,  das  ihn  in  der 
Ausbeutimg  einer  Methode  gerade  so  weit  geben  lafit^  als  noch  ein 
asthetiscb  befriedigendes  Ergebnis  zu  hoffen  steht.  In  der  unmittelbar 
folgenden  Periode  der  Geschichte  der  Geometrie  stellt  man  sicb  oft 
umgekehrt  zuerst  die  Aufgabe^  und  greift  sie  wohl  mit  neuen,  eigens 
zu  dem  Zweck  ersonnenen  Hilfsmitteln  an,  deren  vollige  Beherrschung 
aber  einer  spateren  Zeit  tiberlassen  wird. 

Hesse  batte  die  algebraische  Bedingung  daftLr^  dafi  sicb  drei 
Kegelschnitte  in  einem  Punkte  treflfen,  mit  Hilfe  der  Funktionaldeter- 
minante  in  uberaus  eleganter  Weise  auf  das  Verschwinden  einer  Deter- 
minante zuriickgefiihrt.  Dieser  Weg  erwies  sich  fur  Kurven  von  ver- 
schiedener  Ordnung  nicht  mehr  als  gangbar.  So  versuchte  Cayley 
das  folgende  Verfahren.  Ahnlich  wie  man  bei  zwei  Gleichungen  mit 
einer  Unbekannten  verfahrt,  so  multipliziert  Cayley  die  drei  gegebenen 
rait  gewissen  Potenzprodukten  der  Unbekannten.  Er  erhalt  so  ein 
hinsichtlich  der  Potenzprodukte  lineares  System,  dessen  Koeffizienten 
jedoch  nicht  mehr,  wie  in  jenem  einfachen  FaU,  eine  Determinante 
sondem  eine  Matrix  von  solchen  bilden.  Zwischen  den  einzelnen  Glei- 
chungen besteht  eine  Anzahl  linearer  Beziehungeu,  die  wieder  zu  einer 
neuen  Matrix  fuhreu.  Die  Kesultante  steUt  nun  Cayley  dar  als  Quo- 
tienten  aus  einer  beliebigen  Determintmte  der  ersten  Matrix  durch  eine 
ihr  zugeordnete  der  zweiten.  Bei  noch  mehr  als  drei  Gleichungen 
erscheint  sogar  eine  ganze  Kette   solcher  Matrizes,  Bildungen,  die  von 

*)  E.  Netto,  Enzyklopadie  der  math.  Wiss.  I  B  1  a  und  I  B  1  b. 
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einem    allgemeineren  Gesichtepunkte  aus   neaerdings  Herr  Hilbert   in 
einem  spater  noch  zu  bertlhrenden  Aufsatz  behandelt  hat. 

Viele  Probleme  der  Geometrie  fiihren  auf  solche  iiberzahlige  Sy- 
steme  von  Gleichungen  mit  gegenseitiger  Abhangigkeit  (Salmon  nennt 
sie  beschrankte  Systeme).  Den  Weg  zu  ihrer  Losung  wies  Cayley  in 
einem  1849  erschienenen  Aufsatz,  an  den  spater  Salmon,  S.  Roberts 
und  andere  anschlossen. 

Auf  ein  solches  System,  namlich  auf  das  simultane  Verschwinden 
aller  ersten  Minoren  der  Hesseschen  Form,  wurde  Clebsch  durch  die 
Aufgabe  gefUhrt,  die  Gleichung  einer  Flache  dritter  Ordnung  auf  die 
Ebenen  ihres  Pentaeders  zu  beziehen.  Ebenso  kommt  eine  gewisse 
Frage  der  eindeutigen  Transformation  von  ebenen  Kurven  auf  das  Ver- 
schwinden einer  Matrix  zurQck,  namlich  die  Frage  nach  den  Punkte- 
paaren  einer  Kurve,  die  sich  zu  Doppelpunkten  der  transformierten 
vereinigen.  Es  sind  dies  Punktepaare  von  der  Eigenschaft,  daB  sie  fttr 
jede  durch  sie  hindurchgehende  Transformationskurve  bloB  ein  Bestim- 
mungsstiick  lief  em;  und  so  bilden  diese  Paare  ein  einfaches  Beispiel 
zu  den  sogenannten  ausgezeichneten  Punktgruppen,  die  gleichfaUs  alle 
auf  verschwindende  Matrizes  fQhren.  Diese  Punktgruppen  spielen  in 
der  Geometrie  auf  einer  Kurve  eine  RoUe,  und  es  ist  bekannt,  mit 
welchem  Erfolge  fflr  das  Studium  dieser  und  anderer  Punktgruppen  auf 
den  eindimensionaleij  Gebilden  die  neuere  italienische  Schule  die  Geo- 
metrie der  Mannigfaltigkeiten  in  hoheren  Raumen  mit  einer  Art  von 
Anschauungsapparat  zur  Bewaltigung  abgebraischer  Fragen  ausgestattet 
hat.  Die  Anzahlbestimmung  der  ausgezeichneten  Punktgruppen  gelingt 
dann  durch  eine  merkwiirdige  Verwendung  des  spater  noch  zu  be- 
sprechenden  Prinzips  der  Erhaltung  der  Anzahl,  worauf  ich  leider  hier 
nicht  eingehen  kann. 

Wie  Clebsch  durch  das  Pentaeder,  so  wurde  auf  das  Verschwinden 
der  ersten  Minoren  einer  Determinante,  deren  Elemente  die  Variabeln 
linear  enthalten,  Herr  Reye  durch  ein  Problem  iiber  lineare  Mannig- 
faltigkeiten koUinearer  Kaume  gefiihrt.  Das  Verschwinden  der  zweiten 
Minoren  ist  jedoch  noch  nicht  behandelt  worden  und  scheint  Schwie- 
rigkeiten  zu  bereiten. 

Eine  andere  Gnippe  von  geometrischen  Aufgaben  filhrt  auf  die 
Bedingung  daftir,  dafi  eine  Anzahl  von  Gleichungen,  die  bereits  durch 
ein  oder  mehrere  Wertsysteme  der  Unbestimmten  identisch  erftlllt 
werden,  noch  ein  weiteres  solches  gemeinsam  haben.  Man  wendet  hier- 
fflr  das  Mittel  der  Variation  der  Eonstanten  an,  derart,  daB  die  Resul- 
tante  des  variierten  Systems  nicht  mehr  identisch  verschwindet.  Das 
niederste  Glied,  das  in  der  Entwicklung  dieser  Resultante   (nach  Po- 
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tenzen  der  Variation)  von  Null  yerschieden  ist,  stellt  dann^  von  den 
dorch  das  Verfahren  hereingezogenen  Qberfliissigen  Losungen  darcli 
Division  befreit,  die  gesachte  Resnltante  dar.  Hermite  bedient  sich 
dieses  Hilfsmittels  zur  Bildung  der  Bedingong,  daB  eine  Kurve  mehr  als 
einen  Doppelpunkt  besitzt*  Es  wird  aacb  mit  Yorteil  zor  Ermitielung 
der  Koinzidenzen  von  Korrespondenzen  auf  einer  Kurve  verwendet. 

Eine  genauere  Analyse  und  eine  Vergleichimg  der  erwahnten  Me- 
thoden  mit  anderen  dem  gleichen  Zweck  dienenden^  die  icb  mir  hier 
versagen  mufi,  wdrde  ihre  Kraft  und  Scbmiegsamkeit  erweisen.  Han- 
delt  es  sich  aber  nicht  um  die  wirkliche  Darstellung  des  Eliminations- 
ergebnisseS;  sondem  nur  um  eine  Gradbestimmung,  also  um  die  Anzahl 
der  Losungen^  so  wird  die  Algebra  aucb  jetzt  noch  an  Leistungsfahig- 
keit  iibertroffen  von  den  bekannten  geometrischen  Abzahlungsmethoden, 
die  in  der  Mitte  der  sechziger  Jahre  und  seitdem  die  Geometrie  mit 
ihren  Abzahlungsergebnissen  geradezu  iiberschtittet  haben;  icb  meine 
die  Gharakteristikenmethode,  das  Korrespondenzprinzip  und  neuerdings 
das  Prinzip  der  Erhaltung  der  Anzahl. 

Diese  Pnnzipe  geben  an,  wie  der  Gh*ad  der  Besultante  gewisser 
Gruppen  von  Bedingungsgleichungen  von  dem  der  letzteren  abhangt, 
wobei  auf  die  Bildung  der  Resultante  selbst  oder  gar  der  Zwischen- 
glieder  und  damit  meistens  auch  auf  vollige  Strenge  der  Beweisfuhrung 
verzicbtet  wird.  Ihre  Aufgabe  ist  es,  auf  den  weniger  bekannten  Ge- 
bieten  der  Geometrie  durch  offc  hartes  Pionierwerk  den  rauhen  Boden 
fUr  die  spatere  Einzelarbeit  der  Algebra  zu  ebnen  und  zu  erschliefien. 

Die  Priifung  freilich  der  Giiltigkeitsgrenzen  dieser  Prinzipe  wird 
immer  Sache  der  Algebra  bleiben.  In  dieser  Absicht  hat  filr  die  Cha- 
rakteristikenformel  Clebsch  einen  Beweis  auf  die  Theorie  der  quadra- 
tischen  Temarformen  gegriindet,  den  spater  Halphen  u.  a.  er^^zten. 
Auch  die  Korrespondenzformel  ist  vielfach  algebraisch  untersucht  worden. 
Nur  fiir  das  Prinzip  der  Erhaltung  der  Anzahl  steht  eine  algebraische 
Wiirdigung  noch  aus.  Ein  Urteil  darClber,  ob  und  in  welchem  Um- 
fange  dasselbe  giiltig  ist,  wird  nur  aus  den  allgemeinen  Grundlagen  der 
Eliminationstheorie  geschopft  werden  konnen.  Auf  diese  Grundlagen 
woUen  Sie  mir  deshalb  erlauben,  noch  mit  einigen  Worten  einzugehen 


Der  Begriff  Besultante  eines  Gleichungssjstems  ist  je  nach  dem 
Ausgangspunkt  verschieden  zu  fassen.  SteUt  man  nach  Poisson  die 
Besultante  aus  n  +  1  Gleichungen  mit  n  Unbekannten  als  symmetrische 
Funktion  der  Wurzelsysteme  dar,  die  irgend  n  unter  ihnen  gemeinsam 
haben,  so  ist,  wie  dies  z.  B.  Herr  Hadamard  tut,  der  Nachweis  zu 
erbringen,  daB  der  Endausdruck  von  der  Wahl  dieser  n  Gleichungen 
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nicht  abhangt.  Aber  auch  abgesehen  davon  tritt  eine  Schwierigkeit 
auf;  auf  die  zuerst  Schlafli  aufmerksam  gemacht  hat.  Sie  besteht 
dariiiy  daB  die  Darstellung  der  symmetrischen  Funktionen  der  n  Va- 
riabelnsysteme  keine  eindeutige  zu  sein  pflegt;  weil  Belationen  zwi- 
schen  den  letzteren  bestehen.  Dem  Studium  dieser  imendlich  vielen 
Relationen  sind  fiir  den  Fall  n  =  2  mehrere  Arbeiten  von  Junker  ge- 
widmet;  die  von  anderer  Seite  dorch  Aufstellung  eines  endlicben  Divi- 
sorensy  stems  derselben  erganzt  wurden.  Aucb  Herr  6  or  dan  hat  ein 
solches  aufgestellt.  Indessen  steht  eine  jedenfalls  noch  mogliche  Re- 
duktion  der  beiden  Systeme  auf  eine  geringere  Anzahl  bis  jetzt  aus. 

Eine  andere  Eigenschaft  der  Resultante  legt  Bezout  ihrer  Bildung 
zugrunde,  namlich  die,  daB  sie  ein  aus  den  Koeffizienten  ihrer  Eompo- 
nenten  gebildetes  Polynom  (von  gewissem  Grad)  ist,  das  sich  aus  eben 
diesen  Eomponenten  (den  Funktionen^  aus  denen  eliminiert  wird)  linear 
und  homogen  mit  ganzen  KoefGzienten  zusammensetzen  lafit. 

Man  ist  neuerdings  auf  diesen  Ausgangspunkt  zuriickgegangen.  So 
Herr  Mertens  in  mehreren  Abhandlungen  fiber  Elimination,  wo  die  voll- 
standige  Theorie  auf  dieser  Grundlage  aufgebaut  wird.  DaB  die  Resul- 
tante 0  bIb  Polynom  der  angegebenen  Art,  das  fiir  alle  gemeinsamen 
Verschwindungswerte  der  w  +  1  Funktionen  fn  f^,  "'  fn+i  ^^^  Ver- 
anderlichen  verschwindet,  sich  als  lineare  homogene  Funktion  dieser 
Funktionen  darstellen  laBt,  beweist  Herr  Perrin  durch  Entwicklung 
von  O  nach  gewissen  (durch  Variation  der  Konstanten  in  den  f  er- 
haltenen)  Zusatzgliedem.  Solche  Polynome  existieren  (auch  bei  numeri- 
schen  Koeffizienten  der  f)  immer,  wenn  die  n  +  1  Funktionen  f  nicht  n, 
sondem  n  +  1  Veranderliche  enthalten.  Dann  laBt  sich  nach  einem  Satze 
des  Herm  Hilbert  fiir  jede  Funktion  O,  die  fQr  die  Verschwindungs- 
werte der  n  +  1  Funktionen  f  verschwindet,  ein  ganzzahliger  Exponent 
Q  bestimmen  derart,  daB  0^  als  lineare  homogene  Funktion  der  f  dar- 
stellbar  ist.  Soil  sich  bereits  die  erste  Potenz  in  dieser  Weise  darstellen 
lassen,  so  muB  O  in  den  gemeinsamen  NullsteUen  der  gegebenen  Funk- 
tionen gewisse  Bedingungen  erfiillen,  mit  deren  Aufstellung  fiir  den 
Fall  von  zwei  Variabeln  sich  bekanntlich  die  Abhandlung:  „tJber  einen 
Satz^'  usw.  von  Noether  und  daran  anschlieBende  neuere  beschaftigen. 
Eine  Arbeit  des  Herm  Macaulay  erhebt  die  Frage  nach  der  Gestalt 
einer  Funktion,  die,  mit  einer  vorgegebenen  multipliziert,  dem  Pro- 
dukt  die  gewiinschte  DarsteUbarkeit  verschafft,  wobei  das  Verhalten 
der  gegebenen  Funktion  in  einem  Schnittpunkt  auch  durch  das  simul- 
tane  Verschwinden  von  mehr  als  zwei  Funktionen  definiert  sein  kann. 
Was  den  allgemeinen  Fall  angeht^  daB  n  +  1  Funktionen  f  mit 
M  +  1   Variabeln  vorliegen,   die  jedoch  nur  fflr  diskrete  Wertsysteme 
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zugleich  yerscliwinden,  so  hat  die  Bedingangen  fClr  die  Darstellbarkeit 
einer  Funktion  O  als  linearer  Funktion  derselben  Herr  Konig  in 
seinem  Werk  fiber  algebraische  Ghx)fien  angegeben. 

Das  frtlher  erwahnte  geometrische  Beispiel;  daB  drei  F^chen  sich 
aufier  in  diskreten  Punkten  noch  in  einer  Kurve  schneiden,  bezeichnet 
ein  Yorkommen^  das  die  Theorie  der  Elimination  bereits  mehrfach  be- 
Bchaftigt  hat  und  wohl  noch  viel  beschaftigen  wird.  Schon  Cay  ley 
weist  in  der  Abhandlung:  on  curves  which  satisfy  given  conditions  auf 
die  Moglichkeit  hin,  daB  n  Gleichungen  mit  n  Unbekannten  in  der 
Weise  voneinander  abhangen  konnen^  dafi  sie  aUe  (aufier  fttr  diskrete 
Wertsysteme)  noch  f(ir  die  Punkte  von  Mannigfaltigkeiten  hoherer  Di- 
mension —  die  Unbestimmten  als  Koordinaten  in  einem  Raume  von 
n  Dimensionen  gedeutet  —  verschvrinden. 

Einer  systematischen  DarsteUung  aller  moglichen  Falle^  d.  h.  aller 
einem  gegebenen  Gleichungssystem  gemeinsamen  Losungen  tritt  aber 
erst  Kronecker  naher  in  seiner  Festschrift:  Arithmetische  Theorie  der 
algebraischen  Grofien.  Seine  Methode  beruht  auf  der  wiederholten  Eli- 
mination von  einer  Unbekannten  aus  zwei  Gleichungen  (die  er  ubrigens 
durch  das  Euklidische  Teiler^Verfahren  vollzieht).  Er  befreit  nam- 
lich  zunachst  die  gegebenen  Funktionen  der  n  „ Unbestimmten"  oder 
Variabeln,  wie  ich  mir  zu  sagen  erlauben  werde,  von  einem  etwa  vor- 
handenen  gemeinsamen  Teiler,  bildet  aus  den  so  vorbereiteten  Funk- 
tionen zwei  lineare  Kombinationen  mit  unbestimmten  Koeffizienten  und 
eliminiert  aus  diesen  eine  der  Variabeln;  dann  bilden  die  Faktoren  der 
EoeffizientenproduktC;  einzeln  gleich  Null  gesetzt,  ein  neues  System 
von  Gleichungen,  die,  von  ihrem  groBten  gemeinsamen  Faktor  befreit, 
zu  zwei  neuen  linearen  Kombinationen  zusammengefafit  werden  usf  Die  so 
der  Reihe  nach  gewonnenen  groBten  gemeinsamen  Teiler,  die  erst  w,  dann 
n  —  1,  dann  w  —  2,  ...  2,  1,  0  Variable  enthalten,  nennt  Kronecker 
Teilresolventen  und  ihr  Produkt,  das  den  ganzen  Inhalt,  und  nur  den 
Inhalt  von  dem  darstellt,  was  das  vorliegende  Gleichungssystem  Ge- 
meinsames  an  Losungen  besitzt,  die  Gesamtresolvente.  Diese  Begriffs- 
bildungenhat  Herr  Konig  noch  durch  den  der  Multiplizitat  er^nzt, 
d.  h.  der  Vielfachheit,  in  der  jede  Teilresolvente  auftritt.  —  Von 
etwaigen  Zufalligkeiten,  die  von  einem  besonderen  Verhalten  der  Lo- 
sungssysteme  gegen  das  Koordinatensystem  der  n  Variabeln  herrdhren 
konnen,  befreit  man  sich,  indem  man  ganze  lineare  Funktionen  der 
Variabeln  an  deren  Stelle  einftlhrt. 

Macht  man  nun  noch  homogen  und  fiihrt  statt  der  von  Kro- 
necker angewandten  ganzen  Substitutionen  linear  gebrochene  ein,  um 
auch  diejenigen  Besonderheiten  auszuschalten^   die  mit  dem  Verhalten 


G.  Vortrftge  in  den  Sektionssitzungen:  Brill.  281 

gegen  das  Unendliche  zusammeiiliangen;  verwendet  man  damit  in  Zxx- 
sammenhang;  wie  Heir  Mertens,  etatt  der  unbestimmten  Multiplikatoren 
ganze  Funktionen  von  passendem  Orad  mit  noch  unbestimmten  Eoeffi- 
zienten^  so  wird  keine  noch  so  spezielle  Verftlgung  fiber  die  noch 
willkfirlichen  Koeffizienten  der  gegebenen  n  Funktionen  weder  an  der 
Ordnung  der  Teilresolventen  hinsichtlich  der  Variabeln  noch  an  deren 
etwaiger  Multiplizitat*)  etwas  andem,  wenn  man  hierbei  nur  auf  solche 
besonderen  Wertsysteme  verzichtet,  fiir  welche  eine  der  Teilresolventen 
identisch  verschwindet. 

Man  kann  von  diesem  Umstande  bei  geometrischen  Abzahlungen, 
Bofem  sie  in  Gradbestimmungen  bestehen,  Nutzen  ziehen.  Denn  inner- 
halb  der  durch  das  identische  Verschwinden  der  Gtesamtresolyente  ge- 
steckten  Grenzen  kann  nach  dem  Gesagten  eine  Ausartung  der  zum 
Schnitt  gebrachten  geometrischen  Mannigfaltigkeiten  eine  Anderung 
insbesondere  des  Grades  der  Schnittgebilde  nicht  bewirken.  —  So  kann 
man  z.  B.  ohne  weiteres  auf  die  Zahl  der  Schnittpunkte  von  drei 
Flachen  aus  dem  Sonderfall  solcher  Flachen  schliefien,  die  in  Ebenen 
zerfallen,  wenn  die  Flachen  keine  Kurve  gemeinsam  haben. 

Im  allgemeinen  wird  jedoch  nicht,  wie  in  diesem  Beispiel^  der 
Grad  des  Schnittgebildes  von  den  Graden  der  Eomponenten  aUein  ab- 
hangen.  Vielmehr  bestehen  in  dem  Fall,  daB  Schnittgebilde  von 
hoherer  Dimension  auftreten,  zwischen  den  Komponenten  gewisse 
Relationen,  durch  welche  dieselben  naher  charakterisiert  werden,  und 
die  bei  alien  Wertanderungen  der  Koef&zienten  bestehen  bleiben 
mfissen.  £s  sind  hiemach  nur  Sonderwerte  der  Koeffizienten  nach 
MaBgabe  jener  Relationen:  mit  einem  Worte  nur  Ausartungen  zulassig, 
wenn  die  Gradzahlen  der  Schnittgebilde  sich  nicht  andem  sollen. 
Diese  Gradzahlen  luLngen  ubrigens  mit  denjenigen  Zahlen  zusammen,  die 
Herr  Hilbert  charakt«ristische  Funktionen  nennt.  Die  charakteristische 
Funktion  eines  Gebildes  gibt  die  Anzahl  der  Bedingungen  daffir  an, 
daB  irgend  eine  aUgemeine  Mannigfaltigkeit  von  genugend  hohem  Grade 
das  Gebilde  ganz  enthalt. 

Fur  eine  Raumkurve  z.  B.  gehen  in  die  charakteristische  Funktion 
ihre  Ordnung  und  ihr  Rang  (oder  besser  gesagt:  die  Zahl  ihrer  schein- 
baren  Doppelpunkte)  ein.  Von  diesen  beiden  Zahlen  allein  hangt  an- 
dererseits  die  Zahl  der  diskreten  Schnittpunkte  ab,  die  drei  durch  eine 
und  dieselbe  Raumkurve  gehende  Flachen  auBerhalb  derselben  gemein- 

*)  Von  der  Unterscheidung  verschiedener  Faktoren  derselben  Teilresol- 
vente,  die  durch  Konstanten&ndening  ineinander  abergehen  kOnnten,  mufi  dabei 
freilich  abgesehen  werden. 
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sam  haben^  also  der  6rad  ihrer  Teilresolvente  erster  Dimension,  wobei 
iibrigens  die  Raumkurve  auch  noch  wirkliche  Doppelpunkte  haben  kann. 
Nacb  dem  Gesagten  lassen  sich  nun  auch  diese  Flachen  durch 
Ebenensysteme  ersetzen,  die  diesmal  aber  ein  System  von  Geraden  ge- 
meinsam  haben  mCissen;  welches  die  gleiche  Ordnung  und  die  gleiche 
Anzahl  yon  scheinbaren  Doppelpunkten  wie  die  Raumkurve  besitzt.  So 
erhebt  sich  die  Frage,  ob  jede  allgemeine  algebraische  Raumkurve  durch 
besondere  Wahl  der  Konstanten,  von  denen  sie  abhangt,  in  ein  System 
von  Geraden  ilberfiihrbar  ist,  eine  Frage,  die  vor  einigen  Jahren  von 
der  Danischen  Akademie  der  Wissenschaften  gestellt  wurde,  auf  die 
einzugehen  aber  hier  nicht  der  Ort  ist. 

Da  bei  Ausartungen,  die  keine  der  Teilresolventen  zum  identischen 
Verschwinden  bringen,  die  Gradzahlen  erhalten  bleiben,  so  ist  mit  dieser 
Einschrankung  nach  dem  Gesagten  auch  das  Pnnzip  der  Erhaltung 
der  Anzahl  anzuerkennen.  Gewisse  zu  falschen  Ergebnissen  ftihrende 
Anwendungen,  die  jiingst  gegen  dasselbe  geltend  gemacht  wurden,  he- 
treffen,  soweit  es  sich  iiberhaupt  um  Gradabzahlungen  handelt,  eben 
solche  Falle,  ftir  die  eine  der  Teilresolventen  identisch  Null  wird*). 
DaB  iibrigens  die  von  Herm  Schubert  mit  Hilfe  seines  Prinzips  be- 
stimmten  Anzahlen  des  Strahls  richtig  sind,  zeigt  deren  Priifung  auf 
algebraischer  Grundlage,  woriiber  demimchst  Herr  Caspar  in  den  Mathe- 
matischen  Annalen  berichten  wird. 

Diese  Ausfiihrungen  wollten  blofi  den  Standpunkt  bezeichneu;  von 
dem  aus,  nach  Ansicht  des  Referenten,  der  Algebraiker  die  in  Rede 
stehende  Frage  zu  beurteilen  hat.  Ermutigend  sind  zwar  die  Ergeb- 
nisse  nicht.  Denn  es  ware  streng  genommen  in  jedem  Falle  besonders 
zu  priifen,  ob  die  erhobenen  Forderungen  auch  wirklich  erfiillt  sind; 
namentlich  welche  Teilresolventen  von  dem  identischen  Verschwinden 
auszuschliefien  sind,  und  wie  die  Gradzahlen  derselben  mit  den  Cha- 
rakteren  der  Schnittgebilde  zusammenhangen.  Auch  die  Beriicksich- 
tigung  von  Grenzlagen  kann  sich  als  notwendig  erweisen. 

Der  Geometer  aber  wird,  unbektimmert  um  diese  VorsichtsmaB- 
regeln,  nach  wie  vor  sich  des  Prinzips  mit  Gewinn  fiir  die  Wissen- 
schaft  bedienen  konnen,  wenn  ihn  ein  gewisser  geometrischer  Takt  leitet, 
und  eine  verhaltnismaBig  einfache  Sachlage  Fehlgriffen  begegnet. 

Lassen  Sie  mich  hiermit  diese  fliichtigen  Bemerkungen  zu  den 
jClngsten  Fortschritten  der  Eliminationstheorie  schlieBen.  Man  verdankt 
diese  Fortschritte,  es  kann  nicht  geleugnet  werden,  einem  Eingreifen 


*)  S.  die  Note  von  Herm  S.  Kohn  „tihei  das  Prinzip  der  Erhaltung  der 
Anzahl",  Arch,  far  Math,  und  Phys.  (8),  4,  1902,  S.  812. 
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der  Arithmetik  imd  der  Formentheorie^  nachdem  die  Anregang  zum  Aus- 
bau  der  Eliminationsmethoden  lange  Zeit  fast  ausschliefilich  von  der 
Oeometrie  ausgegangen  war.  Aber  solche  tTbergange  bringt  der  Zug 
einer  gesunden  Entwicklung  immer  mit  sich. 

Eine  halbhimdertjahrige  Periode  des  Aufschwiings  der  algebraischen 
Oeometrie  ist  vorttber.  Die  Geometrie  sucht  neue  Beziehongen^  iind 
eine  jiingere  Generation  widmet  sich  der  Erforschung  ihrer  Grundlagen 
iind  yielgestaltigen  den  Kr^mmirngseigenschaften  der  Gebilde  geltenden 
Untersuchungen.  Der  Wechsel  aber  hat  auch  ftir  den  einzelnen  Wissen- 
schaftszweig  seine  Berechtigung;  auf  eine  Periode  der  Bltite  folgt  wohl 
ein  Stillstand^  eine  Zeit  der  Sammlung  und  des  Abrechnens,  wo  das 
Minderwertige  zuriicktritt.  Das  WertvoUe  aber  wird  innerlich  weiter 
keimen^  am  von  spateren  Generationen  zu  neuem  Leben  erweckt  zu 
werden. 


The  intersections  of  plane  curves,  with  extensions  to 
n-dimensional  algebraic  manifolds. 

Von 
F.  S.  Macaulay  aus  London. 

Note.  In  the  following  paper  §§  1 — 7  contain  a  general  outline  for 
space  of  n  dimensions;  §§  8,  9  summarize  the  properties  which  have  been 
proved  for  the  plane;  and  §  10  discusses  extensions  of  §  9  to  n-dimensional 
space.  It  is  reconmiended  that  §§  1 — 4,  8 — 10  should  be  first  read;  §§  4a — 7 
are  difficult  and  §  6  is  largely  conjectural. 

Explanations  of  the  following  terms  will  be  found  in  the  articles  in- 
dicated: —  linear  (or  jP-)equation8  of  a  manifold  (Jf ),  intersection,  in  §  1 ; 
prime  equation  and  derivates,  ^-equations,  in  §  3;  base-point,  multiplicity, 
^set  point,  in  §  4  (v.  also  §§  6,  8);  degree  of  f- equation  and  jS- equation 
in  §  4a;  proper  multiple  and  non-multiple  manifolds  in  §  6;  independent 
curves  through  a  point  in  §  9,  IV;  base-points  residual  with  respect  to  a 
one-set  point  in  §  9,  V;  residual  base-points  on  a  base-curve  in  §  9,  VII; 
defect  and  excess  of  a  given  series  of  base-points  in  §  9,  Vlll. 

Examples  of  the  linear  equations  of  base-points  are  given  in  §  1  (Foot- 
note), §  4  (end),  and  §  10  (exs.  1,  3,  4). 

1.  The  general  problem  with  which  the  theory  of  intersections  is 
connected  is  a  well  known  one  which  has  been  attacked  in  a  variety 
of  ways.  If  Jfj,  Jtfj,  •••,  Jfj  are  k  given  integral  non-hpmogeneous 
polynomials  in  n  independent  variables  x^,  x^,  ••  ,  x^^  what  are  the  con- 
ditions that  must  be  satisfied  by  a  polynomial  M  in  order  that  we 
may  have 

M=^M,  Xi  +  . . .  +  M^X„  or  31=0  (mod.  M^,  31^,  •  •  -,  31,), 
where  X^jX,,  •••,  X^  are  undetermined  polynomials?  The  particular 
aspect  of  the  problem  with  which  this  paper  is  concerned  is  the  con- 
sideration of  the  linear  equations,  or  systems  of  linear  equations,  which 
the  coefficients  of  31  must  satisfy.  We  shall  call  these  the  linear 
equations*)  of  the  manifold  (-Sf),  which  is  the  intersection  of  the  k 
manifolds  Jfj  =  Jtfj  =  •  •  •  =  Jtfj^  =  0. 

*)  Thus  the  linear  equations  of  a  manifold  (3f )  are  the  equations  satisfied 
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An  inyestigation  of  the  properties  of  the  linear  equations  of  the 
manifold  (M)  offers  a  point  of  attack  in  the  theory  of  modular  systems 
which  seems  to  have  been  wholly  neglected  by  the  followers  of  Kro- 
necker;  notwithstanding  that  the  questions  raised  force  themselves  into 
notice^  especially  in  connection  with  Noether's  fundamental  theorem 
and  its  extensions*).  It  may  be  claimed  from  the  evidence  given  below 
that  the  investigation  is  one  of  considerable  importance;  it  rests  at  the 
outset  on  very  simple  ideas;  the  theorems  to  which  it  leads  are  of  the 
highest  degree  of  generality;  and  it  yields  results  which  are  not  ob- 
tainable by  the  usual  theory^  from  which  it  differs  by  giving  full  play 
to  the  algebraic  conception  of  multiplicity.  Thus  the  manifold  (M) 
is  to  be  regarded  from  the  point  of  view  of  its  total  algebraic  content, 
each  proper  manifold  which  forms  part  of  (M)  having  a  definite  multi- 
plicity  in  (M),   a  proper  non- multiple   manifold   of  (M)  being  one 


by  the  coefficients  of  a  polynomial  M  which  express  the  conditions  that  the 
manifold  M  =»  0  contains  the  manifold  (if).  We  assume  that  the  degree  d  of  M 
is  given,  as  the  number  of  independent  linear  equations  of  (if)  increases  in  gen- 
eial  with  the  degree  of  the  polynomial  M  whose  coefficients  have  to  satisfy  the 
equations. 

The  linear  equation  of  an  ordinary  point  a^,  a,,  •  •  •,  a„  for  the  linear  mani- 
fold JPq  +  J^i  a?!  +  •  •  •  +  *fi^ii  =  ^  "  iB^o  +  ^  ^1  +  •  •  •  +  «n*ii  =  ^?  *^d  f^'  *^® 
manifold  Szpqros^^x^^x^'' =^  0^  of  degree  d,  is  Sa^^a^a^^ Zpqr  ^  ^^  where 
p  '\'.gi-\-  r  ^d.  An  ordinary  point  has  only  one  linear  equation,  all  its  deri- 
vates  (§  3)  being  the  same  as  the  original  or  prime  equation. 

*)  Since  writing  this  paper  Professor  Koether  and  Professor  Brill  have 
kindly  drawn  my  attention  to  the  recently  published  „Einleitung  in  die  allgemeine 
Theorie  der  algebraischen  GrOfien^^  by  Julius  K On ig  (B.  G.Teubner,  Leipzig,  1903). 
This  work,  remarkable  for  its  precision  and  comprehensiveness  and  the  large  ad- 
ditions it  makes  to  the  subject,  contains  a  much  desired  proof  of  the  extension 
of  Noether's  theorem  to  the  case  of  k  polynomials  ifj,  if,,  •  •  •,  ifj^  in  A;  variables 
when  (if)  is  of  zero  dimensions,  i.  e.,  when  the  equations  if^  «»  if,  :=•••:=  if;^  c=  0 
have  only  a  finite  number  of  solutions.  1  assume  throughout  my  paper  a  still 
further,  and  what  I  regard  as  a  fundamental,  extension,  viz.,  to  the  case  of  k  poly- 
nomials in  n  variables,  where  k'^n.  The  theorem  is  that  if,  for  each  and  every 
finite  point  of  intersection  of  if,"^  if,  =  •  •  •  =  if ^  =  0  taken  as  origin,  a  given 
polynomial  M  can  be  expressed  in  the  form  if ,  P,  -j-  •  •  •  -j-  if^  P^ ,  where 
Pj ,  P, ,  •  •  • ,  P^  are  undetermined  integral  power  series ,  then  if  zz  0  (mod. 
ifj,if2,  •  •  •,  i/^).  The  theorem  can  be  finally  extended  so  as  to  be  free  of  all 
restrictions  with  respect  to  (if),  A;,  or  n.     It  is  sufficient  that  if  should  be  of  the 

form  if,  Pi  -f- f-  MjgPj^  as  far  as  terms  of  a  certain  finite  (but  it  may  be  very 

high)  degree  for  a  single  point  taken  as  origin  within  each  proper  manifold  of 
{M\  a  point  which  is  common  to  several  proper  manifolds  of  (if)  serving  for  all 
of  them. 

A  precise  definition  of  what  I  have  called  the  usual  conception  of  multiplic- 
ity in  §  4  below  is  given  in  the  „Einleitung  .  .  .",  Chap.  VI.,  §  16,  p.  308. 
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whose  multiplicity  is  1.  The  intersection  of  any  number  of  manifolds 
(Jtf),  (N)j  •  • '  has  the  same  meaning  as  the  greatest  common  part,  or 
H,  C.  F.y  of  the  modular  systems  M,  N,-  - ',  i.  e.,  the  intersection  of 
(Jf )  and  (N)  is  (H),  where  H=0  (mod.  M^,  Jf„  •  • .,  N,,  N^,  •  •  ).  The 
proper  manifolds  of  (H),  if  there  be  more  than  one,  are  partial  inter- 
sections of  (M)  and  (N)]  and,  in  particular,  an  isolated  point  of  (H) 
is  the  intersection  of  {M)  and  (N)  at  that  point,  which  may  be  of 
any  degree  of  multiplicity. 

2.  The  intersection  problem.  The  question  of  the  number  of 
linearly  independent  polynomials  M  of  giyen  degree  d  which  contain  (M), 
i.  e.  which  are  of  the  form  M^  Xj  +  •  •  •  +  ^k^ky  ^^  (with  some  exten- 
siye  limitations)  solved  by  Hilbert.*)  This  question  leads  to  the  con- 
sideration of  the  general  solution  of  the  equation 

jjfjXi -h-afjX, -f ... -f-JM^z^  -  0, 

and  also  of  the  system  of  equations 

Jlf„X,  +  3f„X,  +  ...  +  Jlf„,X„  =  0        (t  =  l,2,...,0, 
where  X|,X|,  •',  X^  are  the  unknowns.   The  latter  system  of  equations 
is  precisely  of  the  same  character  as  the  system 
Jf„X,  +  --.+lf„,X„  =  0    {moLM,,M„.;M,),    (»  =  1,  2, ..,  ?), 
since  this  new  system  requires  only  that  the  coefficients  of 

Jlf„X,+  ...+M„,X„        (i  =  l,2,...,0 
should  satisfy  the  linear  equations  of  {M). 

The  problem  of  the  solution  of  the  last  system  of  equations  re- 
duces to  what  may  be  called  the  problem  of  the  theory  of  intersections 
if  we  put  m  =  1.  Writing  X  for  X^,  and  N^  for  M^^y  the  system  of 
equations  becomes 

XN.^O    (mod.Jf„Jlf„...,Jlf,),        (r=»l,2,...,0; 
or  XN=0    (mod.  Jlfi,3f„...,Jtfj), 

where  ^^  =  0     (mod.  N^,  N^,  •  • .,  iV,) . 

Expressed  in  words,  this  problem  is  to  find  the  most  general  modular 
system  X  whose  product  with  a  given  modular  system  N  contains  a 
given  modular  system  Mj  or  to  find  the  simplest  algebraic  manifold  (X) 
which  in  composition  with  {N)  includes  (Jf);  for,  as  Hilbert  has 
shown  (1.  c),  the  general  solution  is  X  =  0  (mod.  Xi,Xj,  •••),  where 
Xj,  Xj, ...  are  a  finite  number  of  particular  solutions  of  X. 

*)  „t)ber  die  Theorie  der  algebraischen  Formen'*,  Math.  Ann.,  B.  3G  (1890). 
The  limitations  are  1)  that  d  has  a  sufficiently  high  value,  and  2)  that  the  poly- 
nomialB  are  homogeneous,  which  is  equivalent  to  the  restriction  that  3f ,  X, ,  •  •  • ,  3f j^  Xj^ 
are  all  to  be  of  degree  d. 
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The  apparently  most  natural  way  to  set  about  finding  X  is  first 
to  find  the  linear  equations  of  (M)  from  whi(ih  the  linear  equations 
of  (X)  can  be  immediately  deduced  (§  3)^  and  then  to  solve  the  linear 
equations  of  (X).  Thus  there  are  two  converse  problems  to  consider^ 
corresponding  to  the  two  ways  in  which  a  manifold  (M)  may  be  given; 
either  the  polynomials  which  determine  {M)  are  given^  in  which  case 
it  is  required  to  find  its  linear  equations;  or  the  linear  equations  of  (JIf) 
are  given^  in  which  case  it  is  required  to  solve  them  so  as  to  find 
the  polynomials  which  determine  it.  This  paper  does  not  deal  with 
the  second  problem  ^  and  goes  only  a  little  way  towards  solving  the 
first.  The  solution  of  the  first  wiU  suggest  methods  of  attacking  the 
second.  The  given  system  of  linear  equations  must  first  be  resolved 
into  equivalent  proper  systems,  corresponding  to  proper  manifolds.  The 
corresponding  modular  systems  must  then  be  found,  and  then  the 
modular  system  containing  them  all,  i.  e.  their  L,  C  M, 

3.  The  character  of  the  linear  equations  of  a  manifold. 
We  shall  suppose  that  there  are  only  three  variables  x^yX^jX^y  as  the 
extension  to  any  number  of  variables  or  dimensions  involves  for  the 
most  part  no  new  principle.     Let 

M,  ^  La%rX^Px^^x{        (i  -1,2,...,  k) 
and 

M  =»  i:si^^^x^x^x{  =  0        (mod.  -Mj,  Jlf„  •  • .,  M^. 

Suppose  ^Kpqr^ptir'^  0  *o  ^^  *^y  linear  equation  of  (JW),  i.  e.  any  equa- 
tion satisfied  identically  by  the  coefficients  z  of  Jf,  the  ^'s  being 
constants  in  which  no  arbitrary  parameters  are  involved.  Then,  since 
this  equation  is  a  consequence  of 

^^=0         (mod.  jJfi,  Jtf,,...,  Jlfj), 
and   since   ilf=0   requires   at    the   same   time   that   x^x^x^M=iOy 

or  LZj^^^x^^^^x^^^'^x^^''  =  0, 

we  have 

where  /,  w,  n  are  any  positive  integers,  the  summation  sign  L  refer- 
ring only  to  py  q,  n  There  is  no  limit  to  the  values  of  I,  m,  n;  and, 
if  the  origin  is  not  within  the  manifold,  the  (;'s  must  form  an  infinite 
series,  ^  being  in  that  case  a  function  of  p,  q,  r.  Thus  every  linear 
equation  £tpgr^pqr  **  ^  involves  an  infinite  number  of  derived  equa- 
tions (or  derivates),  viz.,  ^tp+i^q^fn^r-^n^pqy^  0,  of  which  the  equation 
-^"Spyr^/iyr  *"  ^  is  the  source  (or  prime  equation),  where  Z,  m,  n  are 
any  positive  integers,  fixed  for  one  derivate. 
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Hence  the  characteristic  property  of  any  system  of  linear  equa- 
tions of  a  manifold  is  that  the  derivates  of  any  equation  of  the  system 
are  all  included  in  the  system.  Any  given  system  of  equations  of 
this  character  is  a  system  of  linear  equations  of  a  manifold. 

In  a  given  system  of  linear  equations  we  need  (for  many  purposes) 
only  consider  the  prime  equations;  and  we  may  either  reduce  the 
numher  of  these  to  a  minimum  ^  or  what  would  appear  to  be  more 
useful,  bring  them  to  standard  forms  corresponding  to  proper  manifolds. 

AU  equations  Zi^^^z^^^=-Q  satisfied  identically  by  the  coefficients 
of  M  are  also  satisfied  by  the  coefficients  of  each  one  of  the  polynom- 
ials M^y  M^y  •  •  •,  Mj^,     Hence  we  have 

^<rt,,r  -  0,        2:a;;VSp+v/-h-,r+n  =  0,        (r  =  1,  2, ...,  A:)- 
Conversely,   provided   the   £*s   satisfy   all   these   equations   (which   we 
shall  call   the  J-equations),  the  coefficients  of  M  satisfy  the  cor- 
responding linear  or  js?- equations,  viz. 

and  there  are  no  equations  satisfied  by  the  jer^s  which  are  not  obtainable 
in  this  way. 

When  the  number  of  g's  is  infinite  a  direct  solution  of  the  £- 
equations  is  impossible;  and  the  values  of  the  g's  must  be  sought  in 
some  other  way,  as  illustrated  in  §  5  (ex.  3)  and  §  7  (exs.  4,  5).  The 
number  of  s^s  is,  however,  finite,  so  that  the  linear  or  jer- equations  are 
manageable  if  the  g's  are  known. 

By  making  the  coefficients  of  XN^  (/=  1,  2,  •  •,  I)  satisfy  the  equa- 
tion U^p^^Zp,^^  =  0  (v.  §  2),  we  obtain  I  similar  equations  for  the  coef- 
ficients of  X,  viz. 

^^P>p,r-0       (i  =  i,2,.-,0; 

and  to  the  derived  equation  ^tp+i^y+in.r+n^pqr  "^  ^  corresponds  the  I 
derived  equations 

^^P  +  l,q  +  m,r+nZpqr  =  0  (/  =  1,  2,  •  •  •,  i). 

Thus  to  each  prime  equation  of  (M)  correspond  /  prime  equations 
of  (X);  but  some  of  these  may  be  identities,  and  others  may  be  in- 
cluded in  the  rest  and  their  derivates. 

4.  Base-points.  A  specially  important  case  is  that  in  which  (itf) 
is  of  zero  dimensions,  i.  e.  consists  of  a  finite  number  of  isolated  points. 
Each  of  the  points  is  called  a  base-point,  and  is  itself  a  manifold, 
with  a  definite  system  of  linear  equations,  the  totality  of  which  make 
up  the  linear  equations  of  (M).  Points  at  infinity  may  be  disregarded 
as  they  supply  no  equations  for  (M).     A  base -point  differs  from  any 


C.  Vorirage  ia  den  Sektionuitsungen:  Macaulay.  289 

other  manifold  in  that  it  has  a  finite  and  definite  number  of  indepen- 
dent linear  equations.  If  each  base-point  of  (M)  is  one-set,  i.  e.  has 
a  single  prime  linear  eciuation  (v.  §  10,  I),  then  a  single  prime  linear 
equation  can  be  obtained  for  (M)  by  simply  adding  the  prime  linear 
equations  of  its  several  base-points.  The  linear  equations  of  any  proper 
manifold  in  respect  to  polynomials  of  degree  d  are  the  linear  equations 
of  a  base-point  of  sufficiently  high  multiplicity  chosen  anywhere  out 
of  the  manifold. 

A  base-point  situated  at  the  origin  has  a  further  distinctive  prop- 
erty, viz.,  that  the  ^'s  corresponding  to  it  are  finite  in  number,  every 
^pqr  whose  degree  p  +  q  +  r  exceeds  a  certain  finite  limit  being  zero. 
With  this  restriction  the  5's  may  have  any  constant  values,  and  the 
base-point  may  have  any  finite  numl^er  of  prime  linear  equations.  The 
inear  equations  of  the  base-point  do  not  include  any  z^^^  whose  degree 
p  +  q-\-r  exceeds  the  limit  mentioned  above,  i.  e.  they  do  not  include 
any  partial  differential  coefficients  of  M  above  a  certain  finite  order, 

.^-.'--   being  the  value  of   — at  the  origin. 

The  linear  equations  of  a  base-point  are  to  be  understood 
as  referred  to  the  point  as  origin,  unless  the  contrary  is  stat- 
ed.   They  may  be  written  in  either  of  the  two  forms 

or 

where  ^p^i^^-m,r-n  ^^  ^®^^  ^f  *^y  ^^®  ^f  ^^^  integers  p  —  /,  q  —  ni,  r  —  n 
is  negative.  The  latter  form  is  generally  preferable,  but  is  only  suitable 
for  cases  in  which  there  are  only  a  finite  number  of  J's  (v.  §  5,  ex.  3) 
which  do  not  vanish.    (For  example,  the  derivates  of  the  prime  equation 

The  linear  equations  of  the  same  base-point,  when  situated  at  the 
point  «!,  Oj,  Oj^  in  reference  to  a  manifold  M  =  £ z^^^Xj^ x^'^ x/ =^  0  of 
degree  rf,  are 

where  i  =  1,  •  ••,  t,  and    — -^—^  denotes  the  value  of 


at  the  point  a.,  a,,  a,.     ^«.''^«.'^«/  Ba^^'dx^^dx,- 

The  multiplicity  of  a  base-point  is  defined  as  the  total  number 
of  independent  linear  equations  corresponding  to  it.  This  definition  is 
consistent  with   the  usual  conception  of  multiplicity  of  a  solution  in 
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the  cfl«e  of  two  equations  for  two  unknowns,  and  also,  I  belieTe,  in 
the  caee  of  n  equations  for  n  unknowns.  It  is  not  however  confined 
to  these  cases,  as  it  applies  equally  to  the  case  of  k  equations  for  n 
unknowns  when  k>n  (t.  §  10,  ex.  3). 

A  t'Bet  point  is  a  base-point  which  has  t  prime  linear  equations, 
no  one  of  which  is  deducible  from  the  rest  and  their  derivates. 

The  prime  linear  equations  of  a  base -point  at  the  origin  may  be 
any  equations  whatever  of  finite  degree,  the  whole  system  of  equations 
of  the  base-point  consisting  of  the  prime  equations  and  all  their  deri- 
vates.  A  plane  curve  with  a  multiple  point  of  o^er  k  cannot  contain 
any  ^set  point  thereat,  where  t>k  (I,  cS,  Footnote  §  8);  and  contains 
the  Ar-set  point,  or  ordinary  A--point,  jsTj^.i^o  ™  ^*-i,i ""  *  *  *""  ^o,»-i  ^  ®> 
which  is  the  intersection  of  the  k  +  l  curves  a?!*  =•  aj|*"^«i  — . . . «  a:^*  -» 0. 
The  ordinary  Z:- point  is  contained  in  the  one-set  point  ^^.i^^.i "—  0. 
Any  ^set  point  whose  prime  equations  are  of  degree  ^  d  is  clearly 
contained  in  the  ordinary  (d  + 1)- point,  and  also  in  the  one-set  point 
jf^^  —  0.  The  prime  equation  of  the  base-point  at  the  origin  on  the 
curve  x^  —  a^x^  +  a^x^  +  •  •  •,  of  multiplicity  |ii  +  1,  is  found  by  sub- 
stituting for  x^  in  Ez^^x^x^  =«  0  and  equating  the  coefficient  of  x^ 
to  zero,  i.  e.,  it  is 

where  «  —  ffi  +  ft  H h  ff^- 

4  a.*)  To  find  the  linear  equations  of  a  base -point  common  to 
Jlfj, -M,,  •••,  Jlf^  situated  at  the  point  ai,a2>^8>  ^®  ^^^^  transfer  the 
origin  to  the  point,  by  substituting  x^-\-  a^^  ^j  +  Oj,  ^s  +  ^  for 
x^yO^yX^  in  Jfj,  Jfj,  •  •  •,  Jlf^.  We  then  form  the  g- equations  corre- 
sponding to  Jfj,  Jf„  •  •  •,  Jlf^  referred  to  the  new  origin,  viz. 

W«  define  the  degree  of  a  g-  (or  ;?-)  equation  as  the  lowest  (or  highest) 
degree  of  any  5  (or  z)  occurring  in  that  equation.  Thus  no  ^-equation 
is  of  zero  degree,  since  ol^  vanishes;  and  the  degree  of  the  ^-equation 
'^'^M'-{ii+j,v+m,r+«"=0  ^s  *  +  ^+^*+^  if  the  origin  is  a  multiple  point 
of  order  /i  on  M^.  The  whole  system  of  ^-equations  must  be  arranged  in 
sets,  each  set  comprising  all  equations  of  the  same  degree  and  being  one 
degree  higher  than  the  previous  set.  The  equations  must  then  be  modified 
so  that  the  terms  of  lowest  degree  in  any  one  set  are  all  linearly  inde- 
pendent.   This  modification  consists  in  removing  as  many  equations  as 

*)  For  Ailler  details  of  the  method  of  this  article,  see  1.  c.  4,  Footnote  §  8. 
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possible  out  of  anj  set  into  sets  of  higher  degree.  When,  after  folly 
carrying  out  the  process  of  modification^  we  arrive  at  a  set  of  de- 
gree d  containing  as  many  equations  as  there  are  ^'s  of  degree  d,  viz. 
^(rf  + l)(d -f  2),  we  may  assume  that  all  g's  of  degree  ^d  vanish. 
If  there  is  no  set  of  degree  d  containing  ^{d  +  l)  {d+  2)  equations, 
then  the  intersection  of  M^,  M^,-  >  -,  M^  at  the  origin  is  a  base-point 
of  infinite  multiplicity,  i.  e.  M^,  M^,  •  •  •,  Mj^  have  a  curve  or  higher 
manifold  in  common  which  contains  the  origin. 

The  modified  g-equations  can  then  be  solved  in  such  a  way  as  to 
find  the  independent  prime  linear  equations  of  the  base-point.  To  ex- 
plain how  this  is  accomplished  we  will  suppose  first  that  all  the  prime 
linear  or  j?-equations  have  been  found.  Any  solution  of  the  ([-equa- 
tions gives  the  coefficients  of  a  ^-equation,  and  the  coefficients  of  any 
j?-equation  (prime  or  derivate)  form  a  solution  of  the  ([-equations.  We 
arrange  the  prime  j?- equations  and  all  their  derivates  in  sets,  each  set 
comprising  all  equations  of  one  degree  and  being  one  degree  lower 
than  the  previous  set,  while  the  first  set  is  of  degree  d  —  \.  We  then 
modify  them  in  a  similar  way  to  the  ([-equations  so  as  to  reduce  the 
number  of  equations  in  each  set  to  a  minimum,  by  removing  as  many 
equations  as  possible  out  of  any  set  into  sets  of  lower  degree.  The  coef- 
ficients of  the  modified  system  of  jer- equations  ikiust  then  give  the  total 
number  of  independent  solutions  of  the  {[-equations.  For  this,  it  is 
necessary  and  sufficient  that  S»  +  ^„  =»  l  (»  +  1)  (w  +  2)  for  all  values 
of  »  up  to  d  —  1  (including  the  case  g^  —  0),  where  J^  and  z^  are  the 
numbers  of  g-  and  jet- equations  of  degree  n  in  the  final  modified  ar- 
rangement. If  the  coefficients  of  one  jer- equation  (derived  from  one 
solution  of  the  ^-equations)  and  its  derivates  suffice  to  give  the  com- 
plete solution  of  the  g-equations  the  base-point  is  one-set;  if  the  coef- 
ficients of  t  equations  and  their  derivates  are  required  the  base-point  is 
^-set;  and  t^z^g^i- 

Similarly  if  the  linear  equations  of  a  base-point  are  given  we  can 
carry  out  the  reverse  process  and  find  the  polynomials  -M'uJfg,-",-^^ 
which  determine  it,  and  the  least  value  of  k. 

The  linear  or  jgr-equations  of  the  base-point  common  to  -Sfj,  3fj,  •  •  •,  Jtf"^ 
at  the  origin  are  the  linear  equations  which  are  identically  satisfied  by 
the  coefficients  of  J/jPi  -j h  -M^P*,  where  Pj,  P^,  •  •  •,  Pj  are  arbi- 
trary integral  power  series;  and  any  M  which  contains  the  base-point 
can  be  expressed  in  the  form  M^P^-^ +  Jlfj^P^. 

5.  In  the  following  examples  the  linear  equations  of  a  manifold 
mean  the  prime  linear  equations. 

Example  1.    The  linear  equation  of  a  manifold  {M)  which  con- 

19* 
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sists  of  a  finite  number  of  isolated  ordinary  points,  is  Z^p^^^pjr  *==  ^f 
where  t       is  the  smn  of  the  raloes  of  x^xj^x^  for  the  several  points. 

Thus,  if  the  whole  intersection  in  finite  space  of  three  surfaces 
M^yM^y  M^  consists  of  a  finite  number  of  isolated  ordinary  points  the 
linear  equation  of  (M)  is  ^tpqr^p.jr  =  ^  where  f^^^  is  a  rational  func- 
tion of  the  coefficients  of  M^y  M^,  M^.  Similarly  for  n  polynomials 
M^y  M^y' '  'y  M^  lu  H  Tariables.  By  known  theorems  this  linear  equa- 
tion and  its  derivates  includes  all  the  linear  equations  of  {M)- 

Example  2.  A  one-set  point  at  the  origin  has  a  single  linear 
equation  of  finite  degree  L^^^^z^^^^Oy  where  the  g's  are  any  constants. 
If  the  one-set  point  is  situated  at  o^;  o^^  a,  its  equation  (§  4)  is 

where  the  S's  are  the  same  as  before. 

From  this  it  may  be  shown  that,  when  a^  +  0,  a,  +  0,  a,  +  0, 
the  equation  is 

where  5  {Py  Qy  ^)  is  an  integral  polynomial  in  p,  g,  r.  There  are  two 
ways  of  writing  the  system  of  derivates.    One  is 

and  the  other  is  the  old  form 

or 

^Ta/a^'^Oj'- ^i?  +  ^  (Z  +  w,  r  +  n)  ^^^^  =  0. 

When  a^  ==  0,  0,  +0,  a,  +  0,  the  linear  equation  takes  the  form 

where  SpC?,^)  is  a  polynomial  in  g,  r,  different  for  different  values  of  jp, 
and  vanishing  identically  when  p  exceeds  a  certain  finite  limit.  The 
(/,  lUy  n)  derivate  is 

When  n^  =  n^  =0,  aj  +  0,  the  linear  equation  takes  the  form 

where  J^^(^)  is  a  polynomial  in  r,  which  vanishes  identically  when 
p  '\-  (I  exceeds  a  certain  finite  limit.    The  (/,  w,  li)  derivate  is 

When  flj  =  «o  =  «8  =  0,  the  linear  equation  and  its  derivates  are 
(as  before) 
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In  the  product  Zi^^^Xi'^jr^^'^x^''^  x  Ua^^^x^^x^^x^^  ike  constant  term 
^^Pir^P^^r  vanishes,  and  also  the  coefficient  2.'S^,rV«.9-«».r-«  ^^  ^J 
term  Xi'^x^'^^x^""  in  which  all  the  indices  —I,  —  m,  —  n  are  nega- 
tive or  zero.  Consequently,  if  ^i,  ij,  /j  are  the  highest  values  of  p,  g,  r 
which   occur   in    any   non -vanishing   5,   we   have,    on   multiplying   hy 

where  F^,  i\y  F^  are  polynomials.  Also  2^tp,^r^i'~^x^'"fx^'^  is  a  poly- 
nomial F(x^^,x^,  x^')  in  which  every  term  divides  x^^x^x^*\  while  the 
right  hand  side  x^^^'^^F^  +  x^^^^F^  -\-x^'^^F^  is  a  complementary  poly- 
nomial in  which  no  term  is  present  which  divides  x^^x^x^*.  Hence  we 
have  another  way  of  stating  the  problem  of  finding  the  J's  corresponding 
to  the  base -point  common  to  Jf^,  Jf,,  •  •  •,  -M^  at  the  origin:  —  the 
problem  is  that  of  finding  all  polynomials  F{x^^y  x^\  x^^)  whose  pro- 
duct with  each  of  the  polynomials  M^,  M^,  •  •  •,  Mf^  gives  a  polynomial 
complementary  to  F{x^',x^,  x.^*)  in  the  sense  just  defined.  Then  t^^^ 
is  the  coefficient  of  x^^'P x^"*^ x^^^  in  F{x^',x^yX^). 

Example  3.  In  order  to  obtain  true  linear  or  xr- equations  of 
finite  degree  for  a  given  proper  non-multiple  manifold  of  h  dimen- 
sions in  space  of  n  dimensions  the  origin  must  be  moved  to  a  non- 
multiple  point  within  the  manifold.  This  having  been  done,  Xj^^y^^ 
^h+iy  '  '}^n  ^^^  ^^  expanded  as  integral  power  series  in  x^,  a?^,  •  •  •,  a?^, 
the  constant  terms  in  all  the  expansions  being  zero.  On  substituting 
them  in 

and  equating  the  coefficient  of  x^^  x^  --  x,^^  to  zero,  we  obtain  a  linear 
equation  of  the  manifold  of  degree  li+l^-\ +  ^a-  "^^  linear  equa- 
tion and  its  derivates  must  be  satisfied  for  any  M  which  contains  the 
given  manifold;  and  they  express  the  conditions  that,  on  substituting 
the  expansions  for  ^a+i,  X/,+2,  •  *,  a^,  ^  ^  ^^®  coefficients  of  all  terms 
which  divide  x^^  x^  •  •  •  x^k  vanish. 
The  linear  equation  is 

^^PiPx-     Pn^PiP%"'Pn  ™     ' 

where  ip^p^...p    is  the  coefficient  of  x^^x^  "-  x^^  in  x^^ xj^  -  •  -  xj^*^ ^  or 
the  coefficient  of  x^^'^^  •  •  •  Xf^^'^^  in  aj'^A+i  ••  •  a;/«.     Any  derivate  is 

but  all  derivates  are  included  in  the  (Xi^x^y'-'f  Xj)  derivates,  i.  e.  those 
for   which    w^^^  =»  m^^^j  ==  •  •    =  w„  =  0.     Also,    if  we    only   use   the 
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{Xi,'",Xf^)  derivates,  the  condition  that  the  origin  should  lie  within 
the  given  manifold  is  no  longer  necessary.  For  every  i  for  which 
Pi  >  Zj,  or  Pj  >  Zj,  •  •  •,  or  p^  >  If^  is  zero;  and,  if  we  apply  the  linear 
equation  and  its  ix^,---,  x^  derivates  to  an  JIf  of  degree  d,  every  g  for 
which  pj^^^  >  d,  or  p^^^,  >  rf,  •  •,  or  p„  >  d  may  be  disregarded,  since 
every  such  %  is  associated  in  all  the  derivates  with  a  e  which  vanishes. 
The  linear  equation  is  then  of  finite  degree,  since  p^  ^  ^^  (**  «=^  1,  2,  •  •  •,  K) 
and  p^  ^  rf  (i  =-  A  +  1,  •  •  •,  n). 

If  the   given   manifold   is  a  linear  one,   so  that  ^*+i,-'-,a"^  are 
given  linear  functions  of  i»i,  a:,,  •  •  •,  iCj^,  then  the  equation  (of  degree  nd 

where  f^.^^,. .  .^a-p    ^^  ^^^  coefficient  of  x^^  -  -  -  a;/*  in  icj+i*-^i  •  •  •  x^''*'^ 

is  a  single  linear  equation  of  the  manifold  in  respect  to  polynomials 
of  degree  rf,  provided  {x^j-'-jX,)  derivates  are  only  taken.  That  is  to 
say,  this  linear  equation  and  its  (^i^-^^J  derivates  applied  to  an  Jlf 
of  degree  J,  express  the  necessary  and  sufficient  conditions  that  M 
contains  the  given  manifold;  for  they  express  the  conditions  that  all 
terms  which  divide  x^^x^^  ' ' '  ^h  disappear  from  M  when  for  a:^^.i,  •  •  •, 
x^  are  substituted  their  values  as  linear  functions  oi  x^j  x^,  *  -  -^  Xj^. 
The  condition  that  L   «.  w   «.       w   •    does  not  vanish  is 

ft  +  ft  +  •  •  •  +1>*  ^  d  -i>*+i  +  •  •  •  +  d  -i)^, 

or 

Lp£{n'-h)d    and     2:{d-p)^hd. 

Hence  the  linear  equation  contains  no  terms  of  degree  <  hd\  and  it 
is  only  a  certain  number  of  the  (aTj,  •  •  •,  x^  derivates  which  do  not 
vanish  identically,  when  applied  to  an  Jtf"  of  degree  d.  In  order  that 
a  derivate  may  not  vanish  identically  we  must  have  Wi^d,---,m;^^rf, 

m^H hW;^^(A— l)rf,  or  each  d  —  w^O  and  E{d  —  m)^d.   Hence 

the  total  number  of  equations  which  do  not  vanish  identically  is  equal 
to  the  number  of  terms  in  a  polynomial  of  degree  d  in  A  variables. 
But  this  is  also  the  number  of  independent  equations  which  express 
the  conditions  that  M  vanishes  identically  when  Xj^^^j'",x^  are  re- 
placed by  their  values  in  terms  of  a^j,  •  •  •,  rc^^.  We  thus  see  that  the 
(x^fX^y ' '  ',Xf)  derivates  of  the  linear  equation  which  do  not  vanish 
identically  are  all  independent  of  one  another. 

As  an  example,  suppose  it  required  to  express  the  conditions  that 
the  manifold  x^  ^  c^  +  c^x^  +  c^x^  is  contained  in  the  manifold  JIf  =  0 
of  degree  2.    The  linear  equation  is 
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where  ^%-p^i^p^%-p^  is  the  coefficient  of  x^^xj**  in  (^o  +  ^i^i +  ^^»)*~'^- 
The  only  values  for  PuP^yP^  are  those  for  which  l>i  +  l>t  ^  2  —  p,, 
or  2Jp^2.    Hence  we  have  the  foDowing  sets  of  corresponding  values 


ft=  0 

1         0     0 

0 

1 

1      2 

0 

0 

A-0 

0         1      0 

1 

0 

1      0 

2 

0 

A-0 

0        0      1 

1 

1 
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0 

2 

5-V 

-^Co<i   2<^<i   Co 

<i 

<i 

2c^c,  e,* 

«.* 

1, 

The  linear  equation  therefore  is 

Taking  the  (^i^^s)  derivates  of  this  equation,  and  afterwards  putting 
every  0  of  degree  >  2  equal  to  zero,  we  have 


2<^<^«'«oj 

+ 

''o%i 

"r  Cj^ooi  +  *oio 

-0, 

2coCi'oo« 

+ 

Co%i 

+  'i'ooi  "!■  '100 

-o, 

C8*'00» 

+ 

^»''nt 

+  '0.0-0, 

Cl'^OO. 

+ 

''I'lOl 

+  'mo-0, 

which  is  the  correct  system  of  equations  expressing  the  conditions  that 
^0  +  ^1^1  + ^i^«  ""^8  is  a  factor  of  Ilsi^^^x^x^x{  (p  +  ?  +  ^^2). 

6.  The  manifold  {M)  in  n  dimensions,  which  is  the  intersection 
of  the  It  manifolds  M^  =  Jf ,  =» . . .  «  Jlf^  =  0  is  made  up  of  a  finite 
number  of  proper  manifolds  of  equal  or  unequal  dimensions;  and  each 
proper  manifold  may  be  multiple*)  or  non- multiple  in  (Jf).  Each 
proper  multiple  manifold  of  (3f)  of  h  dimensions,  which  is  not  con- 
tained as  a  whole  in  another  proper  manifold  of  (Jf)  of  higher 
dimensions,  has  a  definite  multiplicity**)  /a  in  (Jf),  which  is  defined 
as  follows:  —  Take  the  origin  at  a  general  point  of  the  proper  mani- 

*)  A  multiple  manifold  is  one  in  which  every  point  is  a  repeated  point, 
Hnch  as  a  line  of  intersection  of  two  or  more  sarfoces  which  is  a  multiple  line 
on  all  of  them,  a  line  of  intersection  (or  line  of  contact)  of  two  or  more  surfaces 
which  all  touch  one  another  along  the  line,  and  a  point  of  intersection  of  two  or 
more  curves  (or  three  or  more  surfaces)  which  is  a  multiple  point  on  all.  A  proper 
non-multiple  manifold  is  one  in  which  the  general  point  is  not  repeated,  such  as 
a  proper  surface  which  possesses  only  a  finite  number  of  multiple  lines  and  points. 

*^  The  \k  manifolds  of  a  proper  fi-ple  manifold  of  (jlf)  all  coincide  in  space, 
hut  have  separate  analytical  identities;  although  their  resolution  (by  means  of  the 
linear  equations  of  the  ^-ple  manifold)  into  fi  distinct  memhers  is  not  in  general 
unique. 
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fold,  and  express  A  of  the  yariables  x^,  X2y'"yX^  as  linear  homogeneous 
fonctions  of  the  remainder  with  arbitrary  constant  coefficients,  and  sub- 
stitute these  values  in  -M^,  Jfj,  •••,  Mj^y  and  3f,  thus  changing  them  to 
Jtfj',  Jkfg',  •  •  •,  M^',  and  M\  in  w  —  A  variables;  then  ft  is  the  multipli- 
city of  the  base-point  determined  by  3/^',  M^',  •  •  •,  Mf^'  at  the  origin 
(§  4).  In  finding  the  value  of  ft  by  this  method  we  find  at  the  same 
time  the  linear  equations  of  the  multiple  manifold,  if  the  coordinates 
of  the  general  point  of  it  can  be  expressed  in  terms  of  arbitrary  param- 
eters.   Two  examples  are  given  below. 

The  proper  manifolds  of  (M)  which  are  wholly  contained  in  others 
of  higher  dimensions  have  a  certain  residuary  multiplicity;  which  I  am 
unable  at  present  to  define  algebraically.  These  manifolds  and  their 
effect  on  the  linear  equations  are  more  difficult  to  find. 

In  order  that  we  may  have  XN=:  0  (mod.  Jf^,  ilfg,  •  •  •,  Jf^),  the 
manifold  (X)  must  contain  every  proper  non-multiple  manifold  of  (M) 
which  is  not  contained  in  (A).  It  must  also  contain  any  /t-ple  mani- 
fold of  (M)  to  a  certain  multiplicity  rj.  The  number  rj  satisfies  the 
relation  rj  ^[i  —  q,  where  p  is  the  multiplicity  of  the  same  manifold 
in  the  intersection  of  (M)  and  (N),  If  p  =  /it,  then  ^  =  0;  if  p  =  0, 
then  '»?  =  .";  and  if  (></*,  then  r;  >  0.  Also,  if  the  dimensions  h  of 
the  jit -pie  manifold  is  equal  to  n  —  k  (which  is  the  lowest  value  it  can 
have,  and  requires  w  ^  A;),  then  I  think  that  ?^-=|it  — p.  In  the  other 
extreme  case  when  A  is  n  —  1  (which  is  the  highest  value  A  can  have), 
fj  must  equal  jit  — -  p;  for  the  ft -pie  manifold  is  then  expressible  by  a 
single  equation  H^  =  0,  and  H^  must  be  a  factor  of  XN.  For  values 
of  A  between  n  —  k  and  n  —  1  we  may  have  iy  <  /t  —  p . 

7.  Example  4.  To  find  the  linear  equations  of  the  manifold  (M) 
which  is  the  intersection  of  the  three  surfaces 

Ml  =  x^^y     M^  =  x^^y     jM,  =  irjarg  +  {x^^  +  x^^)  x^ . 

All  points  of  {M)  lie  in  the  manifold  iPj  =  Xj  =  0.  Change  the 
origin  to  any  point  0,  0,  c  in  the  manifold,  and  put  x^  ^ax^  +  hx^'^  then 

M^  =  x^^y  M^  =  x^y  Jfjj'  =  x^x^  +  {x^^  -f  x^^)  (axi  +  bx^  +  c), 
M'  =  Z^^^,  W  («^i  +  6^  +  cy. 

The  equations  of  the  base-point  at  the  origin  determined  by 
M^'y  M^y  M^y  \,  Q.  thc  cquatious  identically  satisfied  by  the  coefficients 
of  M^P,  +  M^F,  +  Jlf,'P„  are 

and  their  derivates  z^^  =  z^^  =  ^oo  ==  ^-  There  are  thus  5  independent  equa- 
tions, and  5  is  therefore  the  multiplicity  of  the  manifold  x^^  x^^O 
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in  (M).  To  find  the  linear  equations  of  (M)  we  need  only  consider 
the  prime  equations  ^io=^  ^(^  =  cz^^,  where  ^2o?%>^ii  stand  for  the 
coefficients  of  a^i*,  a'j*,  ar^oi^j  in  M\    Thus 

z,,  =  2z^,cr  +  Zz^^rc-'b  +  2:z^,\r(r-l)cr-n\ 
'S'u  =  ^enr<^  +  ^^tor^c^^'^  +  Zz^^.Tc'-^a  +  2Jz^,r{r-l)  c^'^ab. 
By   equating   coefficients   of  powers   of  a,  b,  c   in  the   equations 
^20  ^  -^M  ==  ^^11  >  ^®  obtain 

^2  0r  =  ^02r  =  ^ur-i  ^^^  ^  integral  values  of  r, 
as  the  prime  linear  equations  of  (M).    If  3f  is  of  degree  d  the  prime 
equations  are  ^ioa^  ^o^d  — ^ud-i^  *s  *^®  derivates  of  these  include  all 
the  linear  equations  of  degree  ^  d. 
Example  5.    Take 
M^'^'X^^  +  x^ixj^  —  h),    M^^x^^  +  x^(xj^-lc),    M^^x^x^. 
All  points  of  (M)  lie  in  rCi  =  a:^  =  0,  and,  as  in  Ex.  4,  we  have 
JI!f/  =  x^^  +  x^^ax^  +  bx^  +  c  —  h),      M^^  x^  +  Xy^(ax^-\-bx^-\- c  —  V)^ 
Jf/  =  ^i^Tj,     Ji'  =  Zz^^^x^x^^  {ax^  +  fta:,  +c  X- 

The  only  equation  of  the  base-point  determined  by  M^y  M^\  M^  is 
^00  "^^  ^y  so  that  the  manifold  aTj  =  a: ,  =  0  is  non-multiple  in  (M ).  Cor- 
responding to  z^  =  0,  we  have  for  (Jf ) 

-2^^00r<^"0,       i.e.    ^00r  =  0- 

There  are,  however,  special  values  of  c,  viz.  c  =  A  and  c^it,  which 
give  other  equations  of  {M)  the  points  0,  0,  h  and  0,  0,  h  being  mani- 
folds of  {M)  contained  in  the  higher  manifold  x^^  x^^O.  If  these 
special  points  had  belonged  to  a  second  proper  manifold  of  {M),  and 
had  been  merely  the  intersection  of  the  two  manifolds,  we  should  obtain 
the  new  equations  of  {M)  from  considering  a  general  point  of  the  sec- 
ond manifold,  without  specially  considering  the  points  of  intersection. 
The  general  method,  however,  is  to  consider  all  special  positions  of 
the  origin  which  have  a  greater  multiplicity  than  the  general  position. 

Take  c  =  h,  (/j+it);  then  a,  &  only  are  arbitrary,  and 

M^-^x^^  +  x^{aXy^-\-bx^y  M^^x^^  +  x^{ax^+bx^-\-h  —  k)y  M^=^x^x^y 
M'  =  2:z^^,x,Px^^  (ax^  +  bx^  +  hy. 

Here,  for  general  values  of  a,  6,  the  multiplicity  of  the  base-point  of 
M^\  ikfj',  Jfj'  is  2,  and  its  prime  equation  is  %  =  0;  to  which  corre- 
sponds the  equation  Hz^^^h''  +  Zz^^rlC^'^b  =  0  of  {M).  But  for  spec- 
ial values  of  a,  fc,   viz.  when  6  =  0,  the  multiplicity  of  the  base-point 
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is  increased,  and  the  prime  equation  is  {h  —  Jc)g^^g^Qy  to  wliich  cor- 
responds the  equation 

(h-Jc)  Zz^,hr^Ze^^h^  +  Zz^rhr-^a. 
The  only  new  prime  equation  of  {M)  thus  supplied  is 

Similarly,  for  c  =  t,  we  haye  the  new  equation  (]c  —  K)Zz^^^Tf'^£g^^ld^. 
Hence  the  prime  linear  equations  of  {M)  are 

If  A  «  A;  =  0^  the  equations  can  be  shown  to  be 

8.  The  intersections  of  plane  curves.  A  general  conception 
of  the  structure  and  properties  of  any  algebraic  manifold,  taking  due 
account  of  multiplicity,  must  depend  on  the  conception  of  multiple 
points  or  base-points.  In  regard  to  the  plane  several  properties  of 
base-points  haye  been  definitely  proved*),  and  aflFord  an  indication  of 
analogous  properties  in  more  extended  space.  We  proceed  to  summa- 
rize these  properties,  first  repeating  what  is  meant  by  a  base-point. 

A  base-point  is  a  point  (a,,  o^)  of  definite  multiplicity  ft  which 
supplies  fi  independent  conditions  for  any  curve  of  sufficiently  high 
degree  which  contains  it,  the  conditions  being  expressed  by  fi  independ- 
ent linear  equations  which  the  coefficients  z^^  of  the  curve  must 
satisfy.  The  base -point  may  be  given  as  the  intersection  at  dij  (i%  of 
k  given  curves  M^,  M^,  •  •  •,  M^y  which  have  no  branch  in  common 
through  the  point  a^,  a^,  or  it  may  be  given  by  its  linear  equations.**) 
In  the  former  case  its  ft  linear  equations  are  obtained  by  referring  M^j 
Jf„  •  •  •,  Mj^  to  the  point  a^,  o,  as  origin,  and  finding  the  equations 
which    are   identically  satisfied   by  the   coefficients  of  M^  Pj  +  M^  P, 

*)  1.  "The  Theorem  of  Reeiduation  etc.",  Proceedings  of  the  London  Ma- 
thematical Society,  Vol.  31  (1900),  p.  881—423. 

2.  "Extensions  of  the  Riemann-Boch  Theorem  in  Plane  Geometry",  Proc. 
Lond.  Math.  Soc,  Vol.  32  (1901),  p.  418—480. 

3.  "On  a  method  for  dealing  with  the  Intersections  of  Plane  Curves",  by 
Prof.  C.  A.  Scott,  Transactions  of  the  American  Mathematical  Society,  Vol.  3 
(1902),  p.  216—263;  containing  a  simplified  and  general  discussion  of  the  prop- 
erties of  a  one-set  system  of  equations,  and  theorems  connected  therewith. 

4.  A  paper  with  the  same  title  as  that  by  Prof.  Scott,  to  be  published  in 
the  Trans.  Amer.  Math.  Soc,  October  1904;  containing  a  new  proof  of  the 
one-set  theorem  and  its  converse,  and  a  discussion  of  the  ^-equations. 

*•)  Unless  the  contrary  is  implied,  by  a  given  base-point  is  meant  one  whose 
linear  equations  are  g^ven. 
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+  •  •  •  +  ^k^kj  where  Pj,  P,,  •  •  -,  P^  are  arbitrary  integral  power 
series  (§  4  a);  and  finally  transferring  the  origin  back  to  its  original 
position,  and  transforming  the  linear  equations  accordingly  (§  4).  The 
linear  equations  referred  to  the  point  itself  as  origin  consist  of  a  small 
number  of  prime  equations  ZJ^^^er^^^O,  and  their  derivates 

where  the  i's  are  constants,  and  {,  m  are  any  two  positiye  integers, 
fixed  for  one  derivate.  Eyery  tp,  whose  degree  p  +  q  exceeds  a  cer- 
tain finite  limit  is  zero.  No  js^^  whose  degree  p  +  q  exceeds  this  limit 
appears  in  the  equations;  and  each  js^^  for  which  p  +  q  is  equal  to  the 
limit  can  appear  only  in  the  prime  equations. 

9.  The  principal  properties  of  base -points  in  a  plane  are  the 
following: 

L  The  one -set  theorem.  All  points  of  intersection  of  two 
curves  Jf^,  M^^  having  no  common  factor,  are  one-set  points  (1.  c.  1,  3). 

In  other  words,  all  the  linear  equations  of  (M)  supplied  by  any 
one  of  its  base-points  consist  of  a  single  linear  equation  and  its  deri- 
yates.  By  simply  adding  the  linear  equations  of  the  several  base- 
points  we  obtain  a  single  linear  equation  for  the  whole  of  (itf).  It 
is  doubtful,  however,  whether  anything  is  to  be  gained  by  so  doings 
since  the  result  is  to  compound  the  equations  of  (Jf).  A  more  useful 
process  would  be  to  reduce  the  prime  equations  of  the  separate  base- 
points  to  their  simplest  forms. 

n.  The  multiplicity  of  any  point  of  intersection  of  ilf,,  ilf,,  de- 
fined as  the  number  of  times  the  point  is  repeated  in  the  complete 
solution  of  the  equations  M^  =  M^  =  0,  is  equal  to  the  multiplicity  of 
the  corresponding  base-point,  defined  as  the  total  number  of  independ- 
ent linear  equations  it  possesses. 

No  very  satisfactory  proof  of  this  has  been  given,  the  simplest 
being  an  indirect  one  depending  on  Noether's  theorem.  If  ii  is  the 
multiplicity  according  to  the  former  definition,  and  ft  according  to  the 
latter,  then  ft,  /i'  are  both  invariant  under  linear  transformation,  and  it 
is  comparatively  easy  to  prove  that  (I'^fi  (1.  c.  1, 3).  This  is  done 
by  proving  that  Xj'*  is  a  factor  of  the  a^i-eliminant  of  M^,  M^  when 
the  origin  is  taken  at  the  point,  so  that  x^^*  is  a  factor  of  x^^'\  and 
consequently  ft  ^  fi'.  By  Noether's  theorem,  the  whole  number  of  in- 
dependent conditions  satisfied  by  the  coefficients  of  a  curve  M  which 
is  of  the  form  ilf, X^-f  M^X^  is  equal  to  or  less  than  Z^i,  Also,  by 
another  known  theorem,  the  number  is  ^^^l^  provided  the  degree  of 
M  is  sufficiently  great  ^   and  Jlf^,  M^  have  been  linearly  transformed 
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80  as  to  have  no  intersection  at  infinity.  Hence  EfL'^SfLi  and  this, 
taken  with  the  previous  result  /i  ^  ft',  requires  ft  =  \i!, 

ni.  Two  general  fixed  curves  drawn  through  any  one -set  point 
whose  prime  linear  equation  is  given  have  no  higher  intersection 
thereat  (1.  c.  1,  4). 

This  is  the  converse  of  I.  Any  two  curves  drawn  through  the 
one-set  point  determine  a  one-set  point  which  contains  the  given  one. 
The  theorem  states  that  unless  the  curves  are  further  specialised  they 
will  determine  a  one -set  point  of  the  same  multiplicity  as  the  given 
one,  and  identical  with  it. 

This  theorem,  and  also  IV  and  VI  below,  are  only  true  for  two 
dimensions. 

IV.  If  A;  independent  curves  are  drawn  through  a  point  they  de- 
termine a  (ft  —  l)-set  point  (1.  c.  1,  4). 

Conversely,  it  general  fixed  curves  drawn  through  a  given  (i  —  1)- 
set  point  have  no  higher  intersection,  i.  e.  they  determine  the  (ifc  —  1)- 
set  point. 

By  Tc  independent  curves  through  the  origin  is  meant  Ic  curves 
M^y  Jfj,  •  •  •,  Mj^  such  that  no  identical  equation  of  the  form 

can  hold  unless  Xj,  X^,  . . «,  Xj^  all  vanish  at  the  origin.  K  X^  had 
a  non-vanishing  constant  term,  M^  would  be  of  the  form  J/^  P^  -f-  .  •  • 
-f- Jf4_iP^_i  and  pass  through  the  whole  intersection  of  Jf^,  ilfg,  «.•, 
Mj^_^  at  the  origin,  and  the  whole  intersection  would  be  (ft  — 2) -set 
if  M^,  JIfj,  . .  •,  Mj^_^  were  independent  curves  through  the  origin. 

The  conditions  that  a  curve  M^,  and  that  two  curves  M^,  M^\ 
should  belong  to  a  set  of  ft  curves  which  determine  the  same  (ft  —  1)- 
set  point*)  as  3/^,  Jfg,  • . «,  Mj^,  are  that  the  constant  terms  of  P^, 
P,,  .  • .,  Pj^  should  not  all  vanish,  and  should  not  be  proportional 
to  the  constant  terms  of  P^',  Pg',  •  • «,  P/,  where 

M^=M,P,  +  M^P,  +  •  •  •  +  M,P„ 

M,'  =  M,P^  +  M^P^  +    •  •  +  M,P;. 

The    constant  terms  of  the  P*s  and  P''s  are   all  unique.     A  similar 

condition  can  easily  be  stated  for  ft'  (^  ft)  curves  M^,  M^^  .  •  *,  Jf^/. 

V.  The  whole  system  of  independent  linear  equations  of  any  base- 
point  can  be  so  arranged  that  the  first  /i^  of  them  (ft^  =  1,  2,  •  •  •,  /i) 
are  the  equations  of  a  base-point  of  multiplicity  fr^  (1.  c.  2). 

Thus  each  new  equation,  taken  in  its  order,  adds  one  more  con- 

*)  The  equations  are  always  referred  to  the  point  as  origin,  unless  the  con- 
trary is  stated. 
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dition  for  a  curve  whose  coefficients  satisfy  them,  a  condition  equi- 
valent to  that  of  passing  through  an  ordinary  point.  Any  such  ar- 
rangement resolves  the  base-point  into  simple  elements  equivalent  to 
ordinary  points;  only  the  first  equation  is  unique,  viz.  Zqq==^0, 

The  proof  of  this  property  is  very  simple.  Consider  all  numbers 
of  two  digits  (00,  01,  •  •  •,  Ztw,  •  •  •)  whose  radix  is  equal  to  the  de- 
gree of  the  prime  equation  2 ^^^js^^^O,  and  arrange  them  in  their 
natural  descending  order  (numbers  for  which  i  +  m  >  the  radix  may 
be  omitted).  Then,  taking  the  number  Zm  to  represent  the  derivate 
^  tpq^p-i^q-m^^f  *^®  corresponding  order  of  arrangement  of  the 
equations  is  such  that  each  equation  is  preceded  by  all  its  derivates. 
If  we  now  omit  aU  equations  which  are  consequences  of  preceding 
ones,  the  first  fi^  which  are  left  are  the  equations  of  a  base -point  of 
multiplicity  fi^.  The  proof  may  be  easily  extended  to  any  number  of 
prime  equations  and  any  number  of  dimensions. 

The  following  theorem  (1.  c.  2)  is  required  for  the  proof  of  VIU. 
The  /t  independent  equations  of  a  one -set  point  can  be  so  arranged 
that  the  first  ft^  of  them  are  the  equations  of  any  given  base-point  of 
multiplicity  ft^  contained  in  the  one-set  point,  and  the  first  fi,  of  them 
(ftj=  1,  2,  •  •  •,  /i)  are  the  equations  of  a  base-point  of  multiplicity  fi^. 

Connected  with  these  theorems  are  the  conditions  that  a  product 
MM'  =  0  (geometrically  a  sum  M  -f  M')  should  contain  a  given  one- 
set  point  at  the  origin.  Let  M ^  2^ z^^x^^ x^^,  and  M' ^  Zz'pqX^^x^^\ 
and  let  E  =  0  be  the  prime  equation  of  the  one-set  point,  and 
iS?i  =  iS?2  =  •  •  •  =  iS?^  =  0  any  set  of  independent  equations  of  the  one- 
set  system.     The  value  of  E  for  MM'  can  then  be  written 

where  E^,  E^',  •  •  •,  E^'  are  linear  independent  functions  of  the  coef- 
ficients Zpq,  and  are  equivalent  as  a  whole  to  E^y  E^y  •  •  •,  E^,  with 
Zpg  written  for  z^^.  We  can  choose  E^=-  E^^  •  •  •  =  E^^  =0  to  be 
the  equations  of  any  base -point  of  multiplicity  ft^  contained  in  the 
one-set  point.  Suppose  this  is  the  fixed  base -point  of  highest  multi- 
plicity contained  in  the  one-set  point  and  in  the  manifold  (3f).  Then 
the  conditions  that  the  value  of  E  for  MM'  may  vanish  are 
-Bi'=  -£2'=  •  •  •  '^  E^_^  =0,  i.  e.  that  {M')  should  contain  a  certain 
base-point  of  multiplicity  ft  —  fti  which  is  also  contained  in  the  one- 
set  point.  These  conditions  are  sufficient  that  the  one-set  point  should 
lie  on  MM']  for  not  only  JS,  but  every  derivate  of  E,  can  be  easily 
proved  to  vanish  for  MM',  provided 

E,^E, E^=0    and    £/=£,' ^^-.-O 
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The  two  base-points  whose  equations  are  those  just  written  are  called 
residual  base-points  with  respect  to  the  one-set  point.  The  sum  of 
their  multiplicities  is  equal  to  the  multiplicity  of  the  one- 
set  point. 

Thus  the  necessary  and  sufficient  conditions  that  MM'  should 
contain  a  giyen  one-set  point  of  multiplicity  /t  are  that  M  should 
contain  some  (i.  e.  any)  fixed  base -point  of  multiplicity  ft^  contained  in 
the  one-set  point,  and  that  M'  should  contain  the  residual  base -point 
of  multiplicity  fi  —  fi^. 

The  two  one-set  points  at  the  origin  determined  by  M^^  M^  and 
M^,  M^  respectiyely  are  residual  with  respect  to  the  one -set  point 
determined  by  M^,  M^M^.  Let  the  three  one-set  points  be  fi,;  /x,, 
/i  (so  that  /i  —  f^s  +  ftsX  ^^^  ^^^  ^y  ^  ^^  ^^7  curves  through  fis;  ^; 
then 

rZ=  (Jf,P,  +  M^T^)  {M,P,+  M,P,)  =  M,P,+  M,M,P,, 

i.  e.  the  product  of  Z  and  any  Y  contains  /i.  But  the  only  base -point 
common  to  every  Y  ib  (i^,  which  is  contained  in  ft.  Hence  every  Z 
must  contain  the  base-point  [i^'  residual  to  fig  ^^^^  respect  to  ft.  But 
again  the  only  base-point  common  to  every  Z  is  fig ;  hence  /i,  contains 
/ij';  and  ft,,  fi^',  being  of  equal  multiplicity,  must  be  identical. 

Given  a  one-set  point  and  a  base-point  contained  in  it  the  residual 
base-point  can  be  found;  but  the  necessary  and  sufficient  conditions  that 
two  given  base-points  may  be  residual  with  respect  to  a  one-set  point 
which  is  not  giv^en  are  not  known. 

VI.  If  one  of  two  residual  base-points  is  <-set,  the  other  is  (t  —  1)- 
set  or  ^-set  or  (t  +  l)-set  (1.  c.  1,4.). 

This  theorem  is  intimately  connected  with  IV.  If  Jlf^,  Jf^  are 
two  curves  which  determine  the  one -set  point  with  respect  to  which 
the  two  base -points  are  residual,  then,  if  one  is  f-set,  the  other  is 
(t  —  l)-set  or  ^set  or  {t  +  l)-set  according  as  both,  or  one,  or  neither 
of  M^j  M^  can  be  chosen  to  form  part  of  a  set  of  <  -f-  1  curves  which 
determine  the  t-Bet  point  (v.  IV). 

If  XN=M^X,+  M^X^,  where  JV^=0  (mod  N^,  N^,  ...,  N,), 
the  least  number  of  curves  which  suffice  to  determine  (X)  is  T  or 
T—  1  or  T-f  1,  where  V  is  the  least  number  of  curves  N^,  N^,  •  •  •, 
N/  which  are  equivalent  to  the  modular  system  Jlf^,  jjf,,  N^y  •••,  iV,*). 


*)  The  proof  foUows  from  the  fact  that  XiV"=  ilf,X,  +  ilf,X,  and  (^") 
contaiiiB  an  (C —  l)-8et  point.  The  case  in  which  (X)  contains  one -set  points 
only  is  a  possible  exception.  Two  curves  which  would  then  suffice  to  determine 
(X)  would  have  to  be  special  curves  whose  whole  intersection  beyond  (X)  would 
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The  three  cases  correspond  to  whether  one  or  two  or  none  of  the 
curves  N^\  N^',  •  •  •,  N/  can  be  replaced  by  one  or  both  or  either  of 
the  curves  Jlfj,  Jf,  without  altering  (N").  Each  of  the  curves  Jfj,  JMj 
can  be  counted  in  one  and  one  only  of  the  two  sets  which  determine 
(N')  and  (X). 

VII.  The  Theorem  of  Residuation  (Restsatz). 

1)  Two  base-points  which  are  residual  to  the  same  base-point  on 
the  same  base- curve  are  equivalent  or  coresidual,  i.  e.,  any  base-point 
on  the  same  base -curve  which  is  residual  to  one  is  also  residual  to 
the  other.  (All  the  base -points  are  situated  at  the  same  point  and 
are  defined  by  their  equations.) 

2)  Two  series  of  base -points  which  are  residual  to  the  same 
series  on  the  same  base -curve  are  coresidual  (base -points  at  infinity 
being  disregarded). 

Two  base -points  which  are  residual  with  respect  to  a  one -set 
point  are  said  to  make  up  the  one-set  point;  and  if  M^,  M^  are  two 
curves  which  determine  the  one -set  point;  each  of  the  base -points  is 
called  the  remaining  intersection  of  M^^  M^  as  regards  the  other  base- 
point.  The  two  base -points  are  also  said  to  be  residual  on  M^j  or 
Jf,;  thuS;  in  order  that  two  base -points  may  be  residual  on  a  base- 
curve^  they  must  make  up  a  one -set  point  which  is  the  whole  inter- 
section of  the  base-curve  and  some  other  curve  at  the  point 

The  following  theorem  is  not  equivalent  to  the  theorem  of  resi- 
duation in  its  general  form  as  given  above ,  but  is  a  consequence  of 
it;  and  also  of  the  last  theorem  in  V:  If  part  of  the  intersection  of 
M^,  M^  is  the  whole  intersection  of  M^,  M^  m  the  finite  region  of 
the  planC;  the  remaining  part  is  the  whole  intersection  of  M^^j  X,; 
where  Jf, ^  M^X^  +  Jf, X,. 

VIII.  The  Riemann-Roch  or  Brill-Noether  Reciprocity 
Theorem. 

Take  any  two  curves  M^,  M^  of  degrees  liyl^y  having  no  common 
factor  and  no  intersection  at  infinity;  and  divide  their  whole 
intersection  Q  +  B  {j=^lil^  into  any  two  residual  series  of  base-points, 
Q  and  R.     Denote  the  i-ic  defects*)  of  Q,  B,  Q  +  R  by  (^,  d/,  D„ 


have  to  be  at  infinity.    I  believe  that  such  curyes  always  exist  for  any  manifold 
made  up  of  one-set  points,  although  I  know  of  no  proof 

*)  By  the  2-ic  defect  of  Q  is  meant  the  defect  of  Q  in  determining  an  Z-ic, 
or  curve  of  degree  /,  so  that  eZj  -f  1  is  the  number  of  linearly  independent  Z-ics 
through  Q.  If  no  Z-ic  can  be  drawn  through  Q,  then  d,-|-  l  =  0,  or  (2|S=  —  1. 
By  the  /-ic  excess  of  Q  is  meant  the  excess  of  the  number  Q  above  the  number  of 
independent  conditions  that  Q  supplies  for  an  /-ic.     Thus  Q  supplies  Q  —  Ci  in- 
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and  the  /-ic  excesses  by  e^,  e^y  /?,.  The  values  of  7),  and  E^  are  known 
for  all  values  of  Z,  by  Cayley's  and  other  theorems.  The  general 
reciprocity  theorem  expresses  the  values  of  rf,  e'  in  terms  of  those  of 
df  e  viz. 

(3j/  =  rf,—  D,,    e,=  rf,/  —  D,.,     where  i  +  T  =  Z^  +  Zj  —  3. 

These  two  formulae  are  equivalent  to  one  only;  and  are  correct  for 
all  positive  integral  values  of  Z,  V,  including  zero. 

Another  theorem,  including  the  case  in  which  Jfj,  JIfg  have  inter- 
sections at  infinity,  which  are  disregarded,  is  as  follows:  If  any  series 
^  +  U  of  one-set  points  in  a  plane  is  divided  into  any  two  residual 
series  of  base -points  Q  and  B,  by  dividing  each  one -set  point  of 
Q  +  It  into  any  two  residual  base-points,  then 

^r  ^^t'~  -^i     *^^     ^i  ^  ^h' "~  A'  9     provided     i^,  ^ ,.  >  0. 

The  proviso  J?,^,.  >0  is  not  quite  sufficient;  it  is  to  be  under- 
stood as  meaning  that  the  prime  equation  of  any  one  of  the  one- set 
points  in  ^  +  i?  is,  for  curves  of  degree  I  +  V,  a  consequence  of  the 
derivates  of  that  equation  and  the  prime  equations  of  all  the  other 
one-set  points  and  their  derivates.  The  two  inequalities  are  not  equi- 
valent, the  first  giving  an  inferior  and  the  second  a  superior  limit 
for  dy  for  a  certain  range  of  values  of  V.  The  nearest  limits  are  ob- 
tained by  choosing  the  value  of  I  +  V  as  high  as  possible,  consistently 
with  J?,+r>0. 

10.  Of  the  properties  mentioned  above.  III,  IV  and  VI  are  only 
true  in  the  plane;  but  I,  II,  V,  VII  and  VIII  appear  to  be  true  for 
space  of  n  dimensions.  These  properties  are  all  closely  connected  with 
one  another  (with  the  exception  of  11  which  is  a  more  or  less  independ- 
ent proposition)  and  with  the  assumed  extension  of  Noether  s  theorem, 
viz.,  if  M  is  of  the  form  My^P^^  +  M^P^+  •  •  •  +  Mj^Pj^  whatever  point 
in  finite  space  be  taken  as  origin,  then  M=  M^X^+ M^X^-\-  ••• 
+  M,X,. 

I.  The  one -set  theorem.  In  space  of  n  dimensions  all  isolated 
points  of  intersection  of  M^,  M^,  •  •  •,  M^  are  one -set  points. 

I  have  succeeded  in  proving  this  for  the  "simple"  case,  although 
the  proof  has  not  been  published  and  is  too  long  to  be  given  here. 
From  this  and  other  evidence  I  infer  that  the  theorem  is  true  generally, 

dependent  conditions  for  an  ?-ic;  and  we  have  §  —  fj  +  ^'z  +  ^  =  4(^  +  1)  (^  +  2) 
for  all  positive  integral  values  of  {,  whether  an  {-ic  can  be  drawn  through  Q 
or  not. 
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and  that  it  may  be  regarded  as  the  most  fundamental  theorem  in  con- 
nection with  the  linear  equations  of  points  and  manifolds. 

The  '^simple"  case  is  that  in  which  ^  the  point  being  taken  as 
origin^  the  resultant  of  the  terms  of  lowest  degree  in  M^y  M^j  •••,  M^ 
does  not  vanish.  This  case  is  proved  by  a  direct  consideration  of  the 
g- equations  (as  in  1.  c.  4)  with  the  help  of  theorems  in  the  general 
(resultant)  theory  of  elimination.  A  proof  for  the  general  case  by  the 
same  direct  method  would  be  quite  impossible;  and  I  have  not  suc- 
ceeded in  deducing  it  from  the  corresponding  theorem  for  the  plane. 
There  is,  moreover,  a  striking  difference  for  the  "simple"  case  according 
as  we  are  dealing  with  the  plane  or  space  of  n  dimensions.  In  the 
plane  the  coefficients  tp^  ui  the  prime  equation  may  be  any  constants, 
but  in  n- dimensional  space  they  satisfy  definite  relations  which  are 
independent  of  the  coefficients  of  M^,  M^,  •  •  •,  Jf,. 

From  the  last  mentioned  property  it  follows  that  n  general  mani- 
folds M^  ==  M^  =  .  .  .  -a  M^  =-  0  drawn  through  a  given  one  -  set  point 
do  not  suffice  as  a  rule  to  determine  it;  but  have  a  higher  intersection 
at  the  point.  It  also  follows  that  the  whole  intersection  at  a  point 
of  more  than  n  independent  manifolds  Jlf ^  =  JIf,  =  •  •  •  =-  M^^Q  may 
be  a  one-set  point;  and  the  conditions  that  this  may  be  the  case  form 
an  important  subject  for  investigation.  Hence  III,  IV,  and  VI  of  §  9 
are  not  true  in  n  dimensions. 

II.  The  reasons  for  supposing  that  the  number  ^  of  independent 
linear  equations  of  the  one -set  point  at  the  origin  determined  by  M^, 
Jfj,  •  •  •,  M^  is  equal  to  the  multiplicity  \i!  of  the  solution  a^i  =  a;^  =  •  •  • 
=  rc^  =  0  in  the  complete  solution  of  the  equations  M^=^  M^^  •  •  • 
=  M^  =  0  are  practically  the  same  as  those  already  advanced  in  §  9  for 
the  case  w  =  2;  with  this  difference,  however,  that  we  can  only  show 
the  probable  correctness  of  the  inequality  ft'  ^  ft,  instead  of  actually  prov- 
ing it.  The  ft  equations  arise  from  the  fact  that  ft'  ordinary  points 
of  intersection  of  Jf^,  Jfj,  •  •  •,  M^  have  coalesced  in  some  way  at 
the  origin;  and  since  yJ  separate  ordinary  points  of  intersection  would 
only  supply  ft'  equations . for  the  coefficients  of  M ^  M^X^-\-  M^X^ 
+  . .  .  +  itf^X^,  it  seems  inconceivable  that  they  should  supply  more 
than  ft'  equations  by  becoming  coincident;  hence  f^'^ft.  It  is  to  be 
observed  that  the  ft  equations  supplied  by  any  point  of  intersection 
are  quite  independent  of  those  supplied  by  all  others,  assuming  M  to 
be  of  sufficiently  high  degree;  for  the  equations  are  linear  relations 
among  the  values  of  the  partial  differential  coefficients  (of  finite  order) 
of  M  at  the  point,  which  are  all  independent  of  one  another  for  any 
finite  number  of  points. 
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The  reasons  given  do  not  depend  in  any  way  on  the  points  of 
intersection  being  one-set  points,  so  that  the  correctness  or  incorrect- 
ness of  n  is  independent  of  that  of  I. 

The  following  examples  illustrate  I  and  U. 

Example  1.  The  intersection  of  a:i'»  +  *=»  a;^+^=  . . .  ==  a;Ji,+i=  0 
at  the  origin  is  a  one-set  point  whose  prime  equation  is  \i^...i  »  0. 
This  equation  and  its  deriyates  include  Qi  +  1)  (l^  +  1)  ...  (l^+  1) 
independent  equations. 

Example  2.  The  base -point  residual  to  the  giyen  base -point 
2Jtp^...j?^j...=- 0,  27^Y-^p9-  ."*  ®;  • '  •  ^^^  respect  to  the  one-set 
point  £«  jEfj^^...^  —  0,  where  ^i,  ^i,  •  •  •  are  the  highest  yalues  of 
Pf  q  •  •  •  which  occur  in  any  of  the  prime  equations,  is  the  base-point 
determined  by  the  manifolds 

For  the  base -point  residual  to  the  last  with  respect  to  the  one -set 
point  is  the  original  base-point,  its  prime  equations  being  obtained  by 
making  E  vanish  for  the  product  of  E z^^,,,x^^x^^  •••  with  each  of 
the  polynomials  x^^^\    •.,  a;>+S  2;f^^...a;,'f  a:,^-' •.-,  etc.  (§  9,V). 

Example  3.  To  find  the  prime  equation  of  the  one-set  point  at 
the  origin  determined  by  the  three  surfaces 

X^X^  +  X{^^X^O(^  -f  x^^^x^x^  J^x^^^Q, 

Considering  the  coefficients  of 

M^P^  +  M^P^  +  M^P,^Zz^^,x^Px,^x^% 
i.  e.,  of 

(x^x^  +  x^^)  Qq  +  l^x^  +  l^x^  +  l^x^  H ) 

+  (x^x^  +  x^^)  (hq  +  n^Xi  +  n^x^  +  7i^x^  +  -  •  •), 
we  see  that 

^400  ^  hy     ^040  "^  ^hy     ^004  "^  ^3?  ^111  =  ^i  +  ^2  +  ^3  5 
therefore 

The  deriyates  of  this  equation  are 

^300  "^  ^011?       ^080  ^  ^101?       ^003  "^  ^1107 
^200  ~  ^020  ^  ^002  ^  ^100  "^  %0  "^  ^001  "^  -^000  ^  ^• 

These  11  equations  are  satisfied  identically  by  the  coefficients  of 
M^P^  +  JIfjPj  -f-  M^P^'^  and  it  c^  be  shown  that  there  are  no  others. 
Hence  the  intersection  of  M^,  M^,  M^  at  the  origin  is  a  one -set 
point  of  multiplicity  11. 
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The  base -point  detennined  at  the  origin  by  the  four  surfaces 

is  the  base-point  of  highest  multiplicity  contained  in  the  one-set  point 
^400  +  ^040  +  ^004 "^  %i  which  lies  on  the  surface  x^x^x^^^O,  This  is 
the  3 -set  point  ^300  =  %i;  %o=^ion  -^oos  =  ^iio>  of  multiplicity  10. 

Example  4.  To  find  the  number  of  surfaces  which  are  necessary 
to  determine  the  one-set  point  z^^^  +  z^^  +  jer^^  =  0. 

The  derivates  are  if^oo  =  ^«o  =  «^oo«  ==  ^loo  =  %o  =  -^r^^^  =  -^ooo  =*  0. 
Hence  three  general  surfaces  through  the  point  are 

where  Osoo  +  «080  +  «oo8  =  *8oo  +  ^oso  +  ^oos  =  ^  +  ^oso  +  ^oos  =  0.  These 
relations  haye  no  effect  as  regards  the  number  it  is  required  to  find. 
The  three  surfaces  determine  a  one -set  point  at  the  origin  of  higher 
multiplicity  than  the  given  one,  the  prime  equation  of  which  may  be 
obtained  by  eliminating  the  arbitrary  parameters  inyolyed  in  z^^^y  Zq^q, 

^110?  ^021?  ^012 >  ^102 >  ^201?  %o>  %o^  ^111  >  ^40o>  ^040^  ^oo4>  whcre  M^Fi  +  M^P^ 
+  M^P^^Ez^^,x^^x^^x{. 

Four  general  surfaces  drawn  through  the  one -set  point  intersect 
in  a  2 -set  point  at  the  origin  whose  prime  equations  involve  z^^^,  z^^, 
^w»>  %u  ^101;  ^110?  oii«  ^«i^g  til®  equation  ^soo  +  %o  +  je?oo8  =  0. 

The  least  number  of  surfaces  that  will  suffice  to  determine  the 
given  one- set  point  is  five. 

V.  The  whole  of  §  9,  V  with  the  exception  of  the  last  paragraph 
but  one,  is  immediately  applicable  to  space  of  n  dimensions. 

VIL  The  excepted  paragraph  of  §  9,  V  together  with  §  9,  VII 
relate  to  properties  of  base -points  on  a  given  base -curve,  and  can  be 
extended  to  space  of  n  dimensions  by  taking  the  base -curve  C  to  be 
any  algebraic  space  curve.  For  the  part  of  C  in  the  neighbourhood 
of  any  particular  point  is  determinable  by  n  —  1  equations  in  x^, 
x^j  ' '  y  x^  (although  the  same  equations  may  not  serve  for  all  points 
on  C),  and  therefore  any  isolated  point  of  intersection  of  C  with  a 
manifold  Jf ^  =  0  is  a  one-set  point,  assuming  §  10, 1.  Hence  we  have 
the  following  properties: 

Two  one-set  points  determined  at  the  same  point  by  C,  M^  and 
C,  M2  respectively  are  residual  with  respect  to  the  one -set  point  de- 
termined by  C,  M^M^, 

K  Jtfi,  M^  are  drawn  through  any  base-point  on  C,  their  remain^ 
ing  intersections  with  C  at  the  point  are  coresidual  on  C. 

If  3/1,  Jfj  are  drawn  through  any  given  series  of  base -points  on 

20* 
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C  their  ^hole  remaining  intersections  with  C  in  the  finite  region  of 
space  are  coresidual  on  C, 

If  part  of  the  intersection  of  C^  M^  is  the  whole  intersection  of 
Cj  M^  in  the  finite  region  of  space  the  remaining  part  is  the  whole 
intersection  of  Cy  JIf,. 

VIII.  If  any  series  Q  +  R  oi  one -set  points  in  the  finite  region 
of  space  of  n  dimensions  is  divided  into  any  two  residual  series  of 
base-points  Q  and  JR^  by  dividing  each  one -set  point  oi  Q  -^  B  into 
any  two  residual  base-points^  and  if  d^j  d^,  2),  are  the  {-ic  defeciB,  and 
fjy  e{,  £,  the  I-ic  excesses,  o{  Q,  R,  Q  +  R  respectively,  then 

^/^d^— 7),    and    ^j^d/—Dpy    provided  -B,^,,>  0; 

the  proviso  E^^f,>0  being  understood  to  mean  that  the  prime  equation 
of  any  one  of  the  one-set  points  of  Q  -f-  jR  is,  for  manifolds  JIf  »  0 
of  degree  I  -f  T,  a  consequence  of  the  derivates  of  that  equation  and 
the  prime  equations  of  all  the  other  one -set  points  and  their  derivates. 
The  proof  of  this  is  exactly  similar  to  that  given  in  L  c  2,  by 
assuming  the  one- set  theorem  for  it  dimensions.  The  inequalities  may 
be  changed  to  equalities  when,  and  only  when,  E^+  E^^  Q  +  R*). 
For,  from  the  relation 

we  have 

Q-e,+  d,^Q  +  R^E,  +  D,. 


and 

and«  by  adding. 

i.  e., 

therefore 


R-fr'-^ilr'^Q-  R-Er-i-  D^: 

\e/  -  </,  -^  7),^  -r  .  f*,—  (//  -/),>  =  0: 
e/  =  rf,  —  D,    and  e^  «=  rf^  "~  A  ■ 


If  ^  -|-  if  is  the  whole  intersection  of  an  algebraic  curve  C,  re- 
quiring more  than  n  —  1  equations  for  its  complete  determination^  and 
a  manifold  J/^  =  0,  the  conditions  E^—  E^^  Q  —  R,  £.—  £,>  0  are 
not  in  general  satisfied  for  any  values  of  /.  T:  but  they  are  satisfied 
for  all  values  of  /.  T  in  the  following  ease: 

If  the  N  manifolds  Jfj  ==  J/^  =  •  -  •  =  Jf,  =  0.  of  degrees  /^.  ij.  •  •  -, 
/  «  have  no  intersection  at  infinitv    i.  e.  if  the  resultant  of  the  terms 


•^  Wfcrti  IT  —  £".  =  V  -r  *  **i*  »>"^J  powibW  rmlw  of  K.  ^     >  0  i»  l. 
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of  highest  degree  in  Jf^,  M^,  •••,  M^  does  not  yanish),  and  if  ^  +  It 
(==  Zj,  i,,  •••,  ZJ  is  their  whole  intersection^  then 

c,/  ==  (^  —  D,  and  6^  =  d/  —  D^,  where  I  +  V  =Zi  +  Zj  H +  Z„  —  m  —  1. 

We  will  prove  that  E^+  Ey^  Q  +  B  and  iS?,^,,  >  0  (in  the  sense 
ascribed  above)  by  assuming  the  extensions  of  Noether's  theorem  men- 
tioned in  §  1.  The  condition  that  M^^  M^,  •  •  -y  M^  have  no  inter- 
section at  infinity  ensures  two  things:  1)  Jfj,  JJf,,  •  •  •,  M^  have  none 
but  isolated  points  of  intersection,  and  the  intersection  of  any  k  of 
them  is  of  n  —  k  dimensions  only,  for  otherwise  the  intersection  of 
Jfj,  M^,  ' ' ',  M^  would  contain  a  manifold  of  dimensions  ^  1,  and 
would  include  points  at  infinity;  2)  any  polynomial  of  degree  {  of 
the  form  jM^Xi  +  -Sf,^  -f  •  •  •  -j-  -Sf^X^  can  be  so  expressed  that  each 
of  the  terms  M^X^^  •  •  •,  Mj^Xj^  is  of  degree  ^  L  This  may  be  proved 
by  induction.  It  is  sufficient  to  show  that  if  Jf^X^  is  of  higher 
degree  than  M^  M^X^-\'  M^X^  +  •••  +  M^ X^ ,  and  of  as  high 
degree  as  anyone  of  the  terms  M^X^y  M^X^y  ••*,  ^n^nj  ^^^  ^^® 
degree  of  M^X^  can  be  lowered  without  increasing  the  degree  of  any 
other  term.  Take  aU  the  terms  in  M  which  are  of  the  same  degree 
as  M^X^y  viz.,  M^X^  +  M^X^+  •  •  •  -f  M^X^.    Then  we  must  have 

M^'x^'  +  M^'x^'+  ...  +  jf;x;  =  o, 

where  Jf/,  X/  (f  ==  1,  2,  •  •  -,  n)  are  homogeneous  polynomials  formed 
by  the  terms  of  highest  degree  in  Jf^,  X^.    By  making  the  substitution 

the  identity  becomes  one  in  non-homogeneous  polynomials  with  n  —  1 
variables  ar^,  x^y  -  •  -,  ^„_i,  viz. 

jtf^(ox/o+  jtfj(0X2W+  . . .  +  Jf^wx^t')^  0. 

Now  M^^^\  ^i^*\  '  '  'y  ^n'^  cannot  vanish  simultaneously  (since  the  re- 
sultant of  -Sf/,  M^'y  '  •  -y  M^  does  not  vanish),  and  consequently  any 
k  of  them  intersect  in  a  manifold  of  (w  —  1)  —  A;  dimensions  only. 
Hence,  by  the  extensions  of  Noether  s  theorem, 

X/')  =  M^^')  Xj'W  +  . . .  -f  Mj^')  x;('), 

where,  as  only  n  •—  1  variables  are  involved,  and  M^^^\  M^^^\  •  •,  M^^^ 
have  no  intersection  at  infinity,  we  may  assume  that  no  term  on  the 
right  hand  is  of  higher  degree  than  X^^*\  Making  this  identity  homo- 
geneous by  means  of  the  relation 

we  have 
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where  X^',  M^\  •  •  •,  M^  are  the  same  as  above,  and  each  of  the  terms 
on  the  right  hand  is  of  the  same  degree  as  X^'.     Hence  also 

x,  =  Jif,x,"+  . . .  +  jf,x;'+  X,", 

where  X/'  is  of  less  degree  than  Xj .  If  now  we  substitute  this  value 
for  Xi  in  M^Xy^  +  Jf^X,  +  •  •  +  Jlf„X„  the  result  will  be  to  lower 
the  degree  of  the  first  term  from  M^X^  to  M^X^'  without  increas- 
ing the  degree  of  any  other  term. 

Let  C(h,  I)  denote  the  total  number  of  independent  linear  equations 
of  the  intersection  of  Jf^,  M^,  •  •  •,  Jf^  in  respect  to  manifolds  Jf  =  0 
of  degree  l,  that  is,  the  total  number  of  independent  linear  equations 
identically  satisfied  by  the  coefficients  of  Jf^Xi  +  JtfjX,  +  •  •  •  +  ^k^ky 
where  Xj,  X^,  •  •  •,  X^^  are  arbitrary  polynomials  of  degrees  I  —  l^ 
l  —  liy  •••,  I —  Ik-  (Thus  C{n,l)  is  the  number  of  independent  con- 
ditions supplied  by  Q  +  R  for  i-ics,  i.  e.,  C{n,l)  =- Q  +  R  —  E^.) 
Suppose  JfiXi+  •••  -f  ilf^^X^  to  satisfy  such  further  conditions  that 
it  takes  the  form  Mil\+  •  •  •  +  M,^_^  Yk-i-  ^^^  ^h^s»  i*  ^^  necessary 
and  sufficient  that 

x,=  M,x,'  +  M,x,'+  • . .  +  M,_^  x;_i. 

Hence,  since  Xj^  is  of  degree  I  —  i^^,  the  number  of  independent  con- 
ditions that  its  coefficients  must  satisfy  is  (.'  (A*  —  1 ,  I  —  i^).  As  none 
of  these  can  be  irrelevant,  there  must  be  a  precisely  equal  number  of 

independent  conditions  satisfied  by  the  coefficients  of  M^  X^-\ h  3/^  X^ 

in  order  that  it  may  take  the  form  JH/j  Y,  +  •  •  +  M^^^  i^jt_i.  Hence 
we  have 

C{k-l,l)=  C{lc,  I)  +  C{k  -1,1-  I,), 
or 

C{k,  I)  =  V{k  -  1,  0  -  Gik  -I,  I-  l^). 

Let  I\  hi  the  power  series  in  a;  in  which  the  coefficient  of  x*  is 
C(k,l).    Then 

=  (1  -  a^k)  ,;i  _  a^i_i)  ...  (1  _  3^)t\ 

=  (1  -  a^)  (1  -  a^)  ...  (1  -  u^Jt)  (1  -  xy-K 

Thus  C{k,  I),  being  the  coefficient  of  a:*  in  f\,  is  a  number  depending 
only  on  I,  1^,  ■  •  •,  i^,  «.     Now 

Q  +  R-E,=  Cin,l) 

=  coefficient  of  a;*  in  (1  —«'«).•.  (1  —  x'n)  (1  —  a;)~"~ '. 


C.  Vortrl^e  in  den  SekiionsBitzungen:  Macanlaj.  311 

Hence  we  have 

g  +  R  —  E^^  sum  of  first  I  +  1  coefficients  in  77(1  +  a;  +  -  +  a^*-^); 

and 

^  +  7i  —  JS?,.  =  sum  of  first  V  +  I  coefficients  in  77 

-=  sum  of  last  V  +  1  coefficients  in  77 ; 

and^  by  adding, 

2(G  +  ii)  — -Ei-J5r=  sum  of  all  coefficients  in  n-^lJ^-l^^Q  +  Rj 

i.  e. 

Et+E,^Q  +  R. 

Also 

Et+t'^'  1- 

It  follows  from  the  above  that  E^  is  equal  to  the  number  of 
factors  o{  x^^'^x^^"^  •"  x^^fi'^  of  degree  exceeding  L  We  obtain 
Gayley's  theorem  from  this  if  we  take  n  equal  to  2  and  {  to  be  not 
less  than  l^  or  l^. 

It  has  still  to  be  shown  that  the  prime  equation  of  any  one -set 
point  of  Q  -f  72  is  a  consequence  of  aU  the  remaining  linear  equa- 
tions of  ^  -h  72  in  respect  to  an  J(f  of  degree  i^  -f- 1,  H h  Z,  —  n  —  1. 

Take  the  origin  at  any  one  of  the  points,  and  let  the  coefficients  of  M 
satisfy  all  the  linear  equations  oi  Q  +  R  with  the  exception  of  the 
prime  equation  of  the  one-set  point  at  the  origin.  Now  MM'  con- 
tains the  whole  one -set  point  at  the  origin  provided  M'  contains  the 
base-point  residual  to  that  which  M  contains  (§  9,  V),  which  is  of 
multiplicity  1,  and  therefore  an  ordinary  point.     Hence  we  have 

x^M  =  0     (mod.  M^y  M^,  •  •  •,  JlfJ,         (i  =»  1,  2,  •  •  •,  n); 

and  it  is  required  to  prove  that 

JIf  =  0     (mod.  M^,  M^,  . . .,  MJ. 
Let 

x,M^X,,M,+  X,,M,+  . . .  +  X,,M„        (i=.  1,  2,  ...,  n). 
Then 

x,(X,,i¥,-fX,,J/,+  ...  +  X.,3/J  =  x,(X,,.¥,-fX,,itf,  +  ...+ 

i.  e. 

(x^X^,  ~  Xi  Xi,)  M,  =  0     (mod.  M^,  •  • .,  JfJ; 
therefore 

•^•^11 "~  ^1  ^i«=  ^     (mod.  jJf,,  •  •  •,  Jf J. 

Putting  ^Tj  ==  0,  and  writing  X/i,  M{  for  the  values  taken  by  X^,  M^, 
we  have 

x, Xn  ^  0     (mod.  JJf,',  •  • .,  M^),        (i  -  2,  •  •  -,  n). 

Here,  since  Ji/a't  '  '   >  ^n   ^*^®  ^^  intersection  at  infinity  (this  being 
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ensured  by  originally  substituting  ^iCi  +  •  *  •  +  K^n  ^^^  ^i  ^  ^®®^  ^®)> 
and  Xii  is  of  degree  ig  +  •  •  •  +  i^  —  (n  —  1)  — - 1,  we  have,  by  assuming 
the  theorem  for  »  —  1  variables*), 

Xi'i=0    (mod.  JIf,',  •••,  M;\ 
i.  e. 

^11  =  ^1  ^1     (mod.  Jf„  . . .,  JfJ; 
but 

x^M  —  Xji Jfj  =  0     (mod.  Jf„  •  •  •,  jJfJ; 
therefore 

x^  (Jlf  -  Xi JtfJ  =  0     (mod.  Jf,,  . . .,  JfJ, 

Jf-XiJlfi  =  0     (mod.  Jlf„    ..,  JfJ, 

Jf  =  0    (mod.  Jfi,  Jlf„  .  .,  Jf  J 

*)  The  theorem  is  proved  for  two  variables  in  1.  c.  2. 


KHrzeste  Wege  im  komplexen  Gebiet. 

Von 
E.  Study  aus  Bonn. 


Ahnliche  Eigenschaften  wie  die  quadratischen  Formen  haben  be- 
kanntlich  die  stets  reellwertigen  sogenannten  Hermiteschen  Formen^ 
namlich  bilineare  Formen  \Za^j^  x^  x^  (i,  h^  1,2,  -  -  ,  n)  mit  konjugieri- 
komplexen  Veranderlichen  x^,  35 ^  und  konjugiert-komplexen  Koeffizienten 
^ik  ^  ^ki  ^^^  woUen  nun  zeigen,  dafi  man  onter  gewissen  Einschran- 
kungen  aus  einer  solchen  Form  eine  Art  der  MaBbestimmong  ableiten 
kann,  die  verwandt  ist  der  von  Cay  ley  aus  einer  quadratischen  Form 
abgeleiteten  sogenannten  projektiyen  MaBbestimmung,  sich  aber  yon 
dieser  dadurch  unterscheidet^  daB  die  Entfemung  zweier  Punkte  in 
dem  zu  betrachtenden  komplexen  Gebiet  stets  reell  ist.  Wir  werden 
so  zu  drei  Hauptarten  reeller  Mafigeometrie  im  komplexen  Gebiet 
kommen,  die  durch  die  Worte  elliptisch,  parabolisch,  hyperbolisch  unter- 
schieden  werden  konnen  und,  bei  reellen  Werten  der  Koeffizienten  a^^, 
im  reellen  Gebiet  in  die  gewohnlich  ebenso  bezeichneten  Arten  yon 
Geometrie  konstanten  Biemannschen  KrtimmungsmaBes  ilbergehen.  Da 
der  zu  erklarende  Entfemungsbegriff  mit  den  Pradikaten  ^grofier'^  und 
y^einer'*  •  yerbunden  werden  kann^  so  wird  mit  dieser  Erweiterung 
der  reellen  Geometrie  eine  Ausdehnung  des  Satzes  yon  der 
Geraden  als  kiirzestem  Weg  auf  das  komplexe  Gebiet  ge- 
funden  sein. 

Wir  behandeln  etwas  eingehender  nur  den  in  yieler  Hinsicht  wich- 
tigsten  „eUiptischen"  Fall,  in  dem  die  Hermitesche  Form  definit  und 
zwar  positiy  ist,  und  also  bekanntlich  durch  lineare  Transformationen 
in  die  Gestalt 

X^X^  +  ^1  ^2  _[-..._[_  X^X^ 

Ubergefiihrt  werden  kann.     Setzen  wir  dann  zur  Abkiirzung 
{xy)  -  (yx)  -  2]a,,x,yj,     { a,^  ^  a,,) , 
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im  genannten  besonderen  Falle  also 

i^y)  =  (y^)  -^iyi  +  "'  +  ^nVny 

so  ist  der  BegriflF  der  („elliptiBchen  Hermiteschen'*)  Entfernung 
zweier  Punkte  x,  y,  namlich  zweier  Punkte  mit  den  homogenen  kom- 
plexen  Koordinaten  x^:x^:  "i  x^,  Vi  '  y%  '  " '  '  ynf  durch  die  Formel 

(:c,y)  =  2arccos    X"--?—      mod.2:r  (1) 

erklart.  Man  sieht  hieraus,  dafi  in  der  Tat  zwei  beliebige  Punkte  im 
komplexen  Gebiet  eine  stets  reelle  Entfernung  (Xy  y)  erhalten.  Diese 
ist  reell-periodisch  mit  der  Periode  2;r  und  iibrigens  bis  aufs  Vorzeichon 
bestimmt.  Sie  fiihrt  zu  folgendem  Ausdruck  fUr  das  Quadrat  des 
Bogenelementes: 

J  2 A  (^^'  (dxdx)  —  (xdx){xdx) 

""  {xxY 

Zerspaltet  man  hier  die  komplexen  yerander^cIlen  und  deren  Zuwiichse 
in  ihre  reellen  und  rein  imaginaren  Bestandteile^  so  erhalt  man  eine 
wesentlich  positive  quadratische  DiflFerentialform,  die,  in  bekannter  Weise, 
eine  besondere  Art  der  Geometrie  in  dem  (2n  —  2)-dimensionalen 
„realen"  Gebiet  definiert,  dessen  Raumelement  der  Punkt  des  komplexen 
Gebietes  w**'  Stufe  ist.  Nattirlich  bleibt  noch  nachzuweisen,  daB  durch 
geeignete  Integration  —  langs  geodatischer  Linien  —  aus  dem  Aus- 
druck fiir  ds  wieder  eben  die  zuvor  erklarte  Funktion  (a;,  y)  hervor- 
geht;  andemfalls  wUrde  der  Name  ,,Entfemung''  fiir  diese  nicht  gerecht- 
fertigt  sein. 

Die  Art  der  Geometrie,  zu  der  wir  hier  gelangt  sind,  hat  nun 
sehr  bemerkenswerte  Eigenschaften.  Sie  gehort  nicht  zu  denen  von 
konstantem  Riemannschem  KriimmungsmaB ;  sie  schlieBt  aber  gewisse 
besonders  einfach  erklarte  Mannigfaltigkeiten  ein,  die  ein  konstantes  Rie~ 
mannsches  KrtimmungsmaB  haben.  Wenn  z.  B.  die  Hermitesche  Form 
in  der  angefiihrten  speziellen  Gestalt  gegeben  ist,  oder  iiberhaupt  reelle 
Koeffizienten  hat,  so  hat  die  Gesamtheit  der  reellen  Punkte  (eine  n  — 1- 
dimensionale  Mannigfaltigkeit)  daH  konstante  KriinimungsmaB  |.  Die 
konstruierte  Hermitesche  Mafibestimmung  reduziert  sich  dann  im 
reellen  Gebiet  auf  eine  gewohnliche  Cayleysche,  und  zwar  auf  eine 
sogenannte  elliptische  MaBbestimmung. 

Greift  man  femer  aus  dem  komplexen  Gebiet  die  oo^  Punkte  einer 
beliebigen  Geraden  heraus,  so  hat  man  vor  sich  eine  zweidimensionale 
Mannigfaltigkeit  vom  KrummungsmaB  Eins.  Die  MaBbestimmung  f&r 
die  Punkte  dieser  Geraden  ist  nicht  wesentlich  verschieden  von  der 
gewohnlichen  spharischen  MaBbestimmung. 
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Der  Ort  aller  Ponkte  y  namlich,  die  yon  einem  gegebenen  Punkte 
X  die  Entfemimg  =  %  mod.  2n  haben,  ist  eine  —  im  komplexen  Ge- 
biete  (2n  —  4)-dimensionale  —  lineare  Mannigfaltigkeit,  die  ^absolute 
Polare"  des  Punktes  x,  dargestellt  durch  die  einfache  Gleichung 

{Sy)  -  0, 
und  diese  schneidet  jede  durch  x  gelegte  Gerade  in  einem  von  x  ver- 
Bchiedenen  Punkte  Xj  der  zu  a:  in  umkehrbarer  Beziehung  steht.  Die 
oo*  Punkte  irgend  einer  Geraden  werden  daher  in  bestimmter  Weise 
gepaart.  Man  kann  dann  das  komplexe  Gebiet  der  Geraden  so  auf 
eine  Riemannsche  Kugelflache  vom  Radius  Eins  abbilden,  dafi  die 
Bilder  gepaarter  Punkte  ar,  x  einander  auf  der  Kugel  diametral  gegen- 
Uberliegen.  Die  Entfemung  zweier  Punkte  x,  y  wird  dann  identisch 
mit  dem  spharischen  Abstande  ihrer  Bildpunkte.  Die  geodatischen  Li- 
nien  auf  der  Bildkugel  sind  nun  die  grofiten  Kreise;  und  diese  sind  die 
Bilder  gewisser  oo*  Staudtscher  Ketten,  die  in  bezug  auf  die  einge- 
fQhrte  Mafibestimmung  ebenfalls  geodatisch  sind^  zunachst  auf  der  be- 
trachteten  Geraden. 

Es  gibt  also  auf  jeder  reellen  oder  imaginaren  Geraden 
einen  einzigen  kiirzesten  Weg  zwischen  je  zwei  verschiede- 
nen  Punkten  x,  y,  die  nicht  ^konjugiert",  d.  h.  nicht  durch 
die  Gleichung 

(xy)  =  0  =  {xy) 

verbunden  sind;  und  dieser  Weg  liegt  auf  einer  bestimmten 
unter  den  (x>^  Staudtschen  Ketten,  durch  die  man  die  beiden 
Punkte  verbinden  kann.  Seine  Lange  ist  der  absolut  kleinste 
Wert  der  Entfemung  der  beiden  Punkte. 

Die  beschriebenen  speziellen  Ketten,  die  wir  Normalketten  nennen 
wollen,  lassen  sich  sehr  leicht  angeben.  Sie  sind  erschopfend  dadurch 
charakterisiert,  daB  ihre  Punkte  vermoge  der  Gleichung  (xx)  =  0  ge- 
paart sind.  Um  zwei  gegebene  (z.  B.  nicht  konjugierte)  Punkte  x,  y 
durch  eine  Normalkette  zu  verbinden,  wahle  man  die  —  nur  bis  auf 
einen  komplexen  Faktor  bestimmten  —  Koordinaten  etwa  des  Punktes 
y  so,  dafi  die  Gleichung 

(xy)  =  (xy) 

besteht,  der  Ausdruck  (xy)  also  reell  wird.  Bedeuten  dann  6  :  t  reelle 
Verhaltnisgrofien,  so  liegt  der  Punkt 

z  =  6x  +  ry 
(d.  h.   der  Punkt  mit   den  homogenen  Koordinaten  z^  =  6Xf  +  ryj   auf 
der  X  und  y  verbindenden  Normalkette,    und  diese   ganze  Kette  wird 
gefunden,  wenn  man  6  :  x  variiert. 
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Der  kiirzeste  Weg  auf  der  Verbindungsgeraden  iweier 
nicht  konjugierter  Punkte  ist  nun  der  Uberhaupt  kiirzeste 
Weg  zwischen  diesen  Punkten.*) 

Wir  yerzichten  hier  auf  die  Wiedergabe  des  Ubrigens  einfachen 
Beweises  ftlr  diesen  grondlegenden  Satz  and  bemerken  nur,  dafi  dieser 
Beweis  mit  Hilfe  der  nahe  liegenden,  fQr  drei  beliebige  Punkte  x,  y,  z 
geltenden  Ungleichung 

I  {xx)    (xy)    {xz)   I 

I  (y^)    (yy)   (y^)  i^o 

.  (za^)     (zy)    {zz)  i 
geftihrt  werden  kann. 

Es  hat  sich  also  herausgestellt^  dafi  die  geodatischen  Linien  in  der 
betrachteten  (2n  —  2)-dimensionalen  Mannigfaltigkeit  eine  sehr  einfache 
Beschaffenheit  haben.  Sie  sind  samtlich  geschlossen  und  sie  haben 
alle  die  gleiche  Lange  2n.  'Obrigens  haben  nicht  nur  die  Normal- 
ketten  eine  einfache  Bedeutung  fQr  unsere  Geometrie,  sondem  die 
Staudtschen  Ketten  iiberhaupt.  Jede  solche  liegt  auf  einer  bestimmten 
Geraden,  und  sie  kann  daher,  wie  ein  Blick  auf  die  Bildkugel  zeigt^ 
auf  zwei  Arten  als  ein  (spezieller)  geodatischer  Kreis  aufgefafit  werden. 

Bemerkenswerte  Eigenschafken  haben  die  sogenannten  geodati- 
schen Flachen**)  in  unserem  (2  n  — -  2) -  dimensionalen  „Hermite- 
schen"  Raume.  Zu  ihnen  gehoren  zunaehst  die  (X)***"**  Geraden  im 
komplexen  Gebiet.  Jede  yon  diesen  ist  selbstyerstandlicherweise  auf 
oo*  Arten  geodatische  Flache.  Sie  enthalt  <x)^  Staudtsche  Ketten, 
darunter  oo*  Normalketten,  deren  je  zwei  verschiedene  einander  in  zwei 
Punkten  schneiden.  Alle  dbrigen  geodatischen  Flachen,  deren  Mannig- 
faltigkeit rx)^«-io  ist  (w  >  2),  enthalten  genau  rx)^  Staudtsche  Ketten 
(deren  je  zwei  einander  in  einem  Punkte  schneiden),  und  sie  sind 
hierdurch  yollkommen  charakterisiert.  Unter  ihnen  befinden  sich  ins- 
besondere  oo^'*""  solche,  deren  samtliche  Staudtsche  Ketten  Normal - 
ketten  und  also  geodatische  Linien  sind.  In  jeder  einzelnen  unter  diesen 
reduziert  sich  die  Hermitesche  Mafibestimmung  auf  eine  gew5hnliche 
Cayleysche  und  zwar  elliptische  Mafibestimmung  vom  Kriimmungs- 
mafi  }.  Jede  von  ihnen  ist  nattirlich  ebenfalls  auf  oo*  Arten  geoda- 
tische Hache  (wahrend  die  iibrigen  Flachen  mit  oc-  Ketten  nur  auf 
je   eine    Art   geodatische    Flachen    sind).      Das    Quadrat    des    Bogen- 

*)  Zwischen  zwei  konjugierten  Punkten  gibt  es,  wie  auf  der  Bildkugel,  oo' 
kf&rzeste  Wage,  die  alle  dieselbe  L&nge  n  haben. 

**)  Ubrigens  empfehlen  sich  statt  der  Worte  „Linie"  und  „  Flache"  in  dienem 
Znsammenhange  andere.     Vergleiche  die  am  SchluHie  genannte  Abhandlung. 
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elementes  auf  einer  geodatischen  Flache^  die  nicht  zu  den  genannten 
QQ4fi-8  gehort,  hat  die  filr  gewisse  (nur  ideal-geschlossene,  namlich 
glockenformige)  Umdrehungsfiachen  des  gewohnlichen  Raumes  charak- 
terifltische  Form: 

ds'  =  rfu«  +  4  Bin*  I  j  1  -  t«  sin*  J)  dv\ 

wo  die  Konstante  Py  die  stets  <  1  ist^  mit  der  KrUmmung  Kq  der 
geodatischen  Flache  in  deren  Centrum"  oder  ,^abelpunkt"  durch  die 
Gleichung  zusammenhangt 

4  JCo  =  1  +  3** 
Diese  ErUmmung  £9^  also  das  Riemannsche  KrUmmungsmaB^ 
das  zu  irgend  einem  BUschel  Yon  Fortschreitungsrichtungen  gehort^  ist 
andrerseits  gegeben  durch  die  Formel 

wo,  nach  Bezeichnung  zweier  der  (x>^  Fortschreitungsrichtungen  durch 
die  Symbole  d  und  d, 

A  =-  {x£)  '  I  (xx)  (dxdx)  (dx  8S)  \ , 

{3£x)     (xdx) 


{dxx){dx83o) 


{dSx){dx8x) 


niemals  negative  Grofien  bedeuten.  K^  yariiert  also  zwischen  den 
Eitremen  1  und  \.  Die  Extreme  selbst  entsprechen  den  cx)*"""** 
Geraden  (-4  =  0)  und  den  anderen  oo®"-"  geodatischen  Flachen  {B^0\ 
die  konstantes  KriimmungsmaB  und  00*  Zentra  oder  Nabelpunkte  haben. 
Aus  dem  Bogenelement  entwickelt  man  ohne  MUhe.  die  ganze  Reihe 
von  Begriffen  und  Ausdrucken,  deren  Anfangsglieder  das  Flach en- 
element  und  das  dreidimensionale  Yolumenelement  sind.  Bei- 
spielsweise  findet  sich  fiir  das  Flachenelement  die  Formel 

{ds.ds.sm(ds,a«)}»-16Ai^. 

die  Gesamtflache  einer   znm  Parameter  k*  (s.  oben)  gehdrigen  geoda- 
tischen Flache  wird  danach 

'  '^       «•)  (1 -«;•«•)  '     —      —     " 


wobei  der  oben  nicht  auftretende  Grenzfall  fc*  «  1  der  der  Geraden  ist. 
Das  letzte  Glied  in  der  genannten  Reihe  liefert,  gehorig  integriert, 
das    GesamtYolumen    des    als   elliptischer  Hermitescher  Raum    be 
trachteten  (2n  —  2)-dimensionalen  komplexen  Gebietes 
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(n  ~  1)! 

Wir  gehen  nicht  weiter  auf  Einzelheiten  ein,  sondem  wenden  una 
jetzt  zur  Betrachtung  einiger  allgemeiner  Probleme  der  Gruppen- 
theorie,  die  mit  unserer  Mafigeometrie  zusammenhangen. 

Wir  verlangen,  alle  im  (2n  —  2)-dimeiisionalen  Gebiete  analytischen 
Transformationen  zu  bestimmen,  die  irgend  eine  der  folgenden  Eigen- 
schaffcen  haben: 

1)  Die  Transformationsgleichungen  sollen  die  Gleichung 

nach  sich  ziehen. 

2)  Sie  sollen  irgend  eine  Gleichung  der  Form 

nach  sich  ziehen. 

3)  Sie  soUen  geodatische  Linien  (Normalketten)  in  ebensolche 
aberftthren. 

Im  Falle  1)  zunachst  lafit  sich  onschwer  einsehen,  daB  die  frag- 
lichen  Transformationen  entweder  Kollineationen  oder  Antikolli- 
neationen  sein  miissen  (nach  Segres  Ansdruck),  d.  h.  dafi  sie  in  einer 
der  beiden  Formen 

sich  miissen  schreiben  lassen.  Die  explizite  Darstellung  aUer  der  ver- 
langten  Transformationen  ergibt  sich  dann  aus  einer  Untersuchung  des 
Herm  A.  Loewy.*)  Man  kommt  zu  dem  folgenden  Resultat,  das 
librigens  von  Herm  Loewy  nicht  ausgesprochen  worden  ist: 

Die  Transformationen,  die  das  Problem  1)  losen,  bilden  eine  so- 
genannte  gemischte  Gruppe  (G„»_i;  fl^i_i),  deren  beide  Scharen  ab- 
geschlossene  (n*  —  l)-dimensionale  Kontinua  bilden.  Beide  Arten 
von  Transformationen  lassen  auch  die  Entfemung  endlich-verschiedener 
Punkte  ungeandert.  Sie  sind  also  analog  den  Bewegungen  und  Um- 
leguiigen  (entsprechend  den  Begriffen  Kongruenz  und  Symmetric) 
im  spharischen  Raume,  und  konnen  daher  durch  die  gleichen  Worte 
(mit  einem  zur  Unterscheidung  dienenden  Zusatz)  bezeichnet  werden. 
Die  kontinuierliche  Gruppe  6r^'_i  der  Bewegungen  im  eUiptischen 
Hermiteschen  Baume  ist  nicht  nur  transitiv,  sondem  uberdies  auch 
primitiv  und  einfach.**) 

*)  Cber  bilineare  Formen  mit  konjugiert-imaginaren  Variabeln.  Halle  1898, 
Acta  Leopoldina  LXXI  Nr.  8. 

**)  Sie  stellt  cinen  bis  jetzt,  wie  es  scheint,  nicbt  beuierkt^n  Typus  der  Zu- 
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Die  Aufgaben  2)  und  o)  konnen  nunmehr  mit  einem  Worte  er 
ledigt  werden,  wenn  auch  im  Falle  2)  der  hier  nicht  wiederzugebende 
Beweis  einige  Umstande  macht.  Abgesehen  namlich  yon  dem  ein- 
fachsten  Falle  n  »  2,  der  eine  evidente  Ausnahme  bildet,  gilt  der  be- 
merkenswerte  Satz,  daB  die  Tollstandige  Losung  auch  dieser  Aui- 
gaben  durch  die  Gruppe  (G„a_i,  -ffn«.i)  geliefert  wird.  In  bezug  auf 
diese  beiden  Probleme  2),  3)  der  konformen  und  der  geodatischen 
Abbildung,  wie  wir  una  kurz  ausdrUcken  konnen,  hat  also  unser  qua- 
dratischer  DiflFerentialausdruck  rfs*  ein  anderes  (und  zwar  allgemeineres) 
Verhalten  als  das  Bogenelement  einer  Mannigfaltigkeit  konstanten  Rie 
mannschen  KriimmungsmaBes. 

Eine  weitere  interessante  Frage,  die  sich  hier  anschliefit,  ist  die, 
ob  es  nicht  moglich  sein  wird,  in  einem  h5heren  Raume  konstanter 
Kriimmung  eine  reelle  (2n  —  2)-dimen8ionale  Mannigfaltigkeit  so  an- 
zugeben,  dafi  die  gewohnliche  —  Euklidische  oder  Nicht-Euklidische 
—  Geometric  auf  dieser  Mannigfaltigkeit  mit  der  hier  betrachteten 
dbereinstimmt.  Dies  lafit  sich  in  der  Tat  auf  mannigfache  Art  erreichen. 
Es  laBt  sich  z.  B.   im  Euklidischen   Raume   von  n^  —  1   Dimensionen 

eine    rationale    Mannigfaltigkeit    Jlf2„_2    von    der    Ordnung    (^_I"j) 

finden,   die   der   genannten  Forderung  genUgt.     Sie  verlauft  auf  einer 

spharischen  Mannigfaltigkeit  vom  KriimmungsmaB  ■.     _  y  und  ist  auf 

das  komplexe  Gebiet,  unter  Gleichheit  entsprechender  geoda- 
tischer  Abstande,  vollkommen  eindeutig  umkehrbar  und  stetig  ab- 
gebildet.  Alle  Transformationen  von  G^„»«i  z.  B.  werden  durch 
diese  Abbildung  als  Euklidische  Bewegungen  wiedergegeben. 
Die  komplexen  Gebiete  aller  Geraden  erscheinen  als  Kugeln 
vom  Radius  Eins.  Die  groBten  Kreise  auf  diesen  Kugeln  sind  die 
Bilder  der  Normalketten;  sie  sind  die  geodatischen  Linien  auf  M^^^^- 
Yon  den  angestellten  Betrachtungen  lassen  sich  gruppentheoretische 
Anwendungen  machen,  die  auch  fiir  die  Funktionentheorie  von  Bedeu- 
tung  sind.  Nach  einer  bekannten  Bemerkung  der  Herren  Loewy  und 
Moore  laBt  jede  endliche  Gruppe  linearer  Transformationen  (min- 
destens)  eine  iiberall  positive  Hermitesche  Form  (und  natiirlich  auch 
deren  reelle  Vielfache)  in  Ruhe.  Daraus  folgt  nunmehr,  daB  jeder 
endlichen  Gruppe  von  Kollineationen  eine  holoedrisch  iso- 
morphe  Gruppe  reeller  Euklidischer  Bewegungen  zugeordnet 
werden  kann.     Es  folgt  also,  daB  die  reelle  Euklidische  Geometric, 

9 

aammeneetzung   reell-einfacher   Gruppen    dar.     Vgl.    die   am    Schluese   erwtt,hnte 
ausfuhrlichere  Darstellung. 
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gen^gend  entwickelt,  bereits  die  ganze  Theorie  der  endlichen  KoUinea- 
tionsgrappen  einschliefien  wird. 

Femer  ergibt  sich  aus  dem  Vorgetragenen,  daB  man  fiir  alle  end- 
lichen  Kollineationsgrappen  mit  YoUkommener  Prazision  Fundamental- 
bereiche  in  der  Weise  definieren  kann,  wie  es  Herr  F.  Klein  im 
einfachsten  Falle  n'^2  ausgefOhrt  hat. 

Das  Gesagte  lafit  sich,  mutatis  mutandis^  auf  den  Fall  iibertragen^ 
wo  die  zugninde  gelegte  Hermitesche  Form  in  der  Gestalt 

X^X^  —  OJj  ^2         '"  ""  ^n^n 

geschrieben  werden  kann.  Das  komplexe  Gebiet  wird  dann  durch  die 
QQin-5  Nullstellen  der  Form  in  einen  „inneren"  und  einen  „aufieren*^ 
Teil  zerlegt.  Im  Inneren  hat  man  eine  der  gewohnlichen  hjper- 
bolischen  Geometrie  verwandte  Art  der  Geometrie,  wobei  der  Ausdrack 
flir  die  („hyperbolische  Hermitesche")  Entfernung  zweier  Punkte 
Xy  y  durch  einen  hyperbolischen  Arcus  cosinus  oder  durch  den  Loga- 
rithmus  eines  Doppelyerhaltnisses  erklart  ist: 

(a;,y)  =  2arccosA-!^-p 

^  Y{xy){xy)  -  V(a;y)(xy)-^"^"y) ' 
wo 

{xy)  -  x^y^  —  x^y% x^y^. 

Die  in  das  Innere  des  komplexen  Gebietes  eindringenden  Geraden 
erhalten  in  diesem  FaUe  das  ErtimmungsmaB  —  1. 

Zwischen  der  elliptischen  und  der  hyperbolischen  Hermiteschen 
Geometrie  steht  ein  als  parabolisch  zu  bezeichnender  Grenzfall.  In 
diesem  Falle  kann  man,  ohne  der  Sache  Schaden  zu  tun,  nicht- homo- 
gene  Koordinaten  verwenden.  Man  kann  dann  den  nunmehr  algebrai- 
schen  Ausdruck  ftlr  die  (^parabolische  Hermitesche")  Entfernung 
zweier  Punkte  rr;  j^  in  die  einfache  Form 


{x,y)^yz(y,-x:)(y,-'x:)  (3) 

setzen  (i  =  2,  3,  ••,n),  die  im  reellen  Gebiete  die  gewohnliche  (Eukli- 
dische)  Entfernung  zweier  Punkte  liefert.  In  diesem  FaUe  allein  hat 
der  Ausdruck  fQr  das  Quadrat  des  Bogenelementes  ein  konstantes  Kriim- 
mungsmaB,  namlich  Null. 

Wegen  weiterer  Ausfiihrungen  verweisen  wir  auf  eine  Arbeit,  die, 
unter  dem  gleichen  Titel  wie  diese  MitteUung,  demnachst  in  den  Ma-* 
thematischen  Annalen  erscheinen  wird. 

Erwahnt   sei  noch,    daB   man  auch    aus    anderen   Arten    bUinearer 
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Forrnen,    insbesondere  aus  beliebigen   von   nicht   verschwindender  Dis- 
kriminantey  neue  Arten  der  MaBbestimmung  ableiten  kann. 

Nachdem  der  Verfasser  das  Thema  seines  Vortrags  der  eingesetzten 
Kommission  bereits  mitgeteilt  hatte,  hat  er  Kenntnis  erhalten  davon,  dafi 
ein  italienischer  Mathematiker,  Herr  6.  Fubini,  ebenfalls  auf  den  Gedanken 
gekommen  sei,  Hermitesche  Formen  zur  Erklttrung  einer  Mafibestdnimung 
zu  verwenden.  In  der  inzwischen  erschienenen  Arbeit  dieses  Autors*)  findet 
sich  in  der  Tat  dieser  Grundgedanke  der  besprochenen  Tbeorie,  nicht  aber 
auch  eine  wirkliche  Erweitening  des  Satzes  von  der  Geraden  als  ktlrzestem 
Weg.  Da  diese  Untersuchung  auch  sonst  nicht  so  welt  geht,  wie  die  soeben 
skizzirte,  und  manches  Unbefriedigende  enthalt,  so  schien  keine  Veranlas- 
sung  dazu  gegeben,  den  einmal  angezeigten  Vortrag  zurtlckzuziehen. 

♦)  iBtituto  Veneto  LXIU,  2,  1904. 


Vvrh.  d.  Ill  iDternat.  Mathem.-Kongr.   Haidslbarg  1904.  21 


(Jber  Grundztlge  einer  Theorie  des  Tetraeders. 

Von 
F.  Meyer  aus  EOnigsberg  i.  P. 

Die  ^^neuere  Dreiecksgeometrie'^  ist  in  den  letzten  Jakrzehnten  eine 
umfangreiche  Disziplin  geworden.  Bei  zunehmender  Fiille  der  Einzel> 
ergebnisse  macht  sich  aber  auch  das  BedUrfnis  geltend,  das  Gebiet  nach 
sachgemafien  Elassifikationsprinzipien  zu  ordnen  und  so  zu  einer  Wissen- 
schaft  zu  gestalten. 

Als  zwei  hervorragende  Piinzipien  dieser  Art  seien  hier  genannt 
einmal  die  sjstematische  EinfQhmng  der  beiden  imaginaren  Kreis- 
punkte  (bezw.  eines  absoluten  Kegelsclmitts)^  andererseits  die  der  qua- 
dratischenVerwandtschaft,  insbesondere  der  eineindeutigen,  der  sich 
wiederom  als  Spezialfall  die  Inversion  unterordnet.*) 

Fflr  eine  entsprechende  Geometrie  des  Tetraeders  sind  zwar  jene 
beiden  Prinzipien  unmittelbar  verallgemeinerungsfahig,  vermoge  Ein- 
fiihrung  des  Kugelkreises  sowie  einer  gewissen  eineindeutigen 
kubischen  Verwandtschaft,  dagegen  ist  bisher,  wenn  man  von 
speziellen  Tetraedem  oder  mekreren  Tetraedem  in  spezieller  Lage  ab- 
sieht,  noch  wenig  Material  vorhanden.**) 

Der  Verfasser  halt  es  daher  fttr  nlitzlich,  seine  bislang  in  dieser 


•)  Auf  Grund  dieser  Prinzipien  hat  Herr  Stud.  G.  Berk  ban  eine  neue  und 
iiberdies  vielfach  erweiterte  Darstellung  der  neueren  Dreiecksgeometrie  geliefert, 
in  einer  am  20.  Juli  1904  von  der  EOnigsberger  philosophischen  FakultU.t  gekrOnten 
Preisarbeit  (ein  Auszug  wird  voraussichtlich  bald  als  Dissertation  erscheinen). 
Ein  weiteres,  theoretisch  sich  darbietendes  Prinzip,  die  Satze  nach  der  Natur  der 
Funktionen  zu  ordnen,  die  fflr  sie  einen  extremen  Wert  annehmen,  scheint  prak- 
tisch  schwer  durchfQhrbar.  Endlich  erweist  sich  die  Eintiihning  der  komplexen 
Gr5fien  nur  fiir  gewisse  Teilgebiete  der  Dreiecksgeometrie  als  zweckm9.fiig. 

**)  Eingehend  untersucht  sind  die  Eompleze  der  Geraden,  die  die  Ebenen 
eines  Tetraeders  in  konstantem  Doppelverhaltnis  treffen,  femer  die  sogenannten 
Tetraedralflilchen  u.  a. 
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Kichtung  angestellten  Untersuchungen*)  hier  in  den  HauptzQgen  zu- 
sammenzufassen  and  in  einigen  Punkten  zu  erganzen. 

Wenn  auch  das  Tetraeder,  besonders  in  metrischer  Hinsicht,  eine 
vielfach  verwickeltere  Konfigoration  darbietet,  als  das  Dreieck,  so  erfreut 
es  sich  doch  andererseits  eines  gewissen  Vorzuges.  Von  der  ver- 
wirrenden  Mannigfaltigkeit  der  „merkwiirdigen"  Punkte  (resp.  Geraden) 
des  Dreiecks  bleibt  bei  der  Ausdehnong  anf  das  Tetraeder^  wie  es 
scheint,  nur  eine  verhaltnismafiig  kleine  AnzaU  bestehen;  die  Mebrzahl 
geht  aber  in  gewisse  ansgezeichnete  Flachen  zweiter  Ordnung  resp. 
Klasse. 

Damit  ordnet  sich  von  vomherein  die  Theorie  des  Tetraeders  der 
Theorie  der  allgemeinen  quadratischen  Formen  in  hoherem  Mafie 
unter,  als  die  Theorie  des  Dreiecks.  Auch  der  Umstand,  daB  die  An- 
zahl  der  Dimensionen  des  Raumes  imgerade  ist^  erweist  sich  als  yor- 
teilhaffc. 

Wir  betrachten  das  Tetraeder  zuvorderst  als  eine,  in  sich  dna- 
listische  ausgeartete  Flache  vierter  Ordnung  resp.  Elasse  und  setzen 
diese  in  Beziehung  (d.  h.  Schnitt  resp.  Bertihrung)  zu  andem  Flachen 
gewisser  Ordnung  resp.  Elasse,  insonderheit  zum  Kugelkreise. 

Eine  erste  Gruppe  von  Satzen  stellt  Ausdehnungen  des  Pascalschen 
Satzes  liber  Kegelschnitte  und  verwandte  Erscheinungen  dar.  Man  faBt 
zweckmafiig  Satze  dieser  Art  als  Spezialf alle  einer  umfassenderen  Klasse 
von  Erscheinungen  anf,  was  analytisch  darin  seinen  Ausdruck  findet, 
daB  man  sie  gewissen  Identitaten  unterordnet. 

Das  vorgelegte  Tetraeder  mit  den  Ecken  A^  und  den  Gegenebenen 
A^  (i  =  1,  2,  3,  4)  diene  als  Koordinatentetraeder,  wobei  der  Mittelpunkt 
der  ihm  einbeschriebenen  Inkugel  als  Einheitspunkt  (mit  den  Koordi- 
naten  1,1,1,1)  benutzt  werde.  Die  Kante  A^A^  (x^  =  0,  a;^  =  0)  sei 
mit  A',^  bezeichnet,  die  inneren  Flachenwinkel**)  (A,,  A^)  mit  y,^,  deren 
Kosinus  mit  c,^. 


*)  Jahreebericht  der  Deutschen  Mathematiker-Vereinigung,  IX  ^  (1900)  p.  91; 
XII*  (1903)  p.  137;  Archiv  fdr  Math.  u.  Physik  (8)  1  (1901),  p.  372;  (3)  6  (1903), 
p.  168,  282;  (3)  8  (1904),  p.  136. 

**)  Diese  seche  Flachenwinkel  sind  an  eine  bestimmte  Relation  gebunden,  die 
ihren  einfachsten  Ausdruck  darin  findet,  dafi  die  Determinante  {c.j^l  der  Gleichung 
(lY)  des  Eugelkreises  verschwindet.  Auch  die  Unterdeterminanten  dieser  „Kugel- 
kreisdeterminante*^  I  c^.j^  |  stehen  in  einfacher  Beziehung  zu  den  Bestimmungsstiicken 
des  Tetraeders.  Ist  F^.j^  die  erste  Unterdeterminante  von  c^.^,  und  bedeuten 
^j ,  ^, ,  ^, ,  ^^  die  Inhalte  der  Seitenflachen  des  Tetraeders,  so  lehrt  einmalige  R&n- 
derung  von  ,c^^\  mit  Punktkoordinaten  x,  daB  F.^,  proportional  wird  mit  J.J j^. 
Der  Proportionalitatsfaktor  bestimmt  sich  aus  der  Formel  fvlr  die  Entfemung  zweier 
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Ein  Ponkt  j^^j^^  auf  der  Eante  ^x^|^  ist   durch   seine  Koordinate 
^it^  —  I od^r  auch  durch  aj^^  =  —  )  bestimmt,  dualistisch  eine  Ebene 

yfjk^^   durch   die   Oegenkante    A:,^   yermoge   ihrer   Koordinate   w,^  =  — 

I  Oder  auch  durch  u^^  —  —  j .  Ein  Punkt  x^^  liegt  dann  und  nur  dann 
auf  einer  Ebene  u^^^  wenn  x^u^  +  x^u^  ==  0  d.  h.  wenn: 

(1)  a?,4 u^,. 

Urn  zjklische  Anordnungen  zu  erzielen,  zerlege  man  das  Tetra- 
eder  in  windschiefe  Yierecke^  was  offenbar  auf  drei  Arten  moglich  ist: 
A^A^A^A^y  A^A^A^A^y  A^A^A^A^,  und  greife  etwa  das  erste  Viereck 
A^A^A^A^  heraus. 

Es  liege  femer  eine  Flache  n.  Ordnung  F^  yor: 

(2)  F,^{a,xr  +  a,x,-  +  a,x-  +  a^x^)  +  >^^^0,  (t, A, Z, m  =  1, 2, 3, 4), 

die  durch  keine  Tetraederecke  gehe.  Das.Produkt  P^^  der  Koordinateu 
^{i^  ^?kf  •  •  •>  ^t  ^®'  ^  Schnittpunkte  yon  F^  mit  der  Kante  ^c^,^  be- 
stimmt sich  durch: 


Punkte,  angewandt  auf  eine  H5he  des  Tetraeders.    Sind  \,\y\,h^  die  L&ngen 
der  vier  H5hen,  T  das  Volumen  des  Tetraeders,  so  kommt: 

and  —  r^j^  ist   das   Produkt   der   beiden,    zu    den  Ecken  A^  und  J.^   geh5rigen 
Eckensinus. 

Ist  andererseits  TJ*  J»  (tj  +  ^n  *t  +  *t)  diejeuige  zweite  Unterdeterminante  von 
I  C|  J I ,  die  durch  Streichung  der  t^*",  Ar^*"  Horizontalreihe  und  der  »,*•",  A*,**"  Vertikal- 
reihe  entsteht,  bedeuten  femer  s,  ^  8,^^  die  Sinus  der  Fl9.chenwinkel  7/  „,  ,  y/ ^, 
und  werden  die  Indizes  t,  A;,  2,  m  in  zyklischer  Folge  genommen,  so  lehrt  die 
Formel  fiir  den  Winkel  zweier  Gtoraden,  dafi: 

wo  die  Richtung  der  Kanten  in  dem  angegebenen  Sinne  zu  erfolgen  hat.    Im  be- 
sondem  ist  hier  die  Formel: 

ir'i  «  c^,  +  Cj,^  c,„,  =  8^„^  8^^  cos  (A:^^,   k^^) 

nichts  anderes  als  die  Grundformel  der    sph&rischen  Trigonometrie ,   angewandt 
auf  das  Dreikant  A.,  w&hrend: 

^T  =  C//  «*m  -  <^im  <^kl  =  «a  «/m  C08  (*,*  »     */m) 

den  Winkel  zweier  Gegenkanten  liefert. 
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(3)  P„  =  (-l)-^. 

y^Mithin  gilt  fUr  das  Produkt  X  der  zyklisch  angeordneten  Eoordi- 
naten  x^[^y  x^^jy  a^^,  ccf'J[}  (r  =  1,  2,    •  •,  n)  aller  4n  Schnittpunkte  einer 
Flache  n.  Ordnung  F^  mit  den  Kanten  des  Yierecks  A^A^A^A^: 
(la)  X-1, 

imd  dualistisch  fiir  das  Produkt  U  der  zyklisch  geordneten  Koordinaten 
aller  4i/  Beriihrungsebenen,  die  durch  die  Kanten  des  Yierecks  an  eine 
Flache  v.  Klasse  O^  gehen: 
(lb)  fr=l/' 

Aber  auch  umgekehrt*;  liegen  yiermal  n  Punkte  auf  den  Kanten 
des  Yierecks  A^A^A^A^  (von  denen  keiner  in  eine  Ecke  fallt)  auf 
einer  F^,  wenn  die  Bedingung  (la)  erf&llt  ist,  und  dualistisch  fQr  (lb). 

Besonders  haufig  wird  yon  dem  Spezialfall  n  resp.  i/  =»  1  Gebrauch 
gemacht. 

Die  Identitaten  (la)^  (lb)  seien  zum  Andenken  an  Garnot,  der  sie 
im  Falle  des  Dreiecks  und  fUr  n  =  2  zuerst  (in  geometrischer  Gestalt) 
aufgestellt  und  yerwendet  hat,  die  Garnotschen  Identitaten  genannt. 

Diese  Identitaten  werden  in  Yerkntlpfong  gesetzt  mit  einer  ge- 
wissen  zyklisch  fortschreitenden  Yerbindung  je  dreier  Punkte  (resp. 
Punkte -n-tupel)  auf  drei  yerschiedenen  Kanten  des  Yierecks  durch 
Ebenen  (resp.  F^,  Da  diese  Art  von  Yerbindung,  wiederum  im  Palle 
des  Dreiecks  und  fur  n  ==  2  zuerst  von  Pascal  bei  Aufstellung  seines 
bekannten  Kegelschnittsatzes  ausge^bt  wurde,  sei  sie  als  Pascalsches 
Yerbindungsprinzip  bezeichnet. 

Der  einfachste  Typus  dieser  Yerbindung  tritt  fur  3  .  4  Punkte  ein. 
Dann  liegt  auf  jeder  Kante  k^j^  des  Yierecks  ein  Tripel  von  Punkten 
^ikj  ^ik}  ^ik'  Diese  12  Punkte  verbinde  man  durch  4  Ebenen  nach 
dem  Schema: 

^\%J    ^m   '^Ml   '^SS'    *^84>    '^41 5    ^»47   ^41?    ^1«5    ^41  >    '^X%J    ^28> 

*)  Der  Beweis  beruht  auf  der  cvidenten  Tatsache,  dafi  sich  n  (von  Null  ver- 
schiedene)  Gr5fien,  deren  Produkt  den  Wert  Bins  besitzt,   in  die  Gestalt  — ,  ^, 

-  ,  ....  —  setzen  laseen  Im  Falle  der  Ebene  (eines  Dreiecks)  tritt  die  Modi- 
fikation  ein,  dafi  ( la^  und  (lb)  zu  ersetzen  sind  durch  X  =  { —  1)**,  U=^{ —  1)'*.  Fiir 
ein  ungerades  n  lassen  sich  n  Grdfien  rait  dem  Produktwert  —  1  in  die  Gestalt  —  -^, 

—  -  - ,  ....  —   -"  briniren. 
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SO  schneiden  diese  Ebenen  auf  der  jeweiligen  Restkante  die  Uestpimkte 
^41)  ^12?  %;  ^84  ^^s-     Bedeutet  jetzt  X  das  Prodnkt  aller  12  x^  Z  das- 
jenige  aller  4  Zy  so  fiihrt  die  Multiplikation  der  Tier  korrespondierenden 
Formeln  (la)  [n  =-  1)  zu  der  Identii»t: 
(H)  XZ=1. 

Erhalt  also  im  besondem  X  den  Wert  Eins^  so  auch  Z,  und  um- 
gekehrt.     Dies  sagt  aus: 

y^Liegt  auf  jeder  Eante  eines  windschiefen  Vierecks  ein  Tripel  von 
Punkten  (je  mit  Ausschlufi  der  Ecken),  und  verbindet  man  diese 
12  Punkte  nach  dem  Pascalschen  Prinzip  durch  4  Ebenen,  die  dann 
noch  4  Restpunkte  ausschneideny  so  liegen  die  12  Punkte  dann  und 
nur  dann  auf  einer  Fg,  wenn  die  4  Restpunkte  auf  einer  Ebene  („der 
Pascalschen  Ebene")  liegen."     („Pascalsclier  Satz  flir   Flachen  3.  Ord- 

nung/0 

Es  hat  keine  Schwierigkeit,  diesen  Satz  auf  eine  F^^  und  ihre 
Pascalsche  F^  zu  iibertragen*),  resp.  auf  eine  Q>^^.  und  ihre  Pas- 
calsche  Q>^, 

Andererseits  fiihrt  die  gleichzeitige  Verwendung  der  Identitaten 
(la)  und  (lb)  in  Yerbindung  mit  (1)  zu  einem  in  sich  dualistischen 
Satze.  Auf  jeder  Eante  des  Vierecks  befinde  sich  wieder  ein  Punkte- 
n-tupel;  das  von  der  (Jegenkante  je  durch  ein  Ebenen-n-tupel  proji- 
ziert  werde.  Bezeichnet  wiederum  X  das  Produkt  der  zyklisch  an- 
geordneten  Eoordinaten  aller  4n  Punkte,  V  das  entsprechende  fur 
die  4n  Ebenen,  so  folgt  aus  der  Identii^t: 

(HI)  XJJ^X 

far  X=l,   V^l"^)  der  Satz: 

„6eh6ren  4  Punkte- w-tupel  auf  den  Kanten  eines  windschiefen 
Vierecks  einer  F^  an,  so  sind  auch  die  4n  von  den  Gegenkanten  aus 
projizierenden  Ebenen  Benihrungsebenen  einer  0^,  und  umgekehrt." 


*">  Andererseita  geht  aus  dem  Pascalschen  Satze  fur  F^  ein  solcher  fiir  Rauni- 
kurven  3.  Ordnung  hervor,  indem  man  die  Kurve  von  jeder  Ecke  A^  auf  die  Gegen- 
ebene  A,  durch  einen  Kegel  3.  Ordnung  projiziert. 

Daa  Pascalsche  Verbindungsprinzip  la,fit  sich  auch  auf  F^  anwenden,  indem 
man  immer  nur  je  2  der  8  Punkte  x^y.^  xj^^  durch  eine  beliebige  Ebene  verbindet 
und  die  beiden  Restpunkte  in  Betracht  zieht.     Entsprechend  bei  einer  F^,^. 

**)  Auch  der  Fall  X  =  —  1,  ^7=  —  1  hat  eine  einfache  Bedeutung.  Z.  B.  fur 
n  =B  1  ergibt  sich :  Sind  die  4  Kanten  eines  windschiefen  Vierecks  Tangenteu 
einer  JF',,  so  sind  die  4,  die  Beriihrungspunkte  je  von  der  Gegenkante  aus  pro- 
jizierenden Ebenen  die  bez.  Tangentialebenen  der  F^. 

Im  Falle  der  Ebene  tritt  an  die  Stelle  von  (III;:  XU={—  1)",  so  daB  der 
Satz  des  Textes  nur  fiir  ein  gerades  n  gilt. 
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1st  etwa  far  n  =  2  die  Gleichung  der  F^i  IJa^^^iC^a?^  =  0,  bo  lautet 
die  der  zugehorigen  O^: 

(4)  *.  -=  2;^*  -  i:£u,u,  -^ —  0. 

u  a  kk 

TVahlt  man  im  besondem  als  0^  den  Eugelkreis  K: 

(IV)  K^Zi:  u,,  c,,  ^0      (c«  -  -  1,  Ca  =  COB  y,,), 
80  wird  die  Gleichting  der  zugehdrigen  F^: 

(5)  x^^  +  x^'  +  x^^  +  x^^  +  EE  x^x,c^,  =  0, 

d.  i.  wegen  der  Symmetrie  in  den  x: 

„Die  6  Punktinvolutionen,  die  auf  den  Kanten  eines  Tetraeders 
ausgeschnitten  werden  durch  die  6  rechtwinkligen  Ebeneninyolutionen, 
deren  Achsen  die  jeweiligen  Gegenkanten  sind,  Bind  konjugiei-t  in  bezug 
auf  eine  (einzige)  bestimmte  F^  (5)." 

Nunmehr  fasse  man  alle  drei  Yierecke  des  Tetraeders  gleichzeitig 
ins  Auge,  andererseits  dessen  vier  Dreiecke. 

Man  gehe  zunachst  wieder  yon  einer  F^  aus:  EE  Ui^x^x^^O. 
Die  F^  schneidet  aus  der  Kante  k^^  das  Ponktepaar  x^^,  x^^   aus: 

(6)  Xi\,  +  2x,x,ai,  +  x*aj,^  -  0. 
Pur  x^j^x^^  =  p^^  =  —  ergibt  sich: 

(7)  A  =PitiPti4Pu  =  1^   A  =PaPziPi4.  =  1> 
A=PiiPuPii  =  1^  A^PiiPsiPti  =  1> 

(8)  ikfij  =PiiPi^PuP^i  =  1,  Mij  =PitP9iP4stPn  =  1; 
^^u=PuPuPnPzi--^' 

Bildet  man  andererseits  die  linken  Seiten  der  Relationen  (7),  (8) 
ftir  6  ganz  beliebig  gewahlte  VVertepaare  x^J^y  x^^\  so  gelten  ersichtlich 
die  Identitaten: 

(V)  A^A^A^A^  =  1;  Mj,  =  A^A^,  Af^  =  A^A^,  M^^  -  A^A^. 

Sind  also  im  besondern  drei  der  A  =  1,  so  auch  das  vierte^  und 
damit  auch  jedes  M;  sind  drei  der  ^  =  —  1,  so  auch  das  vierte,  jedes 
M  ist  aber  wieder  =  +  1 .  Umgekehrt,  sind  alle  M  =  1 ,  so  sind  ent- 
weder   alle   ^  =  1,    oder   aber    alle  ==  —  1.     Das    ist   der  Inhalt   des 


„Wenn  von  6  Punktepaaren  auf  den  Kanten  eines  Tetraeders  drei- 
mal  die  3  Punktepaare  je  in  einer  Tetraederebene  einem  Eegelschnitt 
6,  angehoren,  so  auch  das  vierte^  und  die  4  Q  gehoren  einer  F^  an. 
Weifi  man  aber  nur,  daB  die  4  Punktepaare  auf  jedem  der  3  Yierecke 
des  Tetraeders  einer  F^  angehoren^  so  sind  zwei  Falle  moglich.     Ent- 
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weder  liegen  wieder  alle  6  Punktepaare  x^^,  x^^  auf  einer  F^,  oder 
aber  die  6  Punktepaare  y^^,  y^/,  wo  je  (Xij^ffij^^AfAi^),  und  {x^^HiC) 
{A^Aj^  harmonische  Paare  sind." 

Ersetzt  man  wiedemm  die  6  Punktepaare  durch  6  Punkte-^i-tupel, 
so  treten  an  die  Stelle  der  F^y  C^  entsprecliend  Flachen  resp.  Kurven 
w.  Ordnung  F^^  C„. 

Zugleich  gilt,  auf  Grund  von  (1),  der  oben  fiir  ein  Viereck  aus- 
gesprochene  Satz  fQr  das  ganze  Tetraeder: 

'„Geh6ren  6  Punkte-n-tupel  auf  den  Kanten  eines  Tetraeders  einer 
F^  an,  so  auch  die  6  von  den  Gegenkanten  aus  projizierenden  £benen- 
n-tupel  einer  0^,  und  umgekehrt/'*) 

Eine  weitere  Gruppe  hierhergehoriger  Satze  erhalt  man,  wenn  man 
den  Ebenen  des  Tetraeders  die  Dreikante  der  Gegenecken  zuordnet. 
Auf  Ghrund  wiederholter  Anwendung  von  (la)  und  des  bisher  befolgten 
Multiplikationsprinzips  ergibt  sich  so: 

„Schneidet  man  jedes  der  4  Dreikante  eines  Tetraeders  mit  einer 
F^,  so  gehoren  die  so  erzeugten  3  •  4  •  w  ==  6  •  2  •  n  Schnittpunkte  danii 
und  nur  dann  einer  F^„  an,  wenn  die  von  den  4  F^  auf  den  Gegen- 
ebenen  des  Tetraeders  ausgeschnittenen  4  C^  einer  F^^  angehoren**) 
(u.  entspr.  dualistiscb)/* 

Die  Ausdehnung  der  bisherigen  Satze,  die  sich  kurz  als  Pascal- 
Garnotsche  Geometrie  des  Tetraeders  charakterisieren  lassen,  auf 
den  Raum  von  (/  Dimensionen  bietet  keine  prinzipiellen  Schwierigkeiten. 
Durch  geeignete  Projektion  solcher  Koniigiirationen  auf  niedere  Raume 
findet  man  neue  Satze. 

Hieraus  folgt  u.  a.  sofort  der  Satz:  „Beruhrt  jede  von  2  F^  samtliche 
Kanten  eines  Tetraeders,  so  liegen  die  2  •  6  Beriihrungspunkte  wiedemm 
auf  einer  2*,."  Dagegen  ist  der  analog  von  Gergonne  formulierte 
Satz:  „Die  3  •  4  Beruhrungspunkte  dreier,  einem  Tetraeder  einbeschrie- 
benen  0^  gehoren  einer  F^  an**,  nicht  richtig,  wie  Herr  Sturm  (Arch, 
f.  Math.  Phys.  (3)  5  p.  9  [1903])  gezeigt  hat. 

*)  Im  Falle  n  =  2  fallen  die  F,  und  *,  dann  und  nur  dann  zusammen,  wenn 
das  Tetraeder  ein  Poltetraeder  der  F,  reap.  ^,  ist. 

**)  Fiirn  =  1  kommt  man  auf  einen  bekannten  Satz  von  Chasles  zuriick.  Au8 
ihm  l&fit  sich  ein  interessanter  Grenzfall  ableiten.  Die  2  •  6  Punktepaare  seien 
reell,  und  je  drei  einer  Ecke  A,  zunJlchst  gelegene  Punkte  mOgon  der  Ecke  be- 
liebig  nabe  rrlcken.  Dann  kommt:  ,,Vier  Ebenen  durch  die  Eckt^n  eineH 
Tetraeders  sind  dann  und  nur  dann  die  BerfUirungsebenen  einer  dem  Tetraeder 
umbeschriebenen  Flftche  2.  Grades,  wenn  die  Spuren  jener  Ebenen  in  den  Gtegen- 
ebenen  des  Tetraeders  einer  Regelschar  2.  Grades  angehOren,  und  umgekehrt." 
Wir  werden  diesem  Satze  weiter  unten  in  einem  ganz  andem  Zusammenhange 
l>egegnen. 
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War  bisher  ausdrflcklich  festgesetzt,  daB  die  das  Tetraeder  bezw. 
gewisse  Eanteu  desselben  schneidenden  Flachen  durch  keine  Ecke  geheu 
sollten,  so  gibt  es  auch  %tze,  wo  diese  Beschrankung  wegfallt.  ^ar- 
kiert  man  z.  B.  aof  jeder  Kante  k^j^  einen  bestimmten  (in  keine  Ecke 
fallenden)  Punkt  B^^,  und  legt  jeweils  durch  eine  Ecke  Af  und  die 
3  Punkte  jB^,,  B^^,  B^^  diejenige  Flache  2.  Ordnung  F^^%  die  noch 
durch  einen  beliebig^  aber  fest  gewahlten  (keine  Eante  treffenden) 
Eegelschnitt  K  geht^  so  schneiden  sich  diese  vier  Flachen  in  einem 
und  demselben  Punkte." 

Auch  dieser  Satz  (der  entsprechend  im  Raume  von  d  Dimensionen 
gilt)  laBt  sich  einer  einfachen  Identitat  unterordnen. 

Der  Kegelschnitt  K  werde  aus  der  Ebene  u^  =  0  durch  die  ihn 
mit  den  Ecken  A^  verbindende  Flache  2.  Ordnung  A: 

(9)  A  =  a^^  =  a^^Xi  x^  + h  o^^x^x^  =  0 

ausgeschnitten.    Durch  K  geht  eine  cx>^-Schar  von  Flachen  2.  Grades  J'^: 

(10)  F^u,v,-a,,=^0. 

Soil  F  durch  A^  gehen  —  F  sei  alsdann  mit  F^*^  bezeichnet  — ^ 
so  lautet  die  Gleichung  von  F^: 

(11)  JF'(0^„,F,-a„-0, 
WO  zur  Abkilrzung  gesetzt  ist: 

(12)  V^  =  x^v^^  +  a^t;„  +  a?„t?^,      (i,  i,  Z,  m  =  1,  2,  3,  4). 

FW  schneidet  aus  i.^  noch  einen  Punkt  B^f  aus,  analog  F^"'^  aus 
A,.,^  noch  einen  Punkt  B^^J^K  Sollen  beide  Punkte  in  einen  einzigen 
B^^  zusammenfallen,  so  ist  dazu  notwendig  und  hinreichend,  dafi: 

(13)  ^iV^i  +  w«t?i«  -  «<,«. 

Multipliziert  man   diese  6  Relationen  je  mit  x^x^^^  und  addiert,  so 
resultiert  die  fragliche  Identitat: 
(VI)  «„^^a;,«,F,. 

Hieraus  geht  der  genannte  Satz  hervor,  denn  die  4  Flachen  F^*^ 
schneiden  sich  in  dem  durch  die  Gleichungen: 

(14)  F,  =  F,  =  F,  =  F, 

bestimmten  Punkte.     Dies  gilt  auch  dann  noch,  wenn  der  gemeinsame 
Wert  der  4  F<  gleich  Null  ist. 

Ist  im  besondem  K  der  Kugelkreis,  so  schneiden  sich  die  4  Kugeln 
durch  ^.,  ^^„  B^,,,,  B,^  in  einem  Punkte.*) 

*)  Der  Satz  iat  von  Herm  W.  Haskell  (Archiv  f.  Math.  u.  Phys.  (8)  6, 
p.  278  (1003;  aufgestellt  und  bewiesen  worden.   Den  obigen  Beweis  der  projektiven 
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Der  entsprecliende  Satz  in  der  Ebene  weifit  eine  spezifische  Eigen- 
art  aof.  Ist  hier  der  gemeinsame  Wert  der  drei  in  Frage  kommenden 
OrSfien  F^  gleich  Null^  so  sagt  das  aus^  daB  die  3  Punkte  B  aof  den 
Seiten  des  Granddreiecks  in  einer  Geraden  liegen^  und  umgekehrt 
Somit  schneiden  sich  die  4  den  4  Dreiseiten  eines  Yierseits  umbeschrie- 
benen,  zngleicb  noch  dnrch  zwei  feste  Punkte  £^^  K^  gehenden  Kegel- 
schnitte  in  einem  Punkte. 

Sind  wiedemm  im  besondem  K^j  K^  die  beiden  imagin&ren  Ereis- 
punkte^  so  hat  man  den  Steinerschen  Satz^  dafi  die  4  Umkreise  der 

4  Dreiseite  eines  Yierseits  durch  einen  Punkt  gehen. 

Gerade  hieraus  lUfit  sich  aber  sofort  folgem^  daB  der.  entsprechende 
Satz  in  einem  Raume  von  mehr  als  2  Dimensionen  nicht  richtig  isi 

Also  schneiden  sich  z.  B.  die  5  Umkugeln  der  5  Tetraeder  eines 
Fiinfflachs  nicht  in  einem  Punkte.  Femer  schneiden  sich  zwar  je  4 
der  Umkugebi  auf  der  fiinften  Ebene  des  Fiinfflachs^  aber  diese  neuen 

5  Punkte  liegen  ebensowenig  auf  einer  Kugel. 

Bisher  war  das  Tetraeder  als  ein  allgemeines  vorausgesetzt.  Auf 
die  vielfach  aufgestellten  Satze  ^ber  spezielle  Tetraeder  (z.  B.  solche, 
in  denen  sich  die  4  Hohen  in  einem  Punkte  schneiden)^  sowie  fiber 
zwei  Tetraeder  in  besonderer  (hyperboloidischer^  perspektiyischer)  Lage 
sei  hier  nur  hingewiesen. 

Nur  ein  Satz  dieser  Gattung  sei  herrorgehoben,  da  er  zeigt^  welche 
Yorsicht  bei  der  tfbertragung  von  Satzen  der  Ebene  auf  den  Raum 
obwalten  mufi. 

Es  seien  drei  Tetraeder  mit  den  Ecken  JL^,  jB,,  C,.  (i  =  1,  2,  3,  4) 
gegeben,  die  nur  der  einzigen  Bedingung  unterliegen  soUen^  dafi  die 
vier  Ebenen  {A^B^Cl)  ^^^^  ^  einem  Punkte  schneiden.  Nach  Analogie 
mit  dem  Satze  des  Desargues  filr  zwei  perspektive  Dreiecke  in  der 
Ebene  ware  zu  vermuten,  dafi  dann  auch  die  vier  Schnittpunkte  der 
entsprechenden  Gegenebenen  A,,  B^,  V^  in  einer  Ebene  liegen,  und  um- 
gekehrt. Das  ist  indessen  im  allgemeinen  nicht''')  der  Fall,  wie  man 
leicht  erkennt,  wenn  man  z.  B.  die  drei  Tetraeder  so  wahlt,  dafi  zwei 
von  ihnen  eine  zugeordnete  Ecke  gemein  haben. 

Die  bisher  besprochenen  Gruppen  von  Satzen  bilden  gewissermafien 
eine  Einleitung  in  die  Theorie  des  Tetraeders,  da  nur  von  den  elemen- 
tarsten  Hilfsmitteln  Gebrauch  gemacht  wird. 

Verallgemeinening  des  Satzes,  nebst  einer  Reihe  weiterer  Folgerungen,  hat  der 
Vortragende  ib.  p.  282  abgeleitet. 

*)  Folglich  ist  auch  die  dem  Falle  der  Ebene  versuchsweise  entsprechend 
gebildete  Determinantenidentit&t  im  allgemeinen  nicht  g^ltig. 
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Nunmehr  werde  sowohl  der  Eugelkreis,  wie  die  eingangs  er- 
wahnte  Transformation  systematisch  herangezogen. 

Die  Erweiterungen,  die  eintreten,  wenn  der  Kugelkreis  K  (IV) 
durch  eine  mehr  oder  weniger  allgemeine  Flache  2.  E^lasse  ersetzt  wird^ 
mogen  an  der  jeweiligen  Stelle  hervorgehoben  werden. 

Es  gibt  acht  dem  Tetraeder  einbeschriebene  Kugeln.  Deren  (reelle) 
Mittelpunkte  sind  die  ^Einheitspunkte"  Jlf^*)  (t  =  1,  2,  •  •,  8),  d.  L  die 
Pnnkte^  deren  Eoordinaten^  bis  auf  das  Yorzeichen,  der  Einheit  pro- 
portional sind.  Diese  8  Einbeitspunkte  M  sind  die  Grundponkte  eines 
Netzes  N  von  Plachen  2.  Ordnung: 
(15)  N=  ii{x,^  -  X,')  +  X{x,'  -  X,')  +  (i{x,'  -  V)  =  0- 

Eine  Flache  2.  Klasse  0^  =  El^a^j^u^Ui^  =  0  ist  dann  and  nur  dann 
konjugiert  (apolar)  zu  alien  Flachen  des  Netzes  Ny  wenn: 

Im  besondem  ist  also  ein  Punktepaar  P  — >  (ic),  (^  =  (y)  mit  der 
Oleichung  O^  =  w^Wy  =  0  dann  und  nur  dann  konjugiert  in  bezug  auf 
alle  Flachen  von  N ,  wenn  die  o?^  den  y^  umgekehrt  proportional  sind: 
(VII)  Qx,y,=  l. 

Die  Punkte  {x)y  (y)  sind  dann  entsprechende  Punkte  der  einein- 
deutigen  kubischen  Verwandtschafk  T  (VII). 

In  der  Schar  von  Flachen  2  Klasse: 
(17)  vM,tty-K  =  0 

gibt  es  eine  und  nur  eine  Flache  0,  in  deren  Oleichung  wegen  (VU) 
die  Quadrate  der  u  herausfallen,  die  also  dem  Tetraeder  einbeschrieben 
ist.  Ist  umgekehrt  0  eine  solche  dem  Tetraeder  einbeschriebene  Flache 
2.  E[lasse^  daB  sich  in  der  Schar  a}0  +  K  =  0  ein  Punktepaar  (x),  (y) 
befindet,  so  sind  (x),  (y)  konjugiert  in  bezug  auf  das  Netz  N. 

Nun  bedeutet  die  Schar  (17)  eine  Schar  konfokaler  Rotations^ 
flachen  2.  Ordnung  mit  Fy  Q  als  den  beiden  festen  Brennpunkten^  und 
umgekehrt  lafit  sich  jede  Rotationsflache  2.  Ordnung  auffassen  als  Indi- 
viduum  einer  Schar  von  Flachen  2.  Klasse,  der  K  und  das  Paar  ihrer 
beiden  festen  Brennpunkte  angehort. 


*)  Wie  leicht  zu  sehen,  geht  irgend  eine  Verbindungsgerade  zweier  Einheits- 
punkte  entweder  durch  eine  Ecke  oder  sie  trifft  zugleich  zwei  Gegenkanten. 
Umgekehrt  gehen  durch  jede  Ecke  vier  Gerade,  die  je  zwei  der  Einheitspunkte 
tragen.  Markiert  man  andererseits  auf  jeder  Kante  kf^,  die  beiden  Punkte  H^j^^ 
Hi\,  in  denen  sie  von  den  Halbierungsebenen  des  gegenuberliegenden  Fl&chenwinkels 
getroffen  wird,  so  tragt  jede  der  vier  Geraden  jff,;  jHj„^,  i/.^.jH,'^,  Hif^Hi^,  Hli.Hi\,^ 
ein  Paar  der  Einheitspunkte.  Damit  sind  gerade  die  28  Verbindungsgeraden  der 
8  Einheitspunkte  erschdpft. 
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Rflckt  im  besondern  der  eine  der  beiden  Punkte  P,  Q  in  bestimmter 
Richtong  ins  Unendliche^  so  tritt  der  Gbenzfall  einer  Schar  konfokaler 
Rotationsparaboloide  eiii;  und  umgekehrt  lafit  sich  wiederam  ein  Rota- 
tionsparaboloid  auffassen  als  Indiyiduum  einer  Schar  von  Flachen 
2.  Elasse^  der  aufier  K  das  aus  dem  festen  Brennpunkte  der  Flache 
und  dem  unendlich  femen  Punkte  ihrer  Achse  bestehende  Punktepaar 
angehort. 

Somit  gilt  der  Satz:*) 

„Zwei  korrespondierende  Punkte  der  Transformation  T  (VII)  sind 
die  Brennpunkte  einer  dem  Tetraeder  einbeschriebenen  Rotationsfiache 
2.  Ordnung^  und  umgekehrt." 

Zwei  solche  Punkte  heifien^  wie  bei  der  analogen  Erscheinung  im 
Dreieck,  „Gegenpunkte"  des  Tetraeders.  Die  sich  selbst  entsprechenden 
Punkte,  die  ^Einheitspunkte"  der  Transformation  T,  sind  die  Mittel- 
punkte  der  dem  Tetraeder  einbeschriebenen  Eugebi,  fallen  also  mit  den 
obigen  acht  Einheitspunkten  M^  zusammen. 

Beschreibt**)  ein  Punkt  P  eine  Gerade  g^  so  durchlauft  sein  Gegen- 
punkt  Q  eine  durch  die  Ecken  A^  gehende  Raumkurve  3.  Ordnung  C^, 
das  ,,Bild''  der  Geraden  g.  Das  Bild  einer  Ebene  ist  eine  Flache  3.  Ord- 
nung 2^3,  die  in  den  Ecken  A^  Enotenpunkte  besitzt.  Ist  im  besondern 
die  Ebene  die  unendlich  feme  E^.: 

(Vm)  E,  =  x^J,  +  x,J,  +  x,J,  +  x^J,  =  0,***) 

wo  die  -^1  die  Inhalte  der  4  Tetraederdreiecke  bedeuten,  so  wird  die 
entsprechende  Flache  3.  Ordnung  F^^^^: 

(18)  j'.(»)  =  J  +  ^  +  J  +  £«=0. 

Diese  Flache  -Fj^^^f)  ist  demnach  der  Ort  der  Brennpunkte  der 
dem  Tetraeder  einbeschriebenen  Rotationsparaboloide.  Andererseits  ist 
sie,   wie  leicht  zu  zeigen,  der  Ort  eines  Punktes  mit  der  Eigenschafk, 


*)  Dieser  znerst  vom  Vortragenden  anfgestellte  und  bewiesene  Satz  (Arch.  f. 
Math.  u.  Phys.  (8)  6,  p.  168  [1903])  ist  in  der  Strafiburger  Dissertation  (1903)  von 
H.  Berger,  „Ober  RotationsflSx^hen  zweiten  Grades,  die  einem  gegebenen  Tetra- 
eder eingeschrieben  sind^^  mit  rein  synthetischen  Mitteln  untersucht  worden. 
•*)  Vgl.  F.  Geiser,  Joum.  f.  Math.  69  (1868),  p.  179. 
*••)  Die  Gleichnng  (VllI)  der  unendlich  femen  Ebene  ist  eine  unmittelbare 
Folge  des  ^Projektionssatzes'' :  z/,- =  ^j^c,;j^^  + iJ,c,.,-f  ^„/',„,.  Die  drei  Produkte 
rechterhand  sind  die  Inhalte  der  Projektionen  der  Dreiecke  z/^,  Jj,  J,^^  auf  das 
Dreieck  J.. 

t)  Die  F^H  geht  u.  a.  durch  die  28  Mittelpunkte  der  28  Strecken  M^Mk- 
Allgemein  geht  durch  die  28  Mittelpunkte  der  28  Strecken,  die  je  zwei  der  h  Gnind- 
punkte  eines  Fl&chennetzes  2.  Ordnung  verbinden,  eine  Flache  3.  Ordnung. 
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daB  die  4  Fafipunkte  der  von  ihm  auf  die  Tetraederebenen  gef  allten 
Lote  in  einer  Ebene  liegen. 

Ftlr  diese  Flache  F^^^^  lassen  sich  die  bekannten  Satze  fiber  die 
aof  einer  beliebigen  Flache  3.  Ordnung  gelegenen  Kurren  spezialisieren. 
So  gibt  es  auf  ihr,  abgesehen  von  den  (vierfach  zahlenden)  Tetraeder- 
kanten,  noch  drei  Qersde  g^yg^yg^,  die  in  der  £bene: 

liegen.  Projiziert  man  die  F^^*"^  von  einer  Tetraederecke  A^  aus  auf  die 
Ebene  E^  so  hat  man  die  einfachste  Abbildung  der  Flache  auf  die 
Ebene. 

,^uf  Grand  dieser  AbbUdung  hat  man  ein  tbertragungsprinzip, 
um  die  Geometric  des  Dreiecks  (der  derBden  g^,  g^,  g^)  auf  die  Flache 
F^^""^  und  damit  auf  das  Tetraeder  selbst  zu  flbertragen.^' 

Die  Theorie  der  Gegenpunkte  beim  Dreieck  fOhrt  zu  einer  Reihe 
von  Satzen  Uber  Kegelschnitte^  die^  durch  gewisse  Punkte  bestimmt^ 
noch  durch  gewisse  weitere  Punkte  gehen. 

Die  entsprechende  Theorie  im  Raume  gestaltet  sich  ungleich  mannig- 
faltiger;  es  seien  zwei  Satze  dieser  Art  hervorgehoben. 

In  der  Transformation  T  (VII)  entspricht  einer  Ebene  E<,  die  durch 
eine  (und  nur  eine)  Ecke  A^  geht,  ein  Kegel  2.  Ordnung  K^,  der  die 
drei  von  A^  auslaufenden  Tetraederkanten  enthalt.  Die  Spuren  Yon  E^ 
und  K^  in  der  Tetraederebene  A^  entsprechen  sich  in  einer  quadratischen 
Verwandtschaft  T^^  deren  Fundamentalpunkte  die  Ecken  A^,  A^y  A^  und 
deren  Einheitspunkte  die  Spuren  6r/^^,  6r/*),  (?/%  (?/*>  der  vier  Geraden 
sindy  die  die  2  •  4  Punkte  M^  von  A^  aus  projizieren.  Sucht  man  ins- 
besondere  denjenigen  Kegel  K^y  der  das  Bild  der  durch  A^  zur  Ebene  A^ 
parallel  gelegten  Ebene  E/  ist^  so  ergibt  sich  der  Satz: 

^ie  durch  eine  Tetraederecke  A^  zur  Gegenebene  A^  parallel  ge- 
legte  Ebene  E^  trifft  jede  der  24  Geraden  M^M^j  die  nicht  durch  A^ 
geht,  in  einem  Punkte  F^j^y  zu  dem  man  den  bez.  M^J  M^  yierten  har- 
monischen  Punkt  Q^j^  bestimme.  Die  24  Spurpunkte  der  Geraden  Al^  Q^J^ 
in  der  Ebene  A^  liegen  auf  einem  ^^NetLnpunkte-Kegelschnitte^'y  der  so- 
wohl  durch  A^,  JL,^  A^  wie  durch  die  6  Mittelpunkte  der  6  Strecken 
C;/'),G/')(r,s=-l,2,3,4)geht« 

Ein  entsprechender  Satz  gilt  fCLr  jeden  der  Kegel  K^. 

Zweitens  geht  eine  Ebene  durch  eine  Tetraederkante  k^J^  Termoge 
der  Transformation  T  (VII)  wieder  in  eine  solche  fiber.  Diese  Ebenen- 
paare  durch  X:^^  bilden  eine  InTolution,  deren  Doppelelemente  die 
Halbierungsebenen  H^^^y  H/^.  des  Flachenwinkels  y^^  sind.     Jede  dieser 
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RUckt  im  besondem  der  eine  der  beiden  Punkte  P,  Q  in  bestimmter 
Richtung  ins  Unendliche,  so  taritt  der  Grenzfall  einer  Schar  konfokaler 
Rotationsparaboloide  ein,  und  umgekehrt  lafit  sich  wiedemm  ein  Rota- 
tionsparaboloid  auffassen  als  Indiyiduum  einer  Schar  von  Flachen 
2.  E[lasse^  der  aufier  K  das  aus  dem  festen  Brennpunkte  der  flache 
und  dem  unendlich  fernen  Punkte  ihrer  Achse  bestehende  Punktepaar 
angehort. 

Somit  gilt  der  Satz:*) 

„Zwei  korrespondierende  Punkte  der  Transformation  T  (VII)  sind 
die  Brennpunkte  einer  dem  Tetraeder  einbeschriebenen  Rotationsflache 
2.  Ordnung,  und  umgekehrt/^ 

Zwei  solche  Punkte  heifien^  wie  bei  der  analogen  Erscbeinung  im 
Dreiecky  ,,Gegenpunkte''  des  Tetraeders.  Die  sich  selbst  entsprechenden 
Punkte,  die  „Einheit8punkte"  der  Transformation  T,  sind  die  Mittel- 
punkte  der  dem  Tetraeder  einbeschriebenen  Kugeln,  fallen  also  mit  den 
obigen  acht  Einheitspunkten  M^  zusammen. 

Beschreibt**)  ein  Punkt  P  eine  Gerade  Qy  so  durchlauft  sein  Gegen- 
punkt  Q  eine  durch  die  Ecken  A^  gehende  Raumkurve  3.  Ordnung  C,, 
das  ,,Bild'^  der  Geraden  g.  Das  Bild  einer  Ebene  ist  eine  Flache  3.  Ord- 
nung 2^3,  die  in  den  Ecken  A^  Enotenpunkte  besitzt.  Ist  im  besondem 
die  Ebene  die  unendlich  feme  E^: 

(Vm)  E,  =  x^J,  +  x^J^  +  x^J^  +  x^J,  =  0,***) 

wo  die  J^  die  Inhalte  der  4  Tetraederdreiecke  bedeuten,  so  wird  die 
entsprechende  Flache  3.  Ordnung  -Fj^*"): 

(18)  j;m  =  J  +  ^  +  ^.  +  £«=0. 

M/«  wl/a  «</•  aw^ 

Diese  Flache  F^^*"^'\)  ist  demnach  der  Ort  der  Brennpunkte  der 
dem  Tetraeder  einbeschriebenen  Rotationsparaboloide.  Andererseits  ist 
sie,  wie  leicht  zu  zeigen,  der  Ort  eines  Punktes  mit  der  Eigenschaft, 


*)  Dieser  znerst  vom  Vortragenden  anfgestellte  und  bewiesene  Satz  (Arch.  f. 
Math.  u.  Phys.  (8)  6,  p.  168  [1903])  ist  in  der  Strafiburger  Dissertation  (1903)  von 
H.  Berger,  ^tTber  RotationsflS^^hen  zweiten  Grades,  die  einem  gegebenen  Tetara- 
eder  eingeschrieben  sind"  mit  rein  synthetischen  Mitteln  untersucht  worden. 
♦^  Vgl.  F.  Geiser,  Joum.  f.  Math.  69  (1868),  p.  179. 
***)  Die  Gleichung  (VII  I)  der  unendlich  fernen  Ebene  ist  eine  unmittelbare 
Folge  des  ^Projektionssatzes" :  J,- =  J^c,^ .+ ii,c,-,  +  J,„c,„^.  Die  drei  Produkte 
rechterhand  sind  die  Inhalte  der  Projektionen  der  Dreiecke  J^.^  zi,,  -d,^  auf  das 
Dreieck  d^. 

t)  Die  F,(<»)  geht  u.  a.  durch  die  28  Mittelpunkte  der  28  Strecken  M^Mk. 
Allgemein  geht  durch  die  28  Mittelpunkte  der  28  Strecken,  die  je  zwei  der  8  Gmnd- 
punkte  eines  FlS^chennetzes  2.  Ordnung  verhinden,  eine  Flache  3.  Ordnung. 
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daB  die  4  Fafipunkte  der  von  ihm  auf  die  Tetraederebenen  gef  allien 
Lote  in  einer  Ebene  liegen. 

Fdr  diese  Flache  F^^*"^  lassen  sich  die  bekannten  Satze  iiber  die 
auf  einer  beliebigen  Flacbe  3.  Ordnung  gelegenen  Euiren  spezialisieren. 
So  gibt  es  auf  ihr,  abgesehen  yen  den  (vierfacb  zahlenden)  Tetraeder- 
kanten,  noch  drei  Qersde  g^yg^^g^y  die  in  der  £bene: 

(19)  E  =  5+5;+-2  +  J;=o 

liegen.  Projiziert  man  die  F^^*"^  von  einer  Tetraederecke  A^  aus  auf  die 
Ebene  E,  so  hat  man  die  einfachste  Abbildung  der  Flache  auf  die 
Ebene. 

,^uf  Grand  dieser  Abbildung  hat  man  ein  tfbertragnngsprinzip, 
um  die  Geometrie  des  Dreiecks  (der  Geraden  ^j^^,^^,)  auf  die  Flache 
F^^""^  und  damit  auf  das  Tetraeder  selbst  zu  fibertragen.^' 

Die  Theorie  der  Gegenpunkte  beim  Dreieck  fOhrt  zu  einer  Reihe 
von  Satzen  dber  Eegelschnitte^  die^  durch  gewisse  Punkte  bestimmt; 
noch  durch  gewisse  weitere  Punkte  gehen. 

Die  entsprechende  Theorie  im  Raume  gestaltet  sich  ungleich  mannig- 
faltiger;  es  seien  zwei  Satze  dieser  Art  hervorgehoben. 

In  der  Transformation  T  (VII)  entspricht  einer  Ebene  E<,  die  durch 
eine  (und  nur  eine)  Ecke  A^  geht,  ein  Kegel  2.  Ordnung  K^y  der  die 
drei  von  A^  auslaufenden  Tetraederkanten  enthalt.  Die  Spuren  von  E^ 
und  iCj  in  der  Tetraederebene  A^  entsprechen  sich  in  einer  quadratischen 
Verwandtschaft  T^,  deren  Fundamentalpunkte  die  Ecken  A^,  A^,  A^  und 
deren  Einheitspunkte  die  Spuren  6r/^),  6r/*),  (t/*\  6r/*)  der  vier  Geraden 
sindy  die  die  2  •  4  Punkte  M^  von  A^  aus  projizieren.  Sucht  man  ins- 
besondere  denjenigen  Kegel  K^,  der  das  Bild  der  durch  A^  zur  Ebene  A^ 
parallel  gelegten  Ebene  E/  ist^  so  ergibt  sich  der  Satz: 

;^ie  durch  eine  Tetraederecke  A^  zur  Gegenebene  A^  parallel  ge- 
legte  Ebene  E<  triflFt  jede  der  24  Geraden  M^Mj^y  die  nicht  durch  A^ 
geht^  in  einem  Punkte  P^^,  zu  dem  man  den  bez.  M^,  M^  vierten  har- 
monischen  Punkt  Q^^  bestimme.  Die  24  Spurpunkte  der  Geraden  A^  Q^j^ 
in  der  Ebene  A^  liegen  auf  einem  ^^NetLnpunkte-Kegelschnitte^'y  der  so- 
wohl  durch  Aj^y  A^y  A^  wie  durch  die  6  Mittelpunkte  der  6  Strecken 
C;,W,G,W(r,s-l,2,3,4)geht« 

Ein  entsprechender  Satz  gilt  fdr  jeden  der  Kegel  K^, 

Zweitens  geht  eine  Ebene  durch  eine  Tetraederkante  k^J^  vermoge 
der  Transformation  T  (VII)  wieder  in  eine  solche  fiber.  Diese  Ebenen- 
paare  durch  Jc^J^  bilden  eine  Involution,  deren  Doppelelemente  die 
Halbierungsebenen  H^^;^^,  H/^  des  Flachenwinkels  y^^  sind.     Jede  dieser 
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RUckt  im  besondem  der  eine  der  beiden  Punkte  P,  Q  in.  bestimmter 
Bichtnng  ins  Unendliche^  so  tritt  der  Gbenzfall  einer  Schar  konfokaler 
Rotationsparaboloide  eiii;  und  umgekehrt  lafit  sich  wiederam  ein  Rota- 
tionsparaboloid  auffassen  als  Indiyiduum  einer  Schar  von  Flachen 
2.  Elasse^  der  aufier  K  das  aus  dem  festen  Brennpunkte  der  Flache 
und  dem  unendlich  femen  Punkte  ihrer  Achse  bestehende  Punktepaar 
angehort. 

Somit  gilt  der  Satz:*) 

,^wei  korrespondierende  Punkte  der  Transformation  T  (VII)  sind 
die  Brennpunkte  einer  dem  Tetraeder  einbeschriebenen  Rotationsflache 
2.  Ordnung;  und  umgekehrt/^ 

Zwei  solche  Punkte  heifien^  wie  bei  der  analogen  Erscheinung  im 
Dreieck,  ,,6egenpunkte''  des  Tetraeders.  Die  sich  selbst  entsprechenden 
Punkte^  die  ^Einheitspunkte^'  der  Transformation  T,  sind  die  Mittel- 
punkte  der  dem  Tetraeder  einbeschriebenen  Kugeln^  fallen  also  mit  den 
obigen  acht  Einheitspunkten  M^  zusammen. 

Beschreibt**)  ein  Punkt  P  eine  Gerade  g,  so  durchlauft  sein  Gegen- 
punkt  Q  eine  durch  die  Ecken  A-  gehende  Raumkurve  3.  Ordnung  C,, 
das  ^ild"  der  Geraden  g.  Das  Bild  einer  Ebene  ist  eine  Flache  3.  Ord- 
nung JPjy  die  in  den  Ecken  A^  Enotenpunkte  besitzt.  Ist  im  besondem 
die  Ebene  die  unendlich  feme  E„: 

(Vm)  E,  =  x,J,  +  x,J,  +  x,J,  +  x,J,  =  0,***) 

wo  die  /J^  die  Inhalte  der  4  Tetraederdreiecke  bedeuten^  so  wird  die 
entsprechende  Flache  3.  Ordnung  F^^*^^: 

(18)  F.H  =  ^  +  ^  +  ^3  +  £|=0. 

Diese  Hache  F^^*"^f)  ist  denmach  der  Ort  der  Brennpunkte  der 
dem  Tetraeder  einbeschriebenen  Rotationsparaboloide.  Andererseits  ist 
sie^  wie  leicht  zu  zeigen,  der  Ort  eines  Punktes  mit  der  Eigenschaft^ 


*)  Dieser  znerst  vom  Vorfcragenden  aufgestellte  und  bewiesene  Satz  (Arch.  f. 
Math.  u.  Phys.  (8)  6,  p.  168  [1903])  let  in  der  Strafiburger  Dissertation  (1903)  von 
H.  Berger,  „Ober  Rotationsfl'dchen  zweiten  Grades,  die  einem  gegebenen  Tetra- 
eder eingeschrieben  sind^^  mit  rein  gynthetischen  Mitteln  untersucht  worden. 
**)  Vgl.  F.  Geiser,  Joum.  f.  Math.  69  (1868),  p.  179. 
***)  Die  Gleichung  (VIII)  der  nnendlicb  femen  Ebene  ist  eine  immittelbare 
Folge  des  , J^rojektionssatzes" :  z/,  ==  z/;^c,j;.  + J,c,,  +  J„/',„^.  Die  drei  Produkte 
rechterhand  sind  die  Inhalte  der  Projektionen  der  Dreiecke  Jj.^  Jj,  J^  auf  das 
Dreieck  J-. 

t)  Die  F^{*»)  geht  u.  a.  durch  die  28  Mittelpunkte  der  28  Strecken  M^Mk. 
AUgemein  geht  durch  die  28  Mittelpunkte  der  28  Strecken,  die  je  zwei  der  8  Grond- 
punkte  eines  Flachennetzes  2.  Ordnung  verbinden,  eine  Flache  3.  Ordnung. 
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daB  die  4  Fafipankte  der  von  ihm  auf  die  Tetraederebenen  gef  allten 
Lote  in  einer  Ebene  liegen. 

F^  diese  Flache  F^^*"^  lassen  sich  die  bekannten  Satze  fiber  die 
auf  einer  beliebigen  Flacbe  3.  Ordnung  gelegenen  Eurven  spezialisieren. 
So  gibt  es  auf  ihr,  abgesehen  Yon  den  (vierfach  zahlenden)  Tetraeder- 
kanten,  noch  drei  Gtersde  giyg^^g^y  die  in  der  Ebene: 

(19)  E  =  5  +  |;+5+J;=o 

liegen.  Projiziert  man  die  F^^*"^  Yon  einer  Tetraederecke  A^  aus  auf  die 
Ebene  E,  so  hat  man  die  einfachste  Abbildung  der  Flache  auf  die 
Ebene. 

;^uf  Gh-und  dieser  Abbildung  hat  man  ein  t^bertragnngsprinzip, 
um  die  Geometrie  des  Dreiecks  (der  Geraden  ^i^^,^^,)  auf  die  Flache 
2^3^^)  and  damit  auf  das  Tetraeder  selbst  zu  dbertragen.'' 

Die  Theorie  der  Gegenpunkte  beim  Dreieck  fOhrt  zu  einer  Reihe 
Yon  Satzen  dber  Eegelschnitte^  die,  durch  gewisse  Punkte  bestimmt^ 
noch  durch  gewisse  weitere  Punkte  gehen. 

Die  entsprechende  Theorie  im  Raume  gestaltet  sich  ungleich  mannig- 
faltiger;  es  seien  zwei  Satze  dieser  Art  herYorgehoben. 

In  der  Transformation  T  (VII)  entspricht  einer  Ebene  E^,  die  durch 
eine  (und  nur  eine)  Ecke  J.,,  geht,  ein  Kegel  2.  Ordnung  JK),  der  die 
drei  Yon  A^  auslaufenden  Tetraederkanten  enthalt.  Die  Spuren  Yon  E^ 
und  K^  in  der  Tetraederebene  A^  entsprechen  sich  in  einer  quadratischen 
Verwandtschaft  T^,  deren  Fundamentalpunkte  die  Ecken  Aj^y  A^y  A^  und 
deren  Einheitspunkte  die  Spuren  Gl^\  6r/*),  6r/%  (r/*^  der  Yier  Geraden 
sindy  die  die  2  •  4  Punkte  Jlf^  Yon  A^  aus  projizieren.  Sucht  man  ins- 
besondere  denjenigen  Kegel  K^y  der  das  Bild  der  durch  A^  zur  Ebene  A^ 
parallel  gelegten  Ebene  E/  ist,  so  ergibt  sich  der  Satz: 

,^ie  durch  eine  Tetraederecke  A^  zur  Gegenebene  A^  parallel  ge- 
legte  Ebene  E<  trifft  jede  der  24  Geraden  M^M^j  die  nicht  durch  A^ 
geht,  in  einem  Punkte  P^^^,  zu  dem  man  den  bez.  M^,  M^  Yierten  har- 
monischen  Punkt  Q^j^  bestimme.  Die  24  Spurpunkte  der  Geraden  A^Qii^ 
in  der  Ebene  A^  liegen  auf  einem  ^NetLnpunkte-Kegelschnitte^  der  so- 
wohl  durch  J.^,  -4„  A^  wie  durch  die  6  Mittelpunkte  der  6  Strecken 
Gl'\  G/')  (r,  s  =»  1,  2,  3,  4)  geht." 

Ein  entsprechender  Satz  gilt  fdr  jeden  der  Kegel  K^, 

Zweitens  geht  eine  Ebene  durch  eine  Tetraederkante  \j^  Yermoge 
der  Transformation  T  (VII)  wieder  in  eine  solche  fiber.  Diese  Ebenen- 
paare  durch  'k^J^  bilden  eine  InYolution,  deren  Doppelelemente  die 
Halbierungsebenen  H^^,  H'.j,  des  Flachenwinkels  y^^  sind.     Jede  dieser 
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RUckt  im  besondem  der  eine  der  beiden  Punkte  P,  Q  in  bestimmter 
Richtang  ins  Unendliche,  so  tritt  der  Ghrenzfall  einer  Schar  konfokaler 
Rotationsparaboloide  ein,  und  umgekehrt  lafit  sicli  wiederam  ein  Rota- 
idonsparaboloid  auffassen  als  Indiyiduum  einer  Schar  von  Flachen 
2.  Elasse,  der  aufier  K  das  aus  dem  festen  Brennpunkte  der  F^he 
nnd  dem  unendlich  femen  Punkte  ihrer  Achse  bestehende  Ponktepaar 
angehort. 

Somit  gilt  der  Satz:*) 

,^wei  korrespondierende  Punkte  der  Transformation  T  (VII)  sind 
die  Brennpunkte  einer  dem  Tetraeder  einbeschriebenen  Rotationsfiaclie 
2.  Ordnung,  und  umgekehrt/^ 

Zwei  solche  Punkte  heifien^  wie  bei  der  analogen  Erscheinung  im 
Dreieck^  ^^Gegenpunkte^'  des  Tetraeders.  Die  sich  selbst  entsprechenden 
Punkte ;  die  ^Einheitspunkte'^  der  Transformation  T,  sind  die  Mittel- 
punkte  der  dem  Tetraeder  einbeschriebenen  Kugeln^  fallen  also  mit  den 
obigen  acht  Einheitspunkten  M^  zusammen. 

Beschreibt**)  ein  Punkt  P  eine  Qerade  gy  so  durch^uft  sein  Gegen- 
punkt  Q  eine  durch  die  Ecken  A^  gehende  Raumkurve  3.  Ordnung  C,, 
das  ^ild*'  der  Geraden  g.  Das  Bild  einer  Ebene  ist  eine  Flache  3.  Ord- 
nung 2^3 ;  die  in  den  Ecken  A^  Enotenpunkte  besitzt.  Ist  im  besondem 
die  Ebene  die  unendlich  feme  E„: 

(Vm)  E,  =  x^J,  +  x,J,  +  x,J,  +  x^J,  =-  0,***) 

wo   die  ^^  die  Inhalte  der  4  Tetraederdreiecke  bedeuten,  so  wird  die 
entsprechende  Flache  3.  Ordnung  F^^*^^: 

Diese  Flache  F^^*"^f)  ist  demnach  der  Ort  der  Brennpunkte  der 
dem  Tetraeder  einbeschriebenen  Rotationsparaboloide.  Andererseits  ist 
sie,  wie  leicht  zu  zeigen,  der  Ort  eines  Punktes  mit  der  Eigenschaft, 


*)  Dieser  znerst  vom  Vortragenden  aufgestellte  und  bewiesene  Satz  (Arch.  f. 
Math.  u.  Phys.  (8)  5,  p.  168  [1903])  ist  in  der  Strafiburger  Dissertation  (1903)  von 
H.  Berger,  ,,t}ber  RotationsflS^hen  zweiten  Grades,  die  einem  gegebenen  Tetra- 
eder eingeschrieben  sind'^  mit  rein  synthetischen  Mitteln  untersucht  worden. 
•*)  Vgl.  F.  Geiser,  Joum.  f.  Math.  69  (1868),  p.  179. 
***)  Die  Gleichong  (VIII)  der  unendlich  femen  Ebene  ist  eine  unmittelbare 
Folge  des  , J^rojektionssatzes" :  ^,  ==  iJ^c^jj.-!- iJ,c,.j  + *J,„c,„,.  Die  drei  Produkte 
rechterhand  sind  die  Inhalte  der  Projektionen  der  Dreiecke  Jf.,  J^^  J,„  auf  das 
Dreieck  J- . 

t)  Die  i^,(«)  geht  u.  a.  durch  die  28  Mittelpunkte  der  28  Strecken  M^Mt. 
Allgemein  geht  durch  die  28  Mittelpunkte  der  28  Strecken,  die  je  zwei  der  h  Grund- 
puiikte  eines  Fl&chennetzes  2.  Ordnung  verbinden,  eine  Fliiche  3.  Ordnung. 
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daB  die  4  Fafipunkte  der  von  ihm  auf  die  Tetraederebenen  gef  allien 
Lote  in  einer  Ebene  liegen. 

FUr  diese  Flache  F^^'"^  lassen  sich  die  bekannten  Satze  ilber  die 
auf  einer  beliebigen  Flache  3.  Ordnung  gelegenen  Euiren  spezialisieren. 
So  gibt  es  auf  ihr,  abgesehen  von  den  (vierfach  zahlenden)  Tetraeder- 
kanten,  noch  drei  Gerade  gug%jg^j  die  in  der  Ebene: 

(19)  E  =  5  +  5;  +  g  +  J;  =  o 

liegen.  Projiziert  man  die  F^^"^  von  einer  Tetraederecke  A^  aus  auf  die 
Ebene  E,  so  hat  man  die  einfachste  Abbildung  der  Flache  auf  die 
Ebene. 

y^uf  Grand  dieser  AbbUdung  hat  man  ein  t^bertragnngsprinzip, 
um  die  Geometrie  des  Dreiecks  (der  Geraden  ^1,5^,,^,)  auf  die  Flache 
i^s^"")  und  damit  auf  das  Tetraeder  selbst  zu  iibertragen.'' 

Die  Theorie  der  Gegenpunkte  beim  Dreieck  fOhrt  zu  einer  Reihe 
von  Satzen  iiber  Eegelschnitte,  die,  durch  gewisse  Punkte  bestimmt^ 
noch  durch  gewisse  weitere  Punkte  gehen. 

Die  entsprechende  Theorie  im  Raume  gestaltet  sich  ungleich  mannig- 
faltiger;  es  seien  zwei  Satze  dieser  Art  hervorgehoben. 

In  der  Transformation  T  (VII)  entspricht  einer  Ebene  E<,  die  durch 
eine  (und  nur  eine)  Ecke  A^  geht,  ein  Kegel  2.  Ordnung  K^,  der  die 
drei  von  A^  auslaufenden  Tetraederkanten  enthalt.  Die  Spuren  von  E^ 
und  K^  in  der  Tetraederebene  A^  entsprechen  sich  in  einer  quadratischen 
Verwandtschaft  T^,  deren  Fundamentalpunkte  die  Ecken  A^^  A^,  A^  und 
deren  Einheitspunkte  die  Spuren  6r/^^,  6r/*),  (t/*\  6r/*)  der  vier  Geraden 
sindy  die  die  2  •  4  Punkte  M^  von  A^  aus  projizieren.  Sucht  man  ins- 
besondere  denjenigen  Kegel  iSC/,  der  das  Bild  der  durch  A^  zur  Ebene  A^ 
parallel  gelegten  Ebene  E/  ist^  so  ergibt  sich  der  Satz: 

^ie  durch  eine  Tetraederecke  A^  zur  Gegenebene  A^  parallel  ge- 
legte  Ebene  E,.  trifft  jede  der  24  Geraden  M^Mj^j  die  nicht  durch  A- 
geht,  in  einem  Punkte  F^j^,  zu  dem  man  den  bez.  M^y  M^  vierten  har- 
monischen  Punkt  Q^^  bestimme.  Die  24  Spurpunkte  der  Geraden  Af  Q^^ 
in  der  Ebene  A^  liegen  auf  einem  ,;Neunpunkte-Kegel8chnitte",  der  so- 
wohl  durch  Aj^,  A^,  A^  wie  durch  die  6  Mittelpunkte  der  6  Strecken 
(;/'),G/')(r,s-l,2,3,4)geht« 

Ein  entsprechender  Satz  gilt  fCLr  jeden  der  Kegel  K^. 

Zweitens  geht  eine  Ebene  durch  eine  Tetraederkante  k^,^  vermoge 
der  Transformation  T  (VII)  wieder  in  eine  solche  fiber.  Diese  Ebenen- 
paare  durch  h^|^  bilden  eine  Involution,  deren  Doppelelemente  die 
Halbierungsebenen  H^^,  H/^  des  Flachenwinkels  y^^  sind.     Jede  dieser 
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beiden  Ebenen  tragi  4  der  8  Punkte  M,  Seien  etwa  M^^  M^,  M^j  M^ 
die  4  auf  H^^  gelegenen  Punkte  -3f;  die  Gegenkante  A*,^  werde  von  H^^ 
in  H^j^  getroffen.  Die  £bene  H^^  entspricht  sich  selbst  vermoge  (VII), 
nnd  zwar  entsprechen  sich  die  Pnnkte  von  H,.^  vermdge  einer  quadra- 
tischen  Yerwandschaft  T,-^  mit  den  Fundamentalpunkten  A^y  Aj^,  H^j^  und 
den  Einheitspunkten  M^,  Al^y  M^^  M^.  Insbesondere  ist  das  Bild  der 
unendlich  femen  Oeraden  ca,-^  von  H^^^  ein  ^^Neunpunkte-Eegelschnitt^'  C^^^y 
der  aufier  durch  die  3  Punkte  A^,  A^,  H^^  noch  durch  die  6  Mittelpunkte 
der  6  Strecken  M^M^  (r,  s  =  1,  2,  3,  4)  geht. 

Nun  ist  in  der  Transformation  T  das  Bild  iq^nd  einer  unendlich- 
femen  Geraden  g^  des  Raumes  eine  gewisse  durch  die  4  Ecken  A 
laufende  Raumkurve  3.  Ordnung.*;  Da  aber  jede  unendlichfeme  Gterade 
g^  die  12  Oeraden  (o^j^  treffen  muB^  und  umgekehrt  eine  Oerade^  die 
zwei  solche  Gerade  cd^^  trifft,  eine  Gerade  g^  sein  muB,  so  hat  man 
das  Ergebnis: 

j^  jeder  der  12,  die  Flachenwinkel  des  Tetraeders  halbierenden 
Ebenen  existiert  vermoge  der  4  auf  ihr  gegebenen  Einheitspunkte  M 
ein  bestimmter  Neunpunkte-Eegelschnitt.  Jede  durch  die  Ecken  des 
Tetraeders  gelegte  Raumkurve  3.  Ordnung,  die  zweien  dieser  12  Kegel- 
schnitte  begegnet^  trifit  auch  die  10  tlbrigen.^ 

Die   dualistischen  Eigenschaften   treten   bei    der  Ebenenverwandt- 
schaft 
(VH')  6u,v^^l 

auf  Die  beiden  Verwandtschaften  ( VH )  und  (VII'j  sind  aber  noch  in 
einer  besonderen  Art  miteinander  verknflpft.  Die  Verwandtschaft  ( VIl' ) 
besitzt  8  Einheitsebenen  M^.  Diese  lassen  sich  auf  eine  und  nur  eine 
Art  in  zwei  vierfach  perspektiv  **;  liegende  Tetraeder  T^,  T^  anordnen, 
deren  Ecken  dann  gerade  die  8  Einheitspunkte  J/,  der  Verwandtschaft 
(VII;   sind.     Verst^ht  man   unter   Tj,   T,    zugleich    die   Produkte   der 

*)  Die  16  Geraden,  die  je  eine  Ecke  Ton  Jj  mit  einer  Ecke  von  T^  verbinden. 
Bind  gerade  die  16,  p.  331,  Anm.  *)  erw&hnten,  durch  die  Ecken  A^  laufenden 
Geraden  MiM^,  w&hrend  die  zwdlf  fibrigen,  je  zwei  Gegenkanten  treffenden,  sich 
aus  den  2  •  6  Kanten  der  beiden  Tetraeder  T^,  T,  znsammensetzen. 

^  Diese  oo*  dem  Tetraeder  umbeschriebenen  C,  stehen  zu  den  oc^  dem  Te- 
traeder einbeschziebenen  Fl&chen  2.  Klasse  <^,  in  der  Beziehong,  dafi  es,  im  all- 
gemeinen,  aufier  dem  vorhandenen  Tetraeder  kein  zweites  gibt,  das  einer  der  C, 
ein-  und  einer  der  ^,  umbeschrieben  wSxe  (und  entsprechend  dualistisch'^.  Dagegen 
gebOren  zu  jeder  der  C,  noch  cx>^  (apolare)  der  <^,,  und  zu  jeder  der  ^^  ^o<^h  oc- 
(apolare)  der  C,,  so  dafi  aufier  dem  in  Rede  stehenden  Tetraeder  noch  eine  ou- 
lineare  Schar  solcher  existiert  (cf.  W.  Fr.  Meyer,  Apolaritat  und  rationale  Kurven, 
TQbingen  1883,  p.  279). 
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4  beztiglichen  Ebenenformen,  so  herrscht  (bei  passender  WaU  yon  Pro- 
portionalitatsfaktoren)  die  Identitat: 

(20)  Ti  —  T,  =  —  4Sx^x^x^x^, 

7\  und  7,  bilden  daher  mit  dem  ursprtlnglichen  Teiraeder  ein  Tripel 
desmischer  Tetraeder;  dieselben  zeigen  auch  insofem  ein  symmetrisches 
Yerhalten^  als  immer  die  Ecken  je  zweier  derselben  die  Grondpunkie 
eines  Flachennetzes  2.  Ordnung  bilden,  und  die  bez.  des  Netzes  kon- 
jugierten  Raompunkte  eine  Transformation  yon  der  Natur  (VII)  bilden^ 
deren  4  Fundamentalpunkte  eben  die  £cken  des  dritten  Tetraeders  sind 
(und  entsprechend  duaUstisch). 

Aber  auch  umgekebrt,  wie  sich  durch  einfache  Rechnung  zeigen 
lafit,  sind  drei  yierfach  perspektiye  Tetraeder  auch  drei  desmische,  d.  h.  sie 
gehoren  einem  Buschel  yon  Flachen  4.  Ordnung  an,  oder,  was  dasselbe 
ist,  es  besteht  fdr  sie  eine  Identitat  yon  der  Form  (20),  wenn  man  yon 
Ausartungen  absieht,  also  allgemein  festsetzt,  daB  keine  Ecke  resp. 
Ebene  irgend  eines  der  drei  Tetraeder  mit  einer  Ebene  resp.  Ecke  eines 
der  beiden  andem  inzident  sein  soil.  Dabei  ist  eines  der  drei  Tetraeder, 
das  man  wieder  als  Eoordinatentetraeder  wahlen  mag,  willkfirlich;  des- 
gleichen  eine  Ecke  M  eines  zweiten  Tetraeders,  dann  aber  sind  die 
sieben  Abrigen  Ecken  eindeutig  bestimmt.*) 

Das  Netz  N^  yon  Flachen  2.  Ordnung  durch  die  acht  Ecken  der 
beiden  letzteren  Tetraeder  tritt  jetzt  allgemeiner  an  die  Stelle  des 
fr^eren  Netzes  N^  in  das  es  speziell  iibergeht,  wenn  der  Punkt  M 
der  „Einheitspunkt",  d.  i.  der  Schnittpunkt  der  Halbierungsebenen  der 
inneren  Flachenwinkel  des  ersten  Tetraeders  wird. 

Andererseits  yerallgemeinert  sich  der  Eugelkreis  K  jetzt  in  einen 
anderen  imaginaren  Eegelschnitt  K^  (i  =  1,  2,  •  •  *,  8)  yermoge  einer 
derjenigen  acht  Kollineationen,  die  das  erste  Tetraeder  unyerandert  lafit 
und  dessen  Einheitspunkt  in  den  beliebig  gewahlten  Punkt  M,  d.  h. 
in  irgend  eine  der  acht  Ecken  der  beiden  anderen  Tetraeder  Uberftlhrt. 

Es  werde  nunmehr  eine  andere  wichtige  Eonfiguration  in  Betracht 
gezogen,  die  unmittelbar  durch  Beziehung  des  Eugelkreises  K  (lY)  zum 
Tetraeder  erzeugt  wird,  namlich  die  der  Hohen  des  Tetraeders.    Es  sei 


*)  Au8  dieser  Umkehrung  folgt  u.  a.,  bei  metiischer  Spezialisiemng,  eine  be- 
merkenswerte  Ausdehnung  des  bekannten  Satzes  der  Ebene  ,,Die  Mittelpankte  der 
Strecken  der  S  Paare  von  Gegenpunkten  eines  voUst&ndigen  Vierseits  liegen  auf 
einer  Geraden^*  auf  den  Raum. 

Greift  man  n&mlich  von  3  desmischen  Tetraedem  irgend  2  heraos,  so  gehen 
deren  8  Ebenen  auf  6  Arten  zu  je  4  durch  2  „Gegenpunkte^'.  „Die  Mittelpunkte 
der  6  Strecken  dieser  6  Paare  von  Gegenpunkten  liegen  alsdann  auf  einer  Ebene.'* 
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jedoch  gleich  betont,  dafi  gerade  die  wesentUchsten  Eigenschaften  dieser 
Konfigoration  erst  heryortreten,  wenn  man  den  Kugelkreis  dnrch  eine 
beliebige  Flache  2.  Klasse  ersetzt.  Die  Fufiponkte  J9|.  der  Hohen  h^ 
des  TetraederB  haben  die  Eoordinaten*): 

(21)  a?,=.0,    x^^c^j^,    a;,«c,„    x^^c,^      (i,  *,  i,  m  -  1,  2,  3,  4). 

Man  erhalt  sie  direkt  aus  der  Definition  der  Hohen  als  derjenigen 
Ecktransrersalen^  die  zu  den  bez.  Gegenebenen  in  Beziehung  zum 
Kugelkreis  K  konjugiert  sind.  Die  H5hen  h^  sind  alsdann  (zu  den 
Gegenebenen)  gleichzeitig  konjugiert  in  Beziehung  zu  der  ganzen  oo^- 
Scbar  von  Flachen  2.  Klasse  O^: 

(22)  k^u,^+  A,V+  A3V+  K<+  ^K  =  0, 

die   sich  linear  zusammensetzt   aus  dem  Kugelkreise   K  und  der  00'- 
Schar  der  0,^  fUr  die  das  Tetraeder  Poltetraeder  ist  (^^olarflacben^^. 
Es  gibt  eine  und  nur  eine  Flache  2.  Klasse  H,  die  die  Ebenen  A,, 
des  Tetraeders  in  den  Hohenfufipunkten  H^  bertthrt:**) 

(IX)  H  =  MitijCjj  +  •  •  •  +  Mjfi^Ca^  =  0. 

Der  Mittelpunkt  L  dieser  Flache   H    besitzt  die  Koordinaten  Zl^. 

*)  HierauB  folgt  sofort,  da  die  Koordinaten  der  rechtwinkligen  Projektion 
einea  Ramnpunktes  (y)  anf  die  Tetraederebene  A^  die  Werte  x^^^O^  x^=^  y^ 
+  yiCn,  a:,=  y,  +  yi^iii  ^m  =■  J/m  +  y»^im  beaitzen,  dafi  sicb  die  HOhen  eines 
Tetraeders  dann  und  nnr  dann  in  einem  Ponkte  {ri)  schneiden,  wenn  die  zwei 
Bedingungen  c^^c^^  ==  ^is^s4  ==  ^14^8  e^^^lt  sind.    Die  Grdfien  tj  sind  alsdann  be- 

stimmt  durch    ''^  =    **  =  -J^ .    In  der  Tat  wird  dann,   wie  es  sein  mufi,   die 

Ilk         Ckl  <5*m 

linke  Seite  der  HdhenflSrche  P(X')  proportional  zum  Quadrate  von  «,  ijj  -f  «,?j, 
+  u,  Tjj  +  U4  TJ4 ,  indem  die  %•  den  Grdfien  6^  proportional  werden.  Ist  nur  eine 
der  beiden  obigen  Bedingungen  erfiillt,  so  sagt  deren  Form  den  bekannten  Satz 
aus,  dafi,  wenn  sich  zwei  H5ben  des  Tetraeders  treffen,  dies  auch  fur  die  beiden 
anderen  gilt.  Andererseits  folgt  aus  der  Theorie  des  Kugelkreises ,  dafi  die  Be- 
dingung  c^c^^^  ^4^,,  damit  aquivalent  ist,  dafi  die  beiden  Gegenkanten  A;^,,  A*,^ 
aufeinander  senkrecht  stehen.  Findet  dies  Ereignis  also  zweimal  statt,  so  auch 
das  dritte  Mai  (und  dies  bleibt  auch  giiltig,  wenn  der  Kugelkreis  durch  eine 
beliebige  FlUche  2.  Klasse  ersetzt  wird),  und  dann  und  nur  dann  treffen  sich  die 
vier  Hdhen  in  einem  Punkte.  Und  dieser  Satz  ist  wiederum  nur  ein  Spezialfall 
des  folgenden,  der  ebenso  ffir  ein  ebenes  Viereck  gilt  und  iibrigens  auch  elementar 
leicht  beweisbar  ist.  Nimmt  man  die  Richtungen  der  Kanten  in  der  zyklischen 
Folge  1234,  w&hrend  die  kf^  jetzt  die  absoluten  L&ngen  der  Kanten  bedeuten  mOgen, 
so  ist  die  Summe  der  drei  Produkte  („der  skalaren  Produkte  der  Oegenkanten- 
Vektoren")  A^^tAj^  cos  (A;,jfe,  A*,^  gleich  Null. 

**)  Die  Fl&che  H  gehOrt  also  der  durch  die  ausgezeichnete,  zum  Fl&chen- 
netze  N  apolare  Polarfl&che  u,*+ M,*-f  M8*+ u^*  =  0  erzeugten  konfokalen 
Schar  an. 
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Da  andererseits  der  Schwerpunkt  S*)  dee  Tetraeders  die  Koordinaten  — 

hat,  so  sind  beide  Punkte  Gegenpunkte  des  Tetraeders ,  also  nach  dem 
Satz  auf  p.  332  die  festen  Brennpunkte  einer  dem  Tetraeder  einbeschrie- 
benen  Uotationsflache  2.  Ordnung: 

m      «i%  (5  +  ^  +  2«.,)  +•••+«.«.  (-^  +  ^;  +  2c^)  =  0. 

Der  Punkt  L  ist  das  Analogon  zum  Lemoineschen  Punkt  beim 
Dreieck. 

Die  Hohen  h^  gehoren  **)  der  einen  Regelschar  einer  Flache  2.  Ord- 
nung an,  der  „H6henflache"  R: 

wo: 

(24)  »J=<12C8^7       »8"^8^4;       ^4=^4^8- 

Als  Klassenflache  P  aufgefaBt,  hat  die  Hohenflache  zur  Gleichung: 

wo: 

(25)  <y,  =  c^t,c^,c,^  (i,  k,l,m^  1,  2,  3,  4). 

Es    zeigt   sich  nun,    dafi   die    drei  erwahnten  Haupteigenschaften  der 


*)  Der  Schwerpunkt  S  ist  seinerseite  Mittelpunkt  zweier  ausgezeichneter 
Fl&chen  2.  Ordnung  (Ellipeoide) ;  einmal  der  FllUshe,  die  die  Kanten  dee  Tetraeders 
in  ihren  Mittelpunkten  beriihrt  (oder,  was  dasselbe  ist,  aus  den  Dreiecken  des 
Tetraeders  die  Steinerschen  Ellipsen  ausschneidet) ,  andererseits  der  F18.che, 
die  die  Ebenen  der  Dreiecke  in  deren  Schwerpunkten  bertlhrt.  Der  bekannte  Satz 
(iber  den  Schwerpunkt  des  Dreiecks  als  Mittelpunkt  der  Steinerschen  Ellipse  l&fit 
daher  eine  doppelte  Ausdehnung  auf  das  Tetraeder  zu. 

**)  Ein  &hnlicher  Satz  gilt  in  Beziehung  auf  eine  beliebig,  aber  fest  gew3.hlte 
Ebene:  F3.11t  man  von  den  Ecken  Ai  des  Tetraeders  Lote  auf  eine  feste  Ebene 
und  von  deren  Fufipunkten  wiederum  die  Lote  auf  die  bez.  Ebenen  A^  des  Te- 
traeders, so  gehOren  die  letzteren  vier  Lote  einer  Regelschar  2.  Grades  an/'  Auch 
dieser  Satz  bleibt  erhalten  bei  Ersetzung  des  Kugelkreises  durch  eine  beliebige 
FlSrche  2.  Klasse.  Das  ist  eine  Erweiterung  des  Satzes  iiber  den  ,,Lotpunkt''  beim 
Dreieck  (s.  K.  Cwojdzinski  im  Archiv  f.  Math.  u.  Phys.  (3)  1  [IDOlJ,  p.  176).  Zu  der 
Eonfiguration  der  Hdhen  sei  noch  bemerkt,  dafi  sich  bekannte  SUtze  des  Dreiecks 
nur  teilweise  auf  das  Tetrader  iibertragen  lassen.  F^llt  man  z.  6.  von  jedem 
HOhenfufipunkt  H.  auf  did  drei  Eanten  der  Ebene  A,.  Lote,  so  liegen  die  3  •  4  Fufi- 
punkte  dieser  Lote  auf  einer  FllUshe  2.  Ordnung.  F&llt  man  dagegen  von  H.  die 
Lote  auf  die  drei  von  A^  auslaufenden  Kanten  oder  auch  auf  die  drei  anderen 
Tetraederebenen  A^,  Ap  A^,,  so  gehoren  beidemal  die  8  •  4  Fufipunkte  der  ge- 
fUUten  Lote  k einer  Fl&che  2.  Ordnung  an. 
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Hohen,  sobald  man  den  Kiigelkreis  durch  eine  beliebige  Flache  2.  Klasse 
ersetzt;  sobald  also  die  6  GroSen  c^^  ganz  beliebig  gewablt  sind,  einander 
aquivalent  werden. 

Seien  ^^  irgend  yier  Ecktransversalen  des  Tetraeders^  T^  ibre  Spuren 
in  den  Oegenebenen  A^.  Stellt  man  dann  jeweils  die  drei  notwendigen 
und  binreichenden  Bedingimgen  dafQr  auf,  daB: 

(A)  die   Oeraden  t^  zu  den  Ebenen  A^  konjngiert  sind  in  bezug  aof 

irgend  eine  Flacbe  2.  Elasse  Of^  (and  damit  yon  selbst  f&r  eine 
ganze  oo*-Schar*)  solcher); 

(B)  daB  eine  Flache  2.  E[lasse  H  existiert,  die  die  Ebenen  A^.  in  den 

Punkten  T^  bertlhrt; 
(G)     daB  die  yier  Geraden  t^  der  einen  Regelschar  einer  Flache  2.  Ord- 

nung  resp.  Elasse  R==^  P  angehoren, 
so  sind  diese  3  Bedingimgen  jedesmal  die  numlichen. 

Dieser  Satz  werde  kurz  als  ^^Transyersalentheorem'^  des  Te* 
traeders  zitiert. 

Der  algebraische  Ausdruck**)  dieser  drei  Bedingimgen  ist  einfach 


*)  Dies  stimint  iiberein  mit  einem  bekannten  Abz&hlungsprinsdp.  Fdr  vier 
beliebig  gewS.hlte  t^  und  eine  unbekannte  $,  repr&sentiert  die  Forderang  (A)  acht 
Bedingungen,  so  dafi  es  zunftchst  scheint,  als  ob  stets  eine  cx)*-  Schar  yon  zu- 
gehOrigen  4^,  ezistiert.  In  Wahrheit  gibt  ee  eine  solche  ^^  erst  nach  Eiffllltsein 
dieier  Bedingongen  ftir  die  t.^  dann  aber  mufi  anch  die  Schar  der  ^^  eine 
(X)i+8  sein. 

^  Die  Aqnivalenz  der  Bedingongen  (26)  nnd  (C)  findet  sich  schon  bei 
0.  Hermes,  J.  f.  Math.  56  (1859),  p.  218.  Hieran  schliefien  sich  SU.tze  uber  vierfach 
perspektiveTetraeder  bei K.  Doehlemann,  Arch.  f.  Math.  u.  Phys.  (2)  17  (1899), p.  160; 
s.  auch  L.  King,  ib.  (3^  8  (1904),  p.  157).  Sind  die  Eoordinaten  der  4  Punkte  T.  zu- 
n&chst  als  3  •  4  beliebige  6r56en  ^^.^.,  |^.^^  ^.^^  gegeben,  so  erhillt  man  die  8  Be- 
dingungen  des  Textes  in   der  einfachsten  Form,  wenn   man  noch   zur  Abkiirzung 

setzt: 

A^PiiPi4P4»='^y    A--PliPi4P4l=^^    A'^  PilPl4P4t=^^    ^4^PltPiiPil  =  ^- 

Denn  diese  4  Bedingungen,  die  vollkommen  von  der  Gestalt  (7)  sind,  reduzieren 
sich  vermftge   der  Identit&t  A^  A^  A^A^^l  auf  drei.     Sind   sie  erfallt,  so  lassen 

a. 
sich  sofort  4  GrOfien  a^,  ri, ,  a,,  n^  angeben,  so  dafi  p^^-  =  —  wird.    Dann  aber 

ergeben  sich  fiir  a.p.j^=  a^.^,  aj^Pj^t^  ccj^,-  gerade  die  symmetrischen  GrOfien  (26). 
Analoge  Erscheinungen  treten  auf  fdr  solche  Punktquadrupel  T^  deren  Koordinaten 
sich  in  die  Form  p.j^  bringen  lassen,  wo  §fi=  —  §j^f.  Diese  Bedingungen  sind 
a^uivalent  mit  jeder  der  beiden  Forderungen : 

(A)     Die  Ecktransversalen  t.  sind  zu  den  Ebenen  A,-  konjugiert  in  bezug  auf  irgend 
ein  NuUsystem  (und  damit  von  selbst  fiir  eine  ganze  oc^- Schar  solcher); 
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der,  dafi  die  Eoordinaten  der  Punkte  T^  solchen  GroBen  a-^,  a,,,  a,^ 
(i,  /r,  /,  m  =  1,  2,  3,  4)  proportional  gesetzt  werden  konnen,  dafi  etets: 

(26)  ««=«*.• 

wird^  oder  ktlrzer  gesagt,  dafi  die  aus  den  Koordinaten  der  Punkte  T,. 
gebildete  Determinante  in  eine  symmetrische  Gestalt  J^  gebracht 
werden  kann.  Diese  6  Grofien  a^^  (26)  sind  dann  zugleich  die  Koeffi- 
zienten  der  Flache  H  (IX)  (mit  der  Determinante  J^  und  treten  im 
Ubrigen  an  die  Stelle  der  frUheren  speziellen  c^^. 

Neben  das  obige  Theorem  tritt  das  dualistische. 

Die  Bedingungen  (26)  mogen  noch  weiter  yerfolgt  werden.  Sie 
sind  z.  B.  stets  erfQUt  fiir  yier  durch  einen  Baumpunkt  (y)  laufende 
EcktransYersalen  t^.  Denn  die  Koordinaten  yon  T^  lassen  sich  offenbar 
in  die  Form  setzen: 

(27)  ^ik^-yiVky  ^ii-ViVv  «im=y<ym, 

und  umgekehrt,  wenn  stets  a<t=yiJ/*,  so  entstehen  die  T^  durch  Pro- 
jektion  des  Punktes  (y)  yon  den  Ecken  A^  aus. 

Man  gehe  femer  yon  zwei  beliebig  gewahlten  Wertsystemen  (26): 
(^u)>  (a!  J  aus,  die  also  zwei  Quadrupel  yon  Punkten  T^y  T/  darstellen. 
Dann  ist  fUr  jeden  Wert  yon  k  auch  (a^^H-  ka.^)  ein  solches,  das  den 
Punkten  T/^)  entsprechen  moge. 

Durch  den  gleichen  Wert  yon  A  sind  dann  die  4  Geraden 
g.=  {T^y  T!)  projektiv   aufeinander    bezogen.     Auf  irgend   zwei    der 


(B)    Es  existiert  ein  Nullsyfltem  (mit  den  Koeffizienten  (i.j)  derart,  dafi  in  bezug 

auf  dasselbe  die  Punkte  2\  die  Pole  der  Ebenen  A,,  sind. 
Nut  zu  der  Eigenschaft  (C)  des  Textes  existiert  kein  unmittelbares  Analogon. 

Zu  diesen  Punktqnadrupeln  T^  (j3;4==  —  f^j^^  gehOren  u.  a.  die  Schnittpnnkte 
einer  Geraden  mit  den  Tetraederebenen ,  femer  die  Spuren  der  in  den  Ecken  A; 
an  eine  dem  Tetraeder  umbeschriebene  Raumkurve  3.  Ordnung  gelegten  Tangenten, 
endlich  die  Schmiegungsponkte  einer  dem  Tetraeder  einbeschriebenen  Raumkurve 
3.  Ordnung.  Die  weitere  Bedingung,  die  diese  drei  speziellen  Punktquadrupel 
charakterisiert,  lautet  der  Reihe  nach: 

Jl 1 1        _ 

ftiA*  ftsAi  ft*  As 

f^ft.  ft*  +  f'fta  ft;  +  f^r4ft.  =  0. 

Auch  die  S&tze  des  Textes  fiber  zwei  und  drei  Punktquadrupel  T.  lassen  sich  auf 
den  Fall  (i^j^  =  —  (ij^.  unmittelbar  libertragen.  Es  sei  noch  bemerkt,  dafi  aus  den 
Bedingungen  (26).  auch  leicht  ein  einfacher  algehraischer  Beweis  des  bekannten 
Satzes  folgt,  dafi  die  Figur  zweier  vierfach-perspektiver  Tetraeder  eine  in  sich 
dualistische  ist. 

22* 
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Geraden  g^y  (/^  erhalt  man  unmittelbar  ein  drittes  Paar  zugeordneter 
Punkte  durch  die  Scbnittpunkte  mit  der  Kante  A',^  (x^  =  0,  :r^ »  0). 

Je  yier  auf  dieee  Weise  korrespondierende  Punkte  T/^)  sind  daher  die 
BerQhrungspunkte  einer  dem  Tetraeder  einbeschriebenen  Flache  2.  Klasse 
<[>,W   und  diese  Plachen  bilden  eine  lineare  Schar  0j+  XO^   ^^^• 

Die  aus  den  beiden  Systemen  (cc^j^,  (<k!  J  zu  bildenden  zweireibigen 
Determinanten  repnLsentieren,  wie  man  aus  der  Theorie  der  Kegel- 
Bchnitte  weifi,  acht  unabhangige  Eonstanten. 

In  der  Tat  kann  man  durch  Umkebrung  obiger  Figur  yon  yier 
willktlrlichen  Geraden  g^  in  den  Tetraederebenen  A^  ausgehen. 

;^iese  yier  Geraden  g^  sind  alsdann  durch  die  Forderung^  dafi  je 
yier  zugeordnete  Punkte  derselben  ein  Punktsystem  (T^)  bilden  sollen^ 
in  eindeutig  bestimmter  Weise  aufeinander  projektiy  bezogen.^ 

Im  besondem*)  seien  Tf,  T/  in  A^  die  Spuren  yon  2-4  Eck- 
transyersalen  t^,  t{f  die  den  beiden  Regelscharen  ein-  und  derselben 
Flache  2.  Grades  angehoren.  Dann  sind  die  4  Ebenen  {t^y  tf)  die 
4  Tangentialebenen  dieser  dem  Tetraeder  umbeschriebenen  Flache 
2.  Grades  in  den  Ecken  des  Tetraeders,  mithin  gehoren  nach  dem  zum 
Transversalentheorem  dualistischen  Satze  die  4  Spuren  ^^.=  {T^,  T/)  der 
Ebenen  (t^j  t^)  in  A^  wiederum  einer  Begelschar  einer  dem  Tetraeder 
einbeschriebenen  Flache  2.  Klasse  an.**) 

Auf  diese  Figur  kommen  wir  noch  genauer  zuriick. 

Entsprechend  sind  yermoge  dreier  Wertsysteme  (26):  (a,.^),  (a[J, 
{a!j^  die  yier  Tetraederebenen  kollinear   aufeinander   bezogen^   so  dafi 

*)  Seien  andererseits  T^^  Tf  die  Projektionen  zweier  Raumpunkte  (y),  (y')  von 
den  Ecken  A^  auf  die  Gegenebenen  A^.,  so  bilden  die  3  •  4  =  2  •  6  Trefipunkte 
der  Geraden  (T^  Tf)  mit  den  Kanten  der  Ebenen  A^.  ein  Beispiel  zur  zweiten  H&lfte 
des  Satzes  auf  p.  827.  Denn  daa  zyklisch  geordnete  Produkt  der  Eoordinaten  der 
6  auf  einer  Ebene  A^  befindlichen  Kantenpunkte  erh&lt  stets  den  Wert  der  negativen 
Einheit. 

**)  Die  Koordinaten  der  Beriihrangspunkte  dieser  FlS,che  2.  Klasee  in  den  Ebenen 
A^-  lassen  sich  tibersichtlich  darstellen.  Denn  die  Gleichung  der  Fl&che  ale  Ord- 
nungs-  wie  als  Klassenfl&che  geht  aus  den  Gleichungen  ftir  die  Fl&chen  R  =^  P 
(X)  resp.  (X')  hervor,  wenn  man  dort  die  x.  mit  den  u^  vertauscht  und  statt  der 
c.j^  die  Koordinaten  d.j^  der  Geraden  f^Tf  einsetzt.  Dabei  liaben  die  tf^.^,  in  sym- 
metrische  Gestalt  gebracht,  die  Werte: 

—     -    TT.    71a  « -     —        ===    Ha    Hm  •         


It.  "  —    -»* 


und  die  damaligen  Gr56en  9r, ,  tt,,  it^  sind  zu  ersetzen  durch: 

^11*84  =   «1  («8  —   «4)*1       *18  *4J  =   «8  («4  "   ''«)'»       *l  *  ^18  =   «4  (»«  "   '^zY' 

Denn  die  jetzige  Aufgabe  ist  gerade  die  zur  Aufstellung  der  Gleichung  der  FlILche 
B  =^  P  dualistische. 
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stets  die  Kanten  sich  selber  enisprechen,  die  zugehorigen  BertLhrungs- 
flachen  02  ^ilden  eine  Scharschar  usw. 

Wir  kehren  ziirilck  zur  Hohenflache  JR  =»  P  reep.  ihrer  pro- 
jektiven  Verallgemeinemiigy  so  daB  die  c^^  (21)  gauz  beliebige  OroBen 
bedeuten  kdnnen. 

Die  durch  die  Kanten  k^^  des  Tetraeders  an  die  Flaohe  R  gehen- 
den  Tangentialebenen  schneiden  auf  den  Gegenkanten  A;^;^  sechs  Punkte- 
paare  Tfky  Tik  aus^  die  nach  dem  Satze  auf  p.  328  einer  Flache  2.  Ord- 
nung  G  angehoren.     Die  Gleichung  yon  G  lautet: 

(XI)       G  =  x^^Q^  +  x,«(>8  +  :r,»p,  +  x^^Q^ -  (^  +  ^J  (ci8^«a;^  +  Cj^Xi^n) 

wo: 

(28)  p^=*-i5i^. 

Sei  die  Polarllache  x^^q^  +  x^^q^  +  ^8*p8+  ^4*p4"=  ^  ™i*  ^q  ^^ 
zeichnet;  die  drei  Flachen  c^^x^x^  +  c^x^x^  «=  0  usw.  mit  Cj,  Q,  Q,  die 
namlichen  vier  Flachen,  als  Klassenflachen,  mit  77  ,  F^y  Fg,  l\. 

'  Dann  erscheint  die  verallgemeinerte  Hohenflache^  als  Ordnungs- 
ilaehe  U  aufgefafit,  als  Individuum  des  Netzes  (C^y  C^^C^y  ^  Klassen- 
flache  P  aufgefaBt,  als  Individuum  des  Gewebes  (77^,  F,,  Fg,  Tj,  weiter 
die  Flache  G,  als  Ordnungsflache  aufgefaBt,  als  Indiyiduum  des  6e- 
biisches  (P^,  L\y  C\j  C\)]  endlich  gehort  die  Flache  2.  Grades,  die  die 
vier  Geraden  T^,  T!  enthalt,  als  Ordnungsflache  B  dem  Gebtlsch 
(P  ,  Cg,  63,  C4)  an,  als  Klassenflache  B  der  Scharschar  (F,,  Fg,  FJ, 
und  das  Biischel  (-B,  G)  enthalt  eine  dem  Tetraeder  umbeschriebene 
Flache. 

Eine  wichtigere  Eigenschaft  der  projektiv  verallgemeinerten  Hohen- 
konfiguration  erhalt  man  vermoge  des  Doppelverhaltnisses  D^^y  das  das 
Punktepaar  T^,  Tit  mit  den  Ecken  Aij  At  auf  der  Kante  kjk  bildet. 
Die    sechs    sich    so  ergebenden  Doppelverhaltnisse  besitzen  die  Werte 

i).^  =  ^''  (r,  5  =  2,  3,  4),  wobei  je  zwei  Gegenkanten  reziproke  Werte 

zugeordnet  werden  mogen.  *) 

Andererseits  bilden  die  vier  Ecktrausversalen  t^  auf  der  Flache  Tt 
ein  gewisses  Doppelverhaltnis  z/.j^  und  die  vier  Nebentransversalen  t^, 

•)  Verbindet  man  daher  die  hierdurch  zugeordneten  Punkte  der  beiden  Qua- 
drupel  A;,  A^,  2',,,,,  T/,„  und  ^^  J,„,  T^^,  T^.^;  so  erhfilt  man  vier  Gerade  einer 
Regelschar,  die  der  Flftche  2.  Ordunng  c^j^x^x^^  =  f^i,„x.Xf,  angehOrt.  Diese  drei 
Fl&chen  sind  die  „Gegenflachen"  (d.  i.  Ort  der  Gejo^npunkte)  der  drei  oben  er- 
wahnten  Flachen  C,,  C^,  C^. 
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d.  i.  die   vier   EcktranBYersalen,   die   der   zweiten   Regelschar   auf   der 
Flache  R  angehoren,  ein  zweites  Doppelverhaltnis  ^Ia*). 
Dann  besteht  die  Relation: 

•)  Die  seche  Werte  von  J.^  reap.  ^.^^  Bind: 

1.       •_  regp.  -  ' ~  •  -^  (r,  »,  <  =  2,  3,  4). 

Mit  Hilfe  dieser  Bemerkung  l&fit  sich  die  Fl&che  E=  P  auch  uberaichtlich  mittele 
zweier  Parameter  P.,  ft  daraiellen.    Fdr  die  Klassenfl&che  P  ergibt  sioh,  fftr 

(Xa')  (fu,=  a,(X-i,)(M-f*f), 

^.*         ^ 

(•*,  A-,  7,  m  zykliBch  =  1.  2,  8,  4). 

AndererseitB  gilt  fur  die  Ordnungsfl&che  R: 
Xft,      i,    ^,    1 

^  , a:,       ' i*/*t,    i;t,  /**,  1  j  =  (i  -  i*)  0*  -  ^^  1,-, ^.jt 

(Xa)  ff    -  ==  ' 

«/     ^/  f*ii  ^/t  ^/»  1  —  ;^  —  A/)  0*  —  ^ft)*,*>.n 


80  dafi  also  die  a.*  den  a.*  and  damit  auch  die  a-  den  cr^.  umgekehrt  proportional  sind. 
Hierbei   entsprechen  die  Geraden  r  den  Werten  n  :=  u.  und  die  Oeraden  </ 
den  Werten  X  =  X..     Die  vier  Werte  X  reap,  u   sind  nur  je  an  die  eine  Relation 
gebunden : 

"l«f*84    ^    *4  —    »8    .    ''l  . 

Mit  KiickBicht  auf  p.  324  Anm.  driicken  sich  die  Doppelverhaltnit>8e 

*4  —    *j  *4  *t        ''s 

mittels  der  Winkel  resp.  Kanten  dee  Tetraeders  aus,  wic  I'olgt: 

»4  —  ''i       «i8 ^1  c^s  (A-,8 ,  A„)       A-,5  A-^,  cos  (A„ ,  A;„) ' 
3^4—  ^s     ^«  ^  sin  2yn  sin  2*/,^  C08(A^,,  A,^ 
«4  —  ^j     ^r,        sin  2y„  sin  2  7^,  cos  (A*j,,  A'^,)  ' 

und  entsprechend  die  xugehOrigen  DoppelverhS^ltnisse. 

Noch  sei  bemerkt,  dafi  die  DoppelverhSJtniaBe  J^  J  zugleich  die  der  Punkt- 
quadrupel  sind,  die  die  beiden  Geradenscharen  der  Flache  R  =^  P  aua  den  Te- 
traederebenen  auBschueideu. 
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(XII)  A*=z-*- 

Feraer  liegen  nach  dem  Satze  der  p.  338  die  vier  Geraden  T^T/ 
(wo  die  Tl  die  Spuren  der  f/  in  den  A^)  auf  einer  weiteren  Regelflache 
2.  Grades.  Deren  Schnittpunkte  mit  den  Eanten  bilden  mit  den  zu- 
gehorigen  Ecken  wiederum  sechs  Werte,  die  Doppelverhaltnis- 
Produkte  ^ik/d'u,. 

Man  kann  auch  umgekehrt  von  der  Flache  7! » P  als  einer  be- 
liebigen,  dem  Tetraeder  umbeschriebenen  Flache  2.  Grades  ausgehen, 
dann  gibt  es  zwei  zngehorige,  dem  Tetraeder  einbeschriebene  Flachen 
H,  H',  deren  Koeffizienten  C/*,  C/*  durch  tlbersichtliche  Ausdriicke  in 
der  Art  yon  den  Koeffizienten  Yon  R  abhangen,  daB  die  c^^  den  Cun 
umgekehrt  proportional  werden. 

Die  Ecktransversalen  t^,  t^,  die  den  beiden  Regelscharen  yon  R 
angehoren,  sind  zn  den  Ebenen  A^  konjagiert  in  bezug  auf  die  oo^- 
Schar  yon  Flachen  2.  Klasse  0  resp.  O': 

(28)    f*-^i"i*+  •••  +c^V+2ci,t«iU,+  ...  +2£^M,a,=-0, 
\«'^  c;,u,H    •  •  +  c'^u,^+  2c\,u,u,+  . . .  +  2c'3,u,u,-  0, 

wo  die  dij  Ca  willktirlich,  und  die  Cik,  Ca  die  oben  angegebenen  GroBen 
sind,  die  Koordinaten  der  Spuren  T^,  T/  der  t^^  t^   in  den  Ebenen  A^. 

Unter  den  Flachen  O  resp.  O'  gibt  es  eine  oo^- Schar,  die  apolar 
ist  zum  Flttchennetze  N:  ftir  sie  sind  die  Ca  resp.  die  c'n  einander  gleich. 

Ftir  die  in  einen  Eegelschnitt  ausartenden  Flachen  O  resp.  9' 
dieser  oo"- Schar  gilt  noch  der  auf  p.  337  aufgestellte  Satz  fiber  die 
Gegenpunkte  L,  S,  wenn  man  daselbst  den  Eugelkreis  durch  einen 
beliebigen  Kegelschnitt  ersetzt. 

Durch  anderweitige  metrische  Spezialisierung  der  untersuchten 
Konfiguration  gelangt  man  zu  bemerkenswerten  Winkeleigenschaften 
des  Tetraeders. 

Man  gehe  yon  der  (projektiy  yerallgemeinerten)  Hdhenflache  R^P 
als  einer  beliebigen.  dem  Tetraeder  umbeschriebenen  Flache  2.  Grades 
aus  und  spezialisiere  diese  wieder  zu  einer  Kugel.  Dann  sagt  der  Satz 
ftber  das  Doppelyerhaltnis  D  aus: 

,,Legt  man  in  den  Ecken  eines  Tetraeders  an  die  ihm  umbeschrie- 
bene  Kugel  (Umkugel)  die  Tangentialebenen  und  schneidet  jede  yon 
ihnen  mit  den  drei  in  der  bez.  Ecke  zusammenstoBenden  Tetraeder- 
ebeneu,  so  bilden  die  Spuren  der  letzteren  drei  Winkel,  die  ftir  jede 
Tetraederebene  die  namliche  GroBe  besitzen." 

Denn  die  Geraden  t^^  t^  des   allgemeinen  Satzes  werden  jetzt   die 
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durch  die  Tetraederecken  gehenden  Miuimalgeraden  auf  der  Umkugel 
und  deren  mit  r .  multiplizierten  Logarithmen  der  drei  wesentlich  ver- 
schiedenen  Werte  von  dIDj  1  —  D,  d  —  i)  ^^®  beziiglichen  Winkel. 

Der  soeben  ausgefiilirte  Satz  laBt  sich  einiaclier  so  aussprechen: 

^eschreibt  man  einer  Eugel  ein  Tetraeder  ein,  so  schneiden  sich 
die  Yon  den  Tetraederebenen  aus  der  Eugel  ausgeschnittenen  Kreise 
Cu  G%,  (^sy  Gi  in  drei  Paaren  gleicher  Winkel  (C.,  C^)  =»  (C„  CJ."" 

Durch  stereographische  Projektion  der  Kugel  auf  die  Ebene  er- 
gibt  sich  der  analoge  Satz  fOr  die  Ebene: 

;^Legt  man  durch  je  drei  von  vier  Punkten  einer  Ebene  eineu  Kreis,  . 
so  schneiden    sich  yon   diesen  vier  Ereisen  je    zwei    unter   demselben 
Winkel  wie  die  beiden  andem." 

Unterwirfti  man  endlich  diese  Figur  der  Ebene  einer  geeigneten 
Inversion,  so  kommt  man  auf  den  elementaren  Satz  fiber  die  Gleichheit 
der  Pehpheriewinkel  auf  demselben  Ereisbogen  zurtick. 

Umgekehrt  wird  man  von  hier  aus  nicht  nur  wiederura  mittels 
Inversion  und  stereographischer  Projektion  zu  den  oben  erwahnten 
Eigenschaften  der  Eugel  zuriickgefQhrt,  sondern  es  scheint  dieser  Weg 
auch  ein  naturgemafier  zu  sein,  den  Satz  von  der  Grleichheit  der  Peri- 
pheriewinkel  auf  demselben  Ereisbogen  von  der  Ebene  auf  die  Eugel 
zu  iibertragen.  Spricht  man  die  obige  Eigenschafb  der  Eugel  dua- 
listisch  aus,  so  gelangt  man  zu  dem  zuerst  von  Bang  bemerkten  Satze: 

„Verbindet  man  je  einen  der  vier  Beriihrungspunkte  einer  dem 
Tetraeder  einbeschriebenen  Eugel  mit  den  drei  Tetraederecken  der  zu- 
gehorigen  Beriihrungsebene,  so  bilden  die  Yerbindungsgeraden  drei 
Winkel,  die  fur  jede  der  vier  Tetraederebenen  die  nUmlichen  sind." 

Eehrt  man  zuriick  zu  dem  allgemeinen  Satz  iiber  die  Doppel- 
verhaltnisse  und  beschrankt  sich  auf  zwei  Gegenkanten  des  Tetraeders, 
80  reduziert  sich  der  Satz  auf  eine  fundamentale  Eigenschaft  der  Figur, 
die  aus  einer  beliebigen  Flache  2.  Grades  F  und  zwei  beliebigen,  wind- 
schiefen  Geraden  g,  h  gebildet  wird.  Die  Geraden  g,  h  schneiden  aus 
F  zwei  Punktepaare  Gj,  G^\  H^y  H^  aus;  andererseits  gehen  durch 
(/,  A  je  zwei  Tangentialebenen  an  F^  die  A,  g  in  zwei  weiteren  Punkte- 
paaren  H^,  1I^\  G^y  G^  trefl'en. 

„Dann  ist  das  Doppelverhaltnis  der  beiden  Punktepaare  {G^y  G^; 
G^y  6r,')  anf  g  gieich  demjenigen  der  beiden  Punktepaare  {H^y  H^\ 
i//,  H^)  auf  A." 

Sieht  man  F  als  die  absolute  Flache  der  nichteuklidischen  Geo- 
metrie  an,  so  ergibt  sich,  daB  die  unendlich  feme  Strecke  einer  Raum- 
geraden   g   von   einer   anderen    Ilaumgeraden   h    aus    unter   demselben 
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Winkel  projiziert  wird,  wie  die  unendlich  feme  Strecke  der  letzteren 
Geraden  yon  der  ersteren  aus.  In  dieser  Fassung  erscheint  der  in  Rede 
stehende  Satz  als  ein  elementarer,  auch  leicht  direkt  beweisburer  Satz 
der  nichteuklidischen  Oeometrie. 

Ftlr  den  oben  in  projektiver  VeraUgemeinemng  gegebenen  Satz 
bat  der  Vortragende  eine  Reihe  voneinander  unabbangiger  Beweise  ge- 
liefert,  nnter  anderen  auch  einen  solcben,  der  eine  elementare  De- 
terminantenidentitat  als  Quelle  erscheinen  laBt.  Yon  bier  aus  laBt  sich 
der  Satz  auch  ausdehnen^  indem  man  das  durch  die  Flacbe  F  be- 
stimmte  raumliche  Polarsystem  durcb  eine  allgemeine  Eorrelation 
ersetzt. 

Es  lassen  sich  femer  fOr  die  drei  obigen  DoppelverhaltniBse  2)^ 
z/;  ^'  algebraisehe  Ausdrflcke  aufistellen,  die  simultane  Invarianten  der 
Flache  F  sowie  der  beiden  Geraden  g^  h  sind. 

Den  eigentlicben  geometrischen  Grund  des  in  Rede  stehenden 
Satzes  erkennt  man  aber  in  der  Theorie  der  eine  Flache  2.  Grades  in- 
yariant  lassenden  Kollineationen  K. 

Solcher  automorpher  Kollineationen  K  gibt  es  oo*;  jede  yon  ihnen 
ist  entweder  ^^yon  der  ersten  Art^'^  indem  sie  beide  Geradenscharen 
der  Flache  F  miteinander  yertauscht^  oder  aber  „Yon  der  zweiten  Art^^ 
indem  sie  jede  der  beiden  Geradenscharen  yon  F  in  sich  iiberf&hrt. 
Soil  K  indessen  aufierdem  noch  zwei  beliebige  Raumgerade  g,  h  mit- 
einander yertauschen^  so  kann  sie  nur  yon  der  zweiten  Art  sein  und 
wird  dann  zugleich  zu  einer  raumUchen  (quatemaren)  Involution;  jeder 
der  zwei  Parameter  der  beiden  Geradenscharen  auf  F  erfahrt  seiner- 
seits  eine  lineare  Substitution,  die  eine  binare  Inyolution  ist.  Man 
erkennt  dann  unmittelbar,  dafi  gerade  zwei  Kollineationen  der  zweiten 
Art  existieren,  die  das  Verlangte  leisten. 

Damit  ist  der  in  Rede  stehende  Satz  yon  der  Gleichheit  der  beiden, 
auf  gy  h  entstehenden  Doppelyerhaltnisse  nur  eine  andere  Fassung  der 
grundlegenden  Tatsache,  dafi  das  Doppelyerhaltnis  eine  Inyariante  der 
Kollineation  ist. 

Man  kann  schlieBIich  den  soeben  skizzierten  Zusammenhang  zwi- 
schen  quatemaren  und  binaren  Inyolutionen  auch  von  der  Theorie  der 
raumlichen  Kollineationen  aus  begriinden,  vermoge  deren  sich  die 
Punkte  je  einer  von  zwei  windschiefen  Geraden  g,  h  binar  inyolutorisch 
entsprechen.  Diese  Kollineationen  erweisen  sich  als  quatemare  In- 
yolutionen. Es  sind  dabei  die  beiden  Hauptfalle  zu  unterscheiden,  daB 
die  beiden  Geraden  g,  h  reell  oder  aber  konjugiert  komplex  sind. 

Hinterher  fragt  man  nach  alien  Flachen  2.  Grades  F^  die  vermoge 
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einer  solchen  Raaminyolution  in  sich  iibergeheii;  und  gelangt  so  zu 
iinBerem  Hauptsatz  wieder  zurdck. 

Die  Rechnung  laBt  sich  so  ftlhren,  dafi  sie  auch  bei  Yerschwin- 
dender  Diskriminanie  yon  F  giiltig  bleibt. 

Nimmt  man  dann  insbesondere  wiederum  F  als  Eogelkreis,  so 
resultiert  der  Satz  der  Einematik: 

„Es  gibt  zwei  und  nur  zwei  Bewegungen,  namlich  Umwendungen, 
die  zwei  beliebig  gegebene  windschiefe  Raamgerade  ineinander  fiber- 
fahren." 


VJher  algebraische  Raumkurven. 

Von 
K.  BoHN  au6  Dresden. 

Das  Studium  der  algebraischen  Raumkurven  R/  von  der  Ordnong 
n  und  dem  Geschlecht  p  griindet  sich  am  besten  auf  die  Punktgruppen, 
die  auf  einer  solchen  Kurve  existieren.  In  hervorragendem  MaBe  macht 
hiervon  Noether  in  seiner  Arbeit:  „Zur  Grundlegung  der  Tbeorie  der 
algebraischen  Raumkurven,  Abh.  der  Akad.  der  Wiss.  zu  Berlin  (1882)'' 
Gebrauch.  Es  empfiehlt  sich  jedoeb  in  dieser  Richtung  noch  weiter 
zu  gehen  und  auf  der  R/  alle  Scharen  von  Gruppen  von  in  Punkten 
in  Betracht  zu  ziehen,  die  von  der  Gesamtheit  der  Flachen  i.  Ord. 
(i  =^  l,2ySy  ' ' ')  auf  ihr  ausgeschnitten  werden.  In  diesen  Scharen 
spiegeln  sich  die  Eigenschaften  der  R/  und  ihrer  Restkurve  wieder, 
so  daS  ihre  Kenntnis  die  Einordnung  der  R/  in  Familien  und  ihre 
charakteristischen  Merkmale  lehrt  Sobald  /)  >  w  —  3  ist,  werden  die 
genannten  Scharen  zum  Teil  Spezialscharen  sein.  Es  sind  nun  zwei 
wesentlich  verschiedene  fUlle  zu  unterscheiden.  Erstens:  Die  Flachen 
i.  Ord.  (i  =  1,  2,  3,  •  •  •)  schneiden  aus  der  R/  V  oil  scharen  aus  — 
mogen  das  nun  Spezialscharen  sein  oder  nicht.  Dieses  Verhalten  tritt 
bei  den  meisten  Kurvenfamilien  ein.  Es  lassen  sich  hier  alle  Scharen 
unmittelbar  angeben  und  damit  auch  die  charakteristischen  Eigenschaffcen 
der  betr.  Kurvenfamilie.  Insbesondere  ergibt  sich  die  Bestimmung  der 
Konstantenzahl  im  Ansclilufi  hieran  einfach,  eine  Frage,  die  bekanntlich 
besondere  Schwierigkeiten  macht.  Zwei  tens:  Die  Flachen  /.  Ord. 
schneiden  fQr  besondere  Werte  von  i  nur  Teilscharen  aus.  Dieses  Ver- 
halten spricht  sich  bei  der  R/  in  einer  besonderen  Beziehung  zu  den 
Flachen  (i  +  1).  Ord.  O^^^  aus,  welche  die  R/  ganz  enthalten.  Liefem 
namlich  die  Flachen  (/ +  1).  Ord.  auf  der  R/  eine  VoUschar,  die 
Flachen  /*.  Ord.  aber  eine  Teilschar,  die  um  3  kleiner  ist  als  die  VoU- 
schar, dann  schneidet  eine  beliebige  Ebene  die  R/  in  n  Punkten  und 
die  Flachen  4>^^i    in  Kurven  (Pi^i,   die  nicht  mehr  die  voile  Kurveu- 
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schar  durch  dieee  n  Ponkte  bilden,  sondem  eine  um  3  kleinere  Schar. 
Hier  treten  Schwierigkeiten  ein^  die  sich,  wie  es  scheint,  nur  mit  Hilfe 
der  Restkurve  von  i2/  bewaltigen  lassen.  Doch  ist  die  niedrigste  Rest- 
kurve  hier  von  wesentlich  geringerer  Ordnimg  als  12/,  kann  aber  redu- 
zibel  sein.  Der  Zusammenhang  zwischen  den  Scharen  auf  i2/  nnd  den 
Scharen  auf  ihrer  Restkurve,  den  Yerfasser  in  einer  kleinen  Note 'in 
den  Ber.  der  Konigl.  Sachs.  Gesellsch.  der  Wiss.  zu  Leipzig  (ti.  Dez. 
1897)  behandelt  hat,  fUhrt  auch  hier  zum  Ziel.  Es  ist  indessen  frag- 
lich,  ob  sich  ein  geschlossener  Ausdruck  f&r  die  Konstantenzahl  auch 
hier  angeben  laBt,  wie  das  im  erstgenannten  Falle  moglich  ist.  Diese 
kurzen  Notizen  mogen  geniigen,  da  eine  spatere  ausftihrliche  Behand- 
lung  des  Gegenstandes  beabsichtigt  ist. 


Hber  Isogonalkurven^  Aquitangentialkurven  und  komplexe 

Zahlen. 

Von 
0.  S0HEFFEB8  au8  Darmstadt. 


Der  Ausgangspunkt  der  Betrachtongen,  tlber  die  ich  hier  kurz  be- 
richten  mochte,  sind  die  isogonalen  Trajektorien:  Liegt  eine  einfach 
unendliche  Scharj  von  Kuryen  y  in  der  Ebene  yor,  so  kann  man  die- 
jenigen  Kurven  betrachten,  die  sie  unter  einem  konstanten  Winkel  a 
schneiden.  Sie  heifien  bekanntlich  isogonale  Trajektorien  oder  Iso- 
gonalkurven.  Da  der  Winkel  a  noch  yariieren  kann,  so  ergeben 
sich  so  00^  Isogonalkuryen.  Ftlr  derartige  Kunrenscharen  fand  ich  yor 
mehreren  Jahren*)  einen  einfachen  Satz,  yon  dem  ich  nachtraglich  er- 
fuhr,  daB  er  schon  yorher  yon  Herm  Cesaro**)  aufgestellt  worden 
war.  FaBt  man  namlich  alle  diejenigen  Isogonalkuryen  ins  Auge,  die 
durch  einen  beliebig;  aber  bestimmt  gewahlten  Ponkt  P  der  Ebene 
gehen,  so  findet  man,  dafi  sie  in  P  solche  KrOmmnngskreise  haben, 
die  ein  Bdschel  bilden,  die  also  anfier  P  noch  einen  zweiten  Punkt  P' 
gemein  haben.  Als  ich  die  Gleichungen^  die  die  Koordinaten  des 
Punktes  P'  durch  die  des  Punktes  P  ansdriicken,  naher  betrachtete, 
bemerkte  ich  ziemlich  zufallig,  dafi  sie  eine  merkwiirdige  Eigenschaft 
haben,  dafi  sie  namlich  ihre  charakteristische  Form  beibehalten,  wenn 
man  sie  nach  den  Koordinaten  des  ursprtinglich  gewahlten  Punktes  P 
auflost.     Daraus  ergab  sich  ein  neuer  Satz.     Er  lautet  so: 

Zu  jeder  Schar  yon  00'  Isogonalkuryen  in  der  Ebene  gibt 
es  eine  ganz  bestimmte  zweite  Schar  yon  00'  Isogonalkuryen 
in  der  Ebene.  Die  Beziehung  zwischen  beiden  Scharen  ist 
yoUstandig  wechselseitig  und  besteht  in  folgendem:  Alle  die- 

*)  Siehe  Leipziger  Berichte  1898,  S.  216—294. 

**)  „Lezioni  di  geometria  intrinBOca",  Neapel  1896,  deutsche  Ausgabe  ^Yor- 
lesungen  dber  natdrliche  Geometrie^^  besorgt  von  Kowalewski,  Leipzig  1901, 
S.  148. 
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jenigen  Kurven  der  ersten  Schar,  die  durch  einen  beliebig  ge- 
wahlten  Punkt  P  gehen,  haben  dort  Krfimmungskreise^  die 
noch  einen  zweiten  Punkt  P'  —  nach  dem  Cesaroschen  Satze  — 
gemein  haben,  und  in  diesem  zweiten  Punkte  P'  sind  diese 
selben  Kreise  die  KrCLmmungskreise  derjenigen  Kurven  der 
zweiten  Schar,  die  durch  P'  gehen. 

Da  ich  diesen  Satz  ^inem  analytischen  Zufall  verdankte,  befriedigte 
mich  sein  Beweis  nicht.  Den  inneren  Ghrund  dafiir  erkannte  ich  yiel- 
mehr  erst,  ab  ich  die  Betrachtung  in  enge  Beziehung  zu  gewissen  leicht 
definierbaren  BerQhrungstransformationen  brachte.  Wenn  namlich  eine 
einfach  unendliche  Schar  von  Kurven  y  gegeben  ist,  so  geht  durch 
jeden  Punkt  P  der  Ebene  eine  Kurve  y.  Sie  hat  in  P  eine  bestimmte 
Tangente  g,  Ich  betrachtete  nun  diejenige  Beriihrungstransforma- 
tion  ?Iq,  die  jeden  Punkt  P  in  die  zugehorige  Tangente  g  verwan- 
delt.  Sie  steht  natUrlich  in  engem  Zusammenhang  mit  den  Kurven  y^ 
da  sie  jedes  Linienelement  jeder  dieser  Kurven  in  Ruhe  lafit.  leh 
drehte  nun  jedes  Linienelement  der  Schar  y  um  seinen  Punkt  P  um 
ein  und  denselben  konstanten  Winkel  a,  wodurch  jede  Oerade  g  in  eine 
gedrehte  Gerade  g^  aberging.  Alsdann  betrachtete  ich  diejenige  Be- 
rdhrungstransformation  9„,  die  jeden  Punkt  P  in  die  durch  ihn  gehende, 
durch  Drehung  erhaltene  Gerade  g^  verwandelt.  Diese  Beriihrungstrans- 
formation  %^  steht  in  derselben  engen  Beziehung,  in  der  %^  zu  den 
Kurven  y  steht,  zu  denjenigen  Kurven,  die  alle  Kurven  y  unter  dem 
Winkel  a  schneiden.  Da  der  Winkel  a  variieren  kann,  so  betrachtete 
ich  also  eine  Schar  von  oo^  Beriihrungstransformationen  21^,.  Jede 
fiihrt  jeden  Punkt  in  eine  durch  ihn  gehende  Gerade  ilber.  Man  er- 
kennt  nun  leicht  auf  synthetischem  Wege,  wie  die  Linienelemente 
irgend  eines  Punktes  bei  einer  dieser  Beriihrungstransformationen  in  die 
einer  Geraden  iibergehen.  Daraus  ergab  sich  alsdann  von  selbst  zu- 
nachst  der  Cesarosche  und  alsdann  mein  neuer  Satz.  Ich  gehe  auf 
diese  Cberlegungen  hier  nicht  naher  ein,  weil  ich  sie  kiirzlich  in  einer 
Arbeit  schon  veroflFentlicht  habe.*) 

Weshalb  ich  von  diesen  Dingen  spreche,  das  hat  einen  anderen 
Grund:  Die  Untersuchung  der  erwilhnten  Beriihrungstransformationen  8^ 
fiihrte  mich  namlich  dazu,  eine  zweite  in  gewissem  Sinne  hierzu  dua- 
listische  Reihe  von  0berlegungen  anzustellen;  und  dies  ergab  eine  Keihe 
von  interessanten  Analogien: 


*)  Siehe  Leipziger  Berichte  1904,  S.  105—116.  Dort  ist  auf  S.  113  eine  kleine 
Zwiachenbetrachtuug  ubersehen  worden,  die  ich  in  einer  bald  erscheinenden  aus- 
fiihrlicben  Darstellung  angeben  w^erde. 
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Gehe  ich  zunachst  wieder  von  den  Kurven  einer  einfach  onend- 
lichen  Schar  y  auB,  so  wird  jede  Gerade  g  der  Ebene  eine  Kurve  y  be- 
rQliren.  let  P  der  BerQhrungspunkt;  so  kann  ich  diejenige  Bertihrungs- 
transformation  S3o  betrachten^  die  jede  Gerade  g  in  den  zugehorigen 
Beriihrungspunkt  P  yerwandelt.  Sie  ist  natUrlich  invers  zu  der  zuerst 
erwahnten  Berahrungstransformation  %^.  Wahrend  ich  nun  aber  bei 
den  urspriinglichen  Betrachtungen  jedes  Linienelement  der  Kurven  y 
um  seinen  Punkt  um  einen  konstanten  Winkel  u  drehte^  verfuhr  ich 
hier  anders:  Ich  verschob  jedes  Linienelement  der  Kurven  y  auf  seiner 
Geraden  g  um  eine  konstante  Strecke  a,  wodurch  jeder  BertLhrungs- 
punkt  P  langs  seiner  Tangente  g  um  die  konstante  Strecke  a  nach 
einem  neuen  Punkte  P^  gebracht  wird.  Alsdann  definierte  ich  als  eine 
BerHhrungstransformation  99^  diejenige  ^  die  jede  Gerade  g  der  Ebene 
in  den  durch  Verschiebung  auf  ihr  erhaltenen  Punkt  P^  verwandelt. 
Da  die  Strecke  a  variieren  kann,  ergeben  sich  so  oo^  Bertlhrungstrans- 
formationen  93^.  Indem  ich  diese  synthetisch  gerade  so  untersuchte 
wie  die  vorhin  genannten  Berfthrungstransformationen  %^y  gelangte  ich 
zu  Satzen  analog  den  vorhin  erwahnten.  Sie  beziehen  sich  auf  eine 
neue  Art  von  Scharen  von  oo^  Kurven.  Wenn  man  namlich  jedes 
Element  der  Kurven  y  auf  seiner  Geraden  um  dieselbe  Strecke  a  ver- 
schiebt^  so  gehen  die  Elemente  in  die  einer  neuen  Kurvenschar  tlber. 
Die  Kurven  dieser  neuen  Schar  haben  die  folgende  charakteristische 
Eigenschaft:  Jede  solche  Kurve  hat  mit  alien  oo^  Kurven  y  Tangenten 
von  der  konstanten  Lange  a  gemein.  Eine  Kurve,  die  so  beschaffen 
ist,  daB  die  oo^  Tangenten,  die  sie  mit  gegebenen  <x>^  Kurven  y  ge- 
mein hat,  samtlich  dieselbe  Llinge  haben  —  gemessen  von  BerUhrungs- 
punkt  zu  Beriihrungspunkt  — ,  will  ich  eine  Aquitangentialkurve 
der  Schar  y  nennen.  (Diese  Bezeichnung  kommt  allerdings  in  der 
mathematischen  Literatur  schon  in  einer  anderen,  aber  viel  einfacheren 
Bedeutung  vor.)  Es  gibt  ihrer  unendlich  viele,  und  da  die  Strecke  a 
variieren  kann,  so  gelangt  man  zu  oo^  Aquitangentialkurven  der  ge- 
gegebenen  Schar  y. 

Fiir  solche  Kurven  nun  ergaben  sich  analoge  Satze  wie  fiir  die 
Isogonalkurven.     Ich  fasse  das  Ergebnis  sogleich  wie  folgt  zusammen: 

Zu  jeder  Schar  von  oo*  Aquitangentialkurven  in  der  Ebene 
gibt  es  eine  ganz  bestimmte  zweite  Schar  von  oo^  Aquitan- 
gentialkurven in  der  Ebene.  Die  Beziehung  zwischen  beiden 
Scharen  ist  vollstandig  wechselseitig  und  besteht  in  folgen- 
dem:  Alle  diejenigen  Kurven  der  ersten  Schar,  die  eine  be- 
liebig  gewahlte  Gerade  g  beriihren,  haben  in  ihren  Beriih- 
rungspunkten     Kriimmungskreise,     die     samtlich    noch     eine 
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zweite  Gerade  //'  beriihren^  und  in  den  BerUhrungspunkten 
mit  g  sind  diese  selben  Kreise  zugleich  die  Kriimmungs- 
kreise  derjenigen  Kurven  der  zweiten  Schar,  die  die  Gerade 
g   bertihren. 

Die  Analogie  geht  aber  noch  weiter: 

Zu  den  Isogonalkurven  stehen  die  konformen  Abbildungen  in 
engster  Beziehung.  In  der  Tat:  £ine  konforme  Abbildung  bildet  ja 
jeden  Punkt  als  einen  Punkt  so  ab,  daB  jeder  Winkel  dabei  in  wahrer 
Grofie  erscheinty  also  ungeandert  bleibt.  Daraus  erhellt,  dafi  eine  Schar 
Ton  Isogonalkurven  durch  konforme  Abbildung  immer  wieder  in  eine 
Schar  von  Isogonalkurven  iibergeht.  Was  gibt  es  nun^  das  hierzu  bei 
der  zweiten  Betrachtungsreihe^  bei  den  Aquitangentialkurven,  analog 
ist?  Hier  tritt  die  Gerade  statt  des  Punktes  in  den  Vordergrund^  und 
an  die  Stelle  des  Winkels  tritt  hier  die  Strecke.  Ich  fragte  daher  nach 
denjenigen  Beriihrungstransformationen  der  Ebene,  die  jede 
Gerade  in  eine  Gerade  und  jede  Strecke  in  eine  gleich  lange 
Strecke  verwandeln.  Wenn  namlich  Gerade  in  Gerade  libergeht^ 
gehen  zwei  Linienelemente  einer  Geraden  wieder  in  zwei  Linienelement^ 
einer  Geraden  iiber.  Ich  verlangte  also^  daB  die  Entfemung  der  Punkte 
der  beiden  ursprtoglichen  Linienelemente  gleich  der  Entfemung  der 
Punkte  der  beiden  neuen  Linienelemente  sei.  Eine  derartige  Beriih- 
rungstransformation  verwandelt  irgend  zwei  Kurven  mit  einer  gemein- 
samen  Tangente  wieder  in  zwei  Kurven  mit  einer  gemeinsamen  Tan- 
gente,  und  zwar  ist  die  Lange  der  ursprilnglichen  Tangente  gleich  der 
Lange  der  neuen  Tangente.  Es  erhellt  also,  daB  derartige  Beriih- 
rungstransformationen, die  ich  liquilonge  Transformationeu 
nenne,  jede  Schar  von  Aquitangentialkurven  wieder  in  eine 
Schar  von  Aquitangentialkurven  verwandeln. 

Es  gibt  in  der  Tat  derartige  Beriihrungstransformationen.  Man 
kann  sie  leicht  aufstellen,  wobei  man  ohne  Miihe  erkennt,  daB  es  sich 
empfiehlt,  jene  GroBen  als  Linienkoordinaten  u^  v  zu  benutzen,  die  in 
der  Hesseschen  Normalform  der  Gleichung  einer  Geraden  auftreten. 
Ich  wahle  also  einen  Anfangspunkt  0  und  eine  Anfangsrichtung  in  der 
Ebene  und  lege  eine  beliebige  Gerade  //  dadurch  fest,  daB  ich  von  0 
das  Lot  auf  sie  falle.  Alsdann  sei  u  der  Winkel  des  Lotes  mit  der 
Anfangsrichtung  und  v  die  Lange  des  Lotes.  Bei  beiden  Bestimmungs- 
stiicken  ware  noch  eine  Vorzeichenbestimmung  zu  treflFen,  worauf  ich 
hier  nicht  eingehen  will.  In  diesen  Linienkoordinaten  u^  v  lauten  nun 
die  Gleichungen  einer  aquilongen  Transformation  einfach  so: 

(1)  u  =  9('m),         V  =  q>\u)v  +  ^'(w), 
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wo  q)  und  ^  irgendwie  zu  wahlende  Funktionen  von  u  allein  bedeuten. 
Diese  Gleichungen  fiihren  jede  Gerade  (w,  v)  in  eine  neue  Gerade  (u,  v) 
i\heT,  und  zwar  ist  die  Transformation  so  beschaffen,  dafi  sie  jede 
Strecke  in  eine  gleichlange  Strecke  verwandelt. 

Alle  aquilongen  Transformationen  bilden  wie  alle  konforinen  Ab- 
bildungen  eine  Gruppe  und  zwar  eine  unendliche  Gruppe.  Wir  kommen 
also  zur  ilquilongen  Gruppe  als  Analogon  der  konformen 
Gruppe. 

Die  Analogie  geht  nun  noch  weiter^  und  indem  ich  dies  ausein- 
andersetze,  komme  ich  zu  dem  interessantesten  Gesichtspunkte: 

Es  ist  Ihnen  gelaufig,  in  wie  engem  Zusammenhange  die  kon- 
ibrme  Gruppe  mit  den  komplexen  Zahlen  x  -f  iy  steht.  Mittels  der 
komplexen  Zahlen  lafit  sich  ja  jede  konforme  Abbildung  durch  eine 
einzige  Gleichung  ausdriicken: 

(2)  X  +  iy  =  f{x  +  iy\ 

wo  f  irgendeine  analytische  Funktion  von  x  +  iy  bedeutet.  Wenn  Xy  y 
gewohnliche  rechtwinklige  Punktkoordinaten  sind  und  wenn  wir  den 
Punkt  {x,  y)  als  Trager  der  komplexen  Zahl  x  +  iy  betrachten,  so  ist 
jedem  Punkte  der  Ebene  eine  komplexe  Zahl  zugeordnet.  Die  Glei- 
chung (2)  ordnet  jeder  Zahl  eine  neue,  also  jedem  Punkte  der  Ebene 
einen  neuen  Punkt  zu,  und  dies  ist  bekanntlich  nichts  anderes  als  eine 
konforme  Abbildung. 

Die  Frage  ist  nun  die,  ob  sich  auch  fiir  die  aquilonge  (Jruppe  eine 
analoge  Darstellung  angeben  lafit.     Dies  ist  in  der  Tat  der  Fall: 

Es  gibt  aufier  den  gewohnlichen  komplexen  Zahlen  x  +  iy,  die 
aus  den  beiden  Einheiten  1  und  i  zusammengesetzt  sind,  bekanntlich 
noch  andere  Zahlen,  die  den  gewohnlichen  Rechenregeln  der  Addition 
und  Multiplikation  folgen  und  die  ebenfalls  aus  zwei  Einheiten  zu- 
sammengesetzt sind.  Ubrigens  ist  hier  das  Gesetz  der  Kommutation 
bei  der  Multiplikation  eine  Folge  der  iibrigen.  Es  ist  nun  langst  be- 
wiesen  worden,  dafi  aUe  Zahlensysteme  in  zwei  Einheiten  durch  passende 
Auswahl  der  Einheiten  auf  einen  von  gewissen  zwei  und  nur  zwei 
Typen  zurtickgeftihrt  werden  konnen.*)  DereineTypus  ist  der  der 
gewohnlichen  komplexen  Zahlen,  gebildet  aus  den  beiden 
Einheiten  1  und  i,  wo  i*  =  —  1  ist.  Der  andere  Typus  besteht 
aus  denjenigen  Zahlen,  die  aus  1  und  einer  Einheit  j  gebildet 

♦)  Urn  einem  naheliegenden  Einwand  von  vomherein  zu  begegnen,  eei  aus- 
drucklich  hervorgehoben,  dafi  im  Text  von  den  „Typen'',  nicht  aber  von  den  „Ge- 
stalten"  der  Syeteme  die  Rede  ist.  Vgl.  Enzykl.  der  math.  Wissenach.  I A  4, 
S.  166.     Unsere  Betrachtungen  gelten  auch  filr  die  imagin^ren  Gebilde  der  Ebene. 

Verh.  d.  UL  laternaU  M»tbem..Kougr.    Heidelberg  1904.  t!3 
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sind,  wo  /  =  0  ist.  Es  lag  nun  die  Vermutung  nahe^  dieses  zweite 
ZaMensystem,  das  allein  in  zwei  Einheiten  —  abgesehen  von  dem  ge- 
wohnlichen  —  vorhanden  ist,  ftir  die  aquilonge  (Jruppe  zu  verwerfcen- 
Ich  habe  in  friiheren  Arbeiten  allgemein  die  Frage  behandelt,  ob  es 
innerhalb  eines  hoheren  Zahlensystems  „analytische"  Funktionen  gibt. 
Es  ist  der  Fall,  wenn  das  System  auch  kommutatiy  ist,  was  gerade 
hier  zutrifiFt.  Man  kann  daher  —  und  zwar  ohne  Miihe  —  die  „analy- 
tischen^^  Funktionen  /*(w+jv)  der  Veranderlichen  u+jv  innerhalb 
dieses  zweiten  Zahlensystems  berechnen.  Und  nun  zeigt  sich:  Wenn 
wir  allgemein  eine  Gleichung  ansetzen  yon  der  Form: 

(3)  u+jv^f{u+jv), 

wo  /'  eine  „analytische'^  Funktion  von  u  +jv  sei,  so  ist  sie  in  der  Tat 
eine  Darstellung  einer  aquilongen  Transformation.  Der  Unterschied 
gegeniiber  der  Darstellung  (2)  einer  konformen  Transformation  ist  fol- 
gender:  Bei  der  konformen  Gruppe  sind  die  Koeffizienten  Xy  y  der  Zahl 
X  +  iy  als  rechtwinklige  Punktkoordinaten  zu  deuten,  und  alsdann  ist 
der  Punkt  {Xj  y)  der  Trager  der  komplexen  Zahl  x  +  iy,  Hier,  bei 
der  aquilongen  Gruppe,  sind  die  Koeffizienten  w,  v  der  Zahl  u  +  jv  als 
die  vorhin  definierten  Hesseschen  Linienkoordinaten  m,  v  zu  deuten, 
und  alsdann  ist  die  Gerade  {Uy  v)  der  Trager  der  komplexen  Zahl 
tt+jt?.  Die  Gleichung  (3)  ordnet  jeder  Zahl  u  +  jv  eine  neue 
Zahl  u  +  jv  und  infolgedessen  jeder  Geraden  {u,  v)  eine  neue 
Gerade  (u,  v)  zu,  und  diese  Zuordnung  ist  nichts  anderes  als 
eine  aquilonge  Beriihrungstransformation. 

Wie  Sie  sehen,  ergibt  sich  auf  einem  naturgemaBen  Wege,  ohne 
Zwang,  vielmehr  in  einer  Keihe  von  auffallenden  Analogien  eine  ein- 
fache  geometrische  Deutung  des  einzigen  komplexen  Zahlensystems, 
das  in  zwei  Einheiten  au£er  dem  gewohnlichen  komplexen  Systeme 
existiert.  Dieses  zweite  System  spielt  also  fiir  die  aquilongen  Trans- 
formationen  und  die  Aquitangentialkurven  dieselbe  wichtige  Rolle,  wie 
es  das  gewohnliche  System  fiir  die  konformen  Transformationen  und 
die  Isogonalkurven  tut. 

Mit  der  Skizzierung  meiner  wesentlichsten  Ergebnisse  bin  ich  fertig; 
ich  darf  aber  vielleicht  noch  folgende  Bemerkung  ankniipfen: 

Die  Definition  der  Isogonalkurven  leidet  ebenso  wie  die  der 
Aquitangentialkurven  daran,  dafi  sie  von  vomherein  eine  in  der  Schar 
von  (x>*  Kurven  enthaltene  Schar  von  oo^  Kurven  y  auszeichnet,  die 
tatsachlich  keine  ausgezeichnete  Rolle  spielt. 

Statt  namlich  z.  B.  die  Isogonalkurven  aus  den  urspriinglichen 
Kurven  y  abzuleiten,  kann  man  sie  ebenso  gut  aus  solchen  <x>^  Kurven 
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ableiten,  die  alle  Kurven  y  unter  ein  und  demselben  Winkel  a  schneiden. 
Es  ist  daher  erwdnscht,  fiir  die  Isogonalkurven  ebenso  wie  fiir  die 
Aquitangentialkurven  eine  charakteristische  Eigenschaft  zu  kennen,  bei 
deren  Pormulierung  keine  Kurven  der  Schar  bevorzugt  werden.  Bei 
den  Isogonalkurven  kann  dies  so  geschehen:  Wahlen  wir  eine  Kurve 
y^  der  Schar  y  und  zwei  beliebige  isogonale  Trajektorien  aus,  so  bilden 
alle  drei  ein  Dreieck,  bei  dem  wir  durch  die  jener  Kurve  y^  gegen- 
dberliegende  Ecke  noch  die  hindurchgehende  Kurve  y  ziehen  wollen. 
Aus  einigen  Winkelgleichheiten,  die  aus  dem  BegriflFe  der  isogonalen 
Trajektorien  folgen,  ergibt  sich  in  dieser  Figur  sofort,  daB  die  Summe 
der  Winkel  des  Kurvendreiecks  zwei  Rechte  betragt.  Es  gilt  aber 
auch,  wie  sich  leicht  beweisen  lafit,  der  umgekehrte  Satz^  so  dafi  man 
die  Isogonalkurven  so  definieren  kann: 

Eine  Schar  yon  oo'  Kuryen  in  der  Ebene  ist  dann  und  nur 
dann  eine  Schar  yon  Isogonalkuryen^  wenn  in  jedem  Dreieck, 
das  irgend  drei  Kurven  der  Schar  miteinander  bilden,  die 
Winkelsumme  zwei  Rechte  betragt. 

Scharen  yon  Isogonalkurven  haben  also  als  charakteristische  Eigen- 
schaft jene  Eigenschaft,  die  der  Schar  aller  Geraden  der  Ebene  zu- 
kommt.  Die  Gesamtheit  aller  Geraden  selbst  bildet  eine  in  gewissem 
Sinne  triyiale  Schar  yon  Isogonalkurven. 

Fiir  Aquitangentialkurven  gilt  etwas  Analoges: 

Eine  Schar  von  oo'  Kuryen  in  der  Ebene  ist  dann  und 
nur  dann  eine  Schar  yon  Aquitangentialkurven,  wenn  bei 
jedem  Dreieck,  das  irgend  drei  Kurven  der  Schar  miteinander 
bilden,  die  Summe  der  drei  gemeinsamen  geradlinigen  Tan- 
gentenstiicke  gleich  Null  ist. 

Hierbei  hat  man  natiirlich  die  Fortschreitungssinne  der  Kurven  zu 
beriicksichtigen  und  das  Dreieck,  infolge  dessen  auch  die  Tangenten, 
in  einem  Sinne  zu  durchlaufen,  wodurch  sich  eben  die  drei  Tangenten- 
stiicke  in  ihrer  Summe  gegenseitig  aufheben.  Ich  kann  jedoch  hier 
auf  diese  Einzelheiten  nicht  genauer  eingehen. 

Es  ist  vieUeicht  niitzlich,  einige  Beispiele  von  Scharen  von 
Aquitangentialkurven  anzugeben:  Wahlt  man  als  Kurven  y  alle 
(x>^  Kreise,  die  eine  Gerade  in  einem  bestimmten  Punkte  bertlhren, 
so  erkennt  man  sofort,  daB  jeder  Kreis,  der  die  Gerade  irgendwo  be- 
rilhrt,  eine  Aquitangentialkurve  ist.  Alle  oo*  Kreise  also,  die  eine 
Gerade  beriihren,  bilden  eine  Schar  yon  Aquitangential- 
kurven. Es  ist  dies  die  einfachste  und  in  gewissem  Sinne  eine  tri- 
viale  Schar  yon  Aquitangentialkurven. 

Wahlen  wir  als  die  <x>^  Kurven  y  alle  konzentrischen  Kreise  um 

2«* 
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Oy  SO  hat  eine  Aquitangentialkurve  mit  der  konstanten  Tangentenlunge 
a  augenscheinlicli  folgende  Eigenschaft:  Alle  ilire  Normalen  haben  von 
0  den  Abstaud  a,  d.  h.  die  Kurve  ist  eine  Evolyente  des  Kreises  um 
0  mit  dem  Radius  a.  Demnach  bilden  alle  oc^  Kreiseyolventen 
aller  ou^  konzentrischen  Kreise  eine  Schar  von  Aquitangen- 
tialkurven. 

Ein  drittes  Beispiel  endlich  finden  wir,  wenn  wir  die  oo^  Kurven 
y  sich  auf  die  <x>^  Punkte  einer  Kurve  8  reduzieren  lassen.  Jede  Aqui- 
tangentialkurve mu£  hier  Tangenten  haben,  deren  Lunge,  gemessen  bis 
zum  Schnitt  mit  8,  konstant  ist,  d.  h.:  Alle  oo'  Traktrizen  ein  und 
derselben  Direktrixkurve  8  bilden  eine  Schar  von  Aquitan- 
gentialkurven. 

Schon  diese  einfachen  Beispiele  zeigen,  dafi  der  Begriff  der  Aqui- 
tangentialkurven  fiir  wichtige  Kurvenklassen  eine  besondere  Bedeu- 
tung  hat. 


Struktur  der  perfekten  Mengen. 

Von 
A.  ScHONFLiES  aus  K5nigsberg. 


Der  Vortrag   ist  in  ausfQbrlicherer  Darstellung   in  den  Mathema- 
tischen  Annalen,  Band  59,  Seite  129  erschienen. 


Zur  DiflFerentialgeometrie  der  Linienkomplexe. 

Von 
K.  ZiNDLER  aus  Innsbruck. 


Wir  wollen  uns  damit  befassen,  von  der  TJmgebung  eines  regu- 
laren  Strahles  eines  Linienkomplexes  eine  anschauliche  Vorstellung  zu 
gewinnen;  eine  solche  hat  man  bisher  nur  von  der  Verteilung  der 
schneidenden  Nachbarstrahlen.  Zunachst  wollen  wir  die  „Fort- 
Bchreitungsrichtung  im  Linienraum"  definieren  und  durch  Eoordinaten 
festlegen.  Wenn  der  Strahl  irgendwie  durch  (sagen  wir  der  Einfach- 
heit  halber  vier  von  einander  unabhangige)  Koordinaten  ti^,  •••,  u^  ge- 
geben  ist,  so  ist  durch  die  Inkremente  du^,  auf  deren  Verhaltnisse  es 
nur  ankommt,  eine  von  diesem  Strahl  ausgehende  Bichtung  bestimmt. 
Es  kommt  uns  aber  hier  nicht  auf  diesen  allgenieinen  Richtungsbegriff 
an^  der  sich  in  einer  beliebigen  Mannigfaltigkeit  aufstellen  lafit,  son- 
dem  darauf;  die  Richtungen  im  Linienraum  in  geometrisch  unmittel- 
bar  anschaulicher  Weise  zu  definieren.  Hierzu  dient  folgender  Aub- 
gangspunkt:  Analog  wie  im  Punktraum  alle  Kurven^  die  sich  in  einem 
Punkte  beriihren,  daselbst  dieselbe  Richtung  haben,  sagen  wir:  Alle 
Regelflachen,  die  sich  langs  einer  ganzen  Erzeugenden  beriihren,  sollen 
in  ihr  dieselbe  Richtung  haben. 

Zur  Untersuchung  der  metrischen  Eigenschaften  der  Umgebung 
eines  Strahles  ist  folgendes  Koordinatensystem  niitzlich:  Wir  wahlen 
einen  festen  Strahl  als  „Achse*^  21,  auf  ihr  einen  festen  Punkt  0  als 
„Ursprung*'  und  durch  21  eine  feste  Ebene  £,  die  „Ausgangsebene". 
Der  kiirzeste  Abstand  einer  beliebigen  Geraden  g  von  der  Achse  sei  ^6r, 
wobei  N  auf  21  liege.     Als  die  vier  Eoordinaten  von  g  wahlen  wir  nun : 

die  Strecken  NG  =  a    und     ON  =  z^ 

den  Winkel  a,  den  NG  mit  s  bildet, 

den  Winkel  oj,  den  g  mit  21  bildet. 

Wenn  nun  zwei  durch  21  gehende  Regelflachen  sich  langs  21  be- 
riihren sollen,  so  ist  dazu  notwendig  und  hinreichend,  dafi  die  Zentral- 
punkte  und  die  Zentralebenen  zusammenfallen  und  daB  die  Verteilungs- 
parameter  P  gleich  sind.     Nun  ist 
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a 


wahrend  der  Zentralpunkt  unmittelbar  durch  lim  z  and  die  Zentral- 
ebene  durch  lim  a  bestimmt  ist.     Wahrend  wir  also 

a,  z,  a,  (o 
als  Linienkoordinaten  wahlten,  sind 

(1)  g, «,  p 

als  die  drei  ^^Koordinaten  einer  Fortschreitungsrichtung",   die 

von  91  ausgeht,   brauchbar.     Bilden  wir    mit   P  =  const,   von   91   aus- 

gehend  eine  Regelflache,   so   ist  diese,   wenn   auch  z  und  a  konstant 

bleiben,  wegen 

a  =  P© 

eine  gewohnliche  gerade  Schraubenflache,  die  als  Annaherung  jeder 
Regelflache  der  Richtong  z,  a,  P  im  selben  Sinne  gelten  kann,  wie 
die  Tangente  als  Annaherung  einer  Kurve  und  Reprasentant  ihrer  Rich- 
tung.  Femer  kann  diese  Schraubenflache  durch  einen  einzigen  Nachbar- 
strahl  bestimmt  werden,  der  also  auch  als  Reprasentant  der  betrefifen- 
den  Fortschreitungsrichtung  betrachtet  werden  kann. 

Ist  nun  die  TJmgebung  eines  Komplexstrahles  zu  untersuchen,  so 
machen  wir  denselben  zur  Achse  9t  unseres  Koordinatensystems.  Dann 
sind  von  91  aus  im  Komplex  nur  mehr  (x>^  Richtungen  enthalten;  es 
mufi  also  zwischen  den  drei  Richtungskoordinaten  eine  Relation  be- 
stehen.  Diese  lafit  sich,  indem  man  das  Koordinatensystem  moglichst 
ausgezeichnet  wahlt^  auf  die  einfache  Form  bringen: 
(2)  '         P^ztga-m, 

wobei  ni  eine  Konstante  ist.  Aus  dieser  Gleichung,  die  mit  Hilfe  der 
benihrenden  Strahlengewinde  bewiesen  werden  kann^  mufi  man  alle 
Eigenschaften  der  TJmgebung  eines  Komplexstrahles  entnehmen  konnen^ 
die  von  keinen  hoheren  als  ersten  Ableitungen  abhangen,  sagen  wir 
kurz:  alle  „Eigenschaften  erster  Ordnung."  Wir  suchen  zunachst  alle 
Regelflachen  heraus^  die  in  A  eine  Kuspidalerzeugende  haben,  setzen 
also  P  =»  0;  dann  stellt  die  Grleichung 

ztga  —  m 
die  wohlbekannte  Eorrelation  dar^  die  den  Punkten  auf  91  die  Beriih- 
rungsebenen  ihrer  Eomplexkegel  zuordnet. 

Um  auch  ffir  die  nichtschneidenden  Nachbarstrahlen  von  91 
eine  anschauliche  Anordnung  zu  trefiFen,  wahlen  wir  fiir  jede  durch  (2) 
bestimmte  Richtung  einen  Reprasentanten,  dessen  kiirzester  Abstand 
von  9t  eine  feste  willkfirlich  gewahlte  Grofie  a  hat,  mit  anderen  Worten, 
wir  wahlen   die  Reprasentanten   unter  den  Tangeiiten  eines  festen  Zy- 
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linders   C  mit  der  Achse  ?l.     Femer  fassen   wir   alle   Richtungen   zu- 
sammen,   fur   die   P   denselben   konstanten   Wert   hat.     Daiin    konnen 
wir  au8 
(3)  ziga  =  m  +  F  ^  const.  =»  c 

die  Lage  des  Beriihrungspunktes  G  eines  Nachbarstrahles  mit  C  ent- 
nehmen.  Denn  z  und  a  konnen  als  Koordinaten  yon  G  auf  C  auf- 
gefafit  werden.  Die  Punkte  G  bilden  eine  Kurve  vierter  Ordnung  C^ 
mit  zwei  diametral  gegeniiberliegenden  Asymptoten;  sie  kann  wegen 
tg  a  =»  ^    als  Schnitt  von  C  mit  dem  gleichseitigen  Paraboloid 

yz  =  ex 
erhalten  werden  und  geht  durch  Abwicklung  yon  C  in  die  bekannte 
ebene  Kurve  z  ^  c  cot  a  fiber.     Bewegen  wir  nun  einen  Strahl  so,  daJB 
er  stets  C  in  einem  Punkte  von  64  bertlhrt  und  stets  denselben  Winkel 

a 
P 

mit  8  bildet,  so  erhalten  wir  00^  Strahlen,  die  alle  dem  Komplex  an- 
gehorenden  Richtungen  mit  dem  Parameter  P  reprasentieren.  Fiir  die 
00^  Werte  P  erhalten  wir  <x>^  Kurven  L\  und  hiermit  alle  00*  Rich- 
tungen des  Komplexes.  Alle  diese  Kurven  gehen  librigens  aus  einer 
derselben  hervor,  indem  man  die  Abstande  aller  Punkte  von  der  X  Y- 
Ebene  im  selben  Verhaltnis  andert.  Je  nach  dem  Vorzeichen  von  m 
teilen  sich  die  Umgebungen  der  regularen  Strahlen  aller  Komplexe  in 
zwei  Klassen;  die  Umgebungen  aller  Strahlen  derselben  Klasse  sind 
untereinander  im  selben  Sinne  ahnlich,  wie  man  bei  der  konformen 
Abbildung  von  Ahnlichkeit  in  den  kleinsten  Teilen  spricht. 

In  einer  Kongruenz  sind  von  einem  Strahl  aus  nur  00*  Richtungen 
enthalten.  Es  miissen  also  zwischen  den  drei  Richtungskoordinaten 
(I)  zwei  Kelationen  bestehen.  Die  eine  davon,  die  z  als  Funktion  von 
€i  gibt,  ist  schon  lange  bekannt,  es  ist  die  llamiltonsche  Gleichung; 
die  andere  (P  als  Funktion  von  a)  scheint  bisher  noch  nicht  aufgestellt 
worden  zu  sein,  ist  aber  ebenso  einfach.  Ich  muB  hier  jedoch  (so wie 
auch  wegen  der  Beweise  einiger  frtiheren  Ergebnisse)  auf  den  in  Vor- 
bereitung  begriffenen  zweiten  Band  meiner  Liniengeometrie  (Sammlung 
Schubert  bei  Goschen,  Leipzig)  verweisen. 

Die  Richtungen  im  Linienraume  wurden,  nachdem  Klein  auf 
diesen  Begriff  hingewiesen  hatte  (Math.  Ann.  Bd.  V),  namentlich  von 
Konigs  in  seiner  These  (Paris,  1882)  unt^rsucht,  wo  sich  auch  bei- 
laufig  die  Gleichung  (2)  ohne  weitere  Diskussion  ttndet;  aber  dieser 
operiert  vorzugsweise  mit  den  aquivalenten  Korrelationen  und  verfolgt 
seine  Untersuchungen  nicht  bis  zu  so  anschaulichen  Ergebnissen. 


The  general  projective  theory  of  space  curves  and  ruled 

surfaces. 

Von 
E.  WiLCZYNSKi  aus  Berkeley. 


It  is  my  purpose  in  this  paper,  to  give  a  brief  account  of  the 
investigations  which  I  have  been  carrying  on  for  the  last  few  years. 
Projective  geometry  has,  on  the  whole,  heretofore  confined  itself  to 
the  consideration  of  algebraic  configurations.  On  the  other  hand, 
the  general  theory  of  surfaces,  congruences,  etc.,  generally  known  as 
differential  geometry,  has  been  concerned  almost  exclusively  with 
metrical  properties.  The  general  character  of  my  own  investigations 
is  perhaps  sufficiently  indicated  by  describing  them  as  belonging  to 
an  intermediate  domain.  The  properties,  upon  which  attention  is  fixed, 
are  projective  properties.  But  the  methods,  essentially  connected  with 
the  theory  of  invariants  of  linear  differential  equations,  apply  to  the 
most  general  configurations  of  the  class  considered,  and  are  not  con- 
fined to  the  algebraic  cases.  These  general  ideas  I  have  applied  in 
detail  to  the  theory  of  ruled  surfaces  and  space  curves.  The  latter 
application  is  one  in  which  I  have  been  able  to  make  use  of  some 
papers  of  Halphen,  whose  geometrical  aspect  has  never  been  properly 
appreciated.  It  appears,  in  fact,  that  a  clear  comprehension  of  the 
theory  of  space  curves  from  this  point  of  view  is  not  possible  without 
a  previously  developed  theory  of  ruled  surfaces.  I  shall  begin,  there- 
fore,  with  the  theory  of  ruled  surfaces,  and  give  only  a  very  brief  in- 
dication  of  the  theory  of  space  curves.  My  papers  on  this  subject  are 
to  be  found  in  the  Transactions  of  the  American  Mathematical 
Society.  Before  long  I  hope  to  be  able  to  present  the  matter  in  the 
more  satisfactory  form  of  a  small  volume,  which  will  be  completed 
long  before  it  would  have  been,  had  it  not  been  for  the  generous 
support  of  the  Carnegie  Institution  of  Washington. 
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§  1.    Consider  a  system  of  differential  equations,  of  the  form 
Q)  y"  +  PuV' +  Pit^' +  9ny  +  3ii«  =  0, 

«"  +  ft,y'  +  Pne'  +  3«y  +  «„«  =-  0. 
A  transformation  of  the  form 
(2)  ri^ay  +  fig,     6  =^  yy  +  *^,     !-/•(*), 

where  a,  fl,  y,  d,  f  are  arbitrary  fonctions  of  x,  converts  it  into  another 
system  of  the  same  form.  A  function  of  the  coefficients  of  (1)  and 
of  their  derivatiyes,  which  has  the  same  value  as  the  corresponding 
function  formed  for  the  transformed  system,  is  called  an  invariant. 
Covariants  are  invariant  functions  which  contain  y,  z,  y,  z'  as  well  as 
the  coefficients  of  (1). 

The  most  important  invariants  and  covariants  are  formed  in  the 
following  manner.     Put 

Wi,  =  2i);,  -  4gig  +  ftg  Oil  +  i?jj), 
<^i  =  2i?;j  -  4gr,i  +  i>2i  (pii  +  Pj,), 
«<w  =  2p;,  -  4^8  +  li,  +  i>i2P,i , 


(3) 
and 
(4) 


»«  =  2U'„  +  0,1  - 1)„)  Mjj  -  i)i,  (m„  -  «„), 

%  =  2«;i  -  0,1  - 1)„)  uji  +  |),i  («,,  -  M„), 
"m  =  2«;,-i)„tt„ +i)ji«,j, 

and  imagine  a  third  set  of  four  quantities  w^^,  formed  from  v,-^  and  p^^ 
in  the  same  way  as  the  quantities  v^  are  formed  from  m^^  and  j),^.  Then 
we  can  easily  write  down  the  expressions  for  the  invariants,  viz.: 

*4  =(«u-«»8)'+4M„t4,i, 

flg  =  2(t<ii  +  M,j)  B^r-  \  [(»,!  -  "2«)*  +  4v,»«,i]  +  («„  -  Mm)  (wu  -  «'»») 
W  +  2(m.-„u,i  +  w,i«i,), 

<'io=  («ii«'8i-"n%)*-[(«n- Wm)«'u-  (fu-%)««]  [K-«m)i« 

-(%-»m)«ji]» 


and 

»9  -^  = 

«ii-«»» 

«i» 

«»1 

(6) 

%-  "m 

»is 

«'ll 

tPn-f*,, 

«'l» 

Wjl 

To  express  the  covariants  in  a  simple  manner,  we  write 
(7)  Q  =  ^y+PnV  +  Pi2^,     <y  =  2/  +  ftiy  +  ft,^, 

whence  we  obtain  the  following  covariants: 
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^5  =  [(»«u  - '%)  vi  J  -  (»u  -  O  "is]  ^*  +  [(«ii  --  «m) ««  -  Ki  -  »m)  »m]  y* 

(8)  C^=gQ-y«, 


C,= 


2(ttii -  u„)q  +  iu^^o  +  ^ (»„  -  %)y  +  t>,j^      y 
4«,ip  -  2(m,i  -  u„)o  +  vny-  |(%  -  «„)«      e  j 


The  indices  in  (5),  (6)  and  (8)  indicate  the  weight  of  the  invariant  or 
covariant  considered,  a  notion  which  we  need  not  explain  for  our  pre- 
sent purpose. 

If  (y^,  gf)  for  A-  =  1,  2,  3,  4  are  four  pairs  of  functions  satisfy- 
ing (1),  and  for  which  the  determinant 


(9) 


D 


Vi 

h  »i 

y* 

«j  y.' 

ys 

^8  y» 

y*. 

«i  y* 

does  not  vanish,  the  most  general  solutions  of  (1)  are  given  by 


y 


-2 


CiVky 


2^*^*' 


with  four  arbitrary  constants  q ,  •  •  • ,  c^ . 

Let  y^ ,  •  •  • ,  y^  be  interpreted  as  the  homogeneous  coordinates  of 
a  point  Py,  ^i,"-,^4  as  the  coordinates  of  another  point  P,.  As  a; 
changes,  these  points  describe  two  curves  C^  and  G,.  Let  L^^  or  g 
be  the  line  joining  P^  to  P,.  It  gives  rise  to  a  ruled  surface  S.  Any 
ruled  surface  may  be  studied  in  this  way  with  any  two  curves  upon 
it,  provided  that  it  be  not  developable.  The  developable  surfaces 
are  excluded  by  the  condition  D  +  0. 

The  part  which  the  transformation  (2)  plays  in  this  theory  is 
now  quite  obvious.  The  points  P^  and  P,  are  changed  by  it  into 
two  other  points  P^  and  P>  of  ^,  i.  e.  the  curves  C^  and  C,  on  S  are 
converted  into  any  two  others  C  and  C^,  while  the  parameter  x  is, 
at  the  same  time,  transformed  in  an  arbitrary  manner. 

Since  the  coefficients  p^^^  and  q^i^  are  invariant  under  projective 
transformations,  the  invariants,  which  we  have  defined  above,  will 
express  by  their  vanishing  projective  properties  of  the  ruled  surface  S. 
Thus,  for  example,  if  ^  =  0,  S  belongs  to  a  linear  complex. 

It  is  possible  to  characterize  the  important  curves  of  the  ruled 
surface  by  very  simple  conditions.     For  instance,  if  ft,  =  0,  C^  is  an 
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asymptotic  curve.  If  w^g  =  0,  C^  is  one  branch  of  the  flecnode  curve 
(curve  in  each  of  whose  points  a  tangent  may  be  drawn  to  S  having 
four  consecutive  points  in  common  with  it).  If  Wgi  =  0,  C,  is  a  branch 
of  the  flecnode  curve.  If  0^  =»  0,  the  two  branches  of  the  flecnode 
curve  coincide.  In  general  the  two  factors  of  the  covariant  C^  give 
the  flecnodes  of  g.  The  two  factors  of  C^  give  the  complex  points 
of  g.  These  points  may  be  defined  as  follows.  Five  consecutive 
generators  of  S  determine  its  osculating  linear  complex.  Now,  to  any 
point  P  o{  g  there  corresponds  a  plane  in  this  linear  complex.  More- 
over this  plane  contains  g.  There  also  corresponds  to  P  another  plane 
through  g^  namely  that  which  is  tangent  to  S  at  P.  There  will  be, 
in  general,  two  points  on  g  for  which  these  two  planes  will  coincide. 
These  are  the  complex  points,  and  are  determined  by  the  covariant  Q. 
We  find  moreover,  that  on  every  generator  the  flecnodes  and  the  com- 
plex points  form  a  harmonic  group. 

The  covariant  C^  gives  rise  to  considerations  of  the  greatest  inter- 
est. By  means  of  (7)  we  obtain  two  further  points  P  and  P„,  such 
that  the  skew  quadrilateral  P^P  F^P^  is  situated  upon  the  hyper- 
boloid  H  which  osculates  S  along  g.  P  P„  is  therefore  a  generator  of 
H  of  the  same  kind  as  g.  If  the  independent  variable  be  transformed 
by  putting  |  =  S(ip),  q  and  6  are  changed  into 

9  =  \  (q  +  ny),       *  =  \{p  +  v^), 

where 

r 

This  shows,  that  by  an  appropriate  choice  of  the  independent  variable 
the  line  P,,Pa  may  be  made  to  coincide  with  any  generator  of  H  be- 
longing to  the  same  set  as  g. 

We  are  led,  in  this  way,  to  consider  the  congruence  F,  made  up 
of  the  generators  of  the  first  set,  upon  the  osculating  hyperboloids 
of  H.  Any  four  of  its  developables  of  either  family  intersect  aU  of 
the  asymptotic  tangents  of  S  in  point -rows  of  the  same  cross -ratio. 
Its  focal  surface  coincides  with  the  flecnode  surface  of  S,  and  is  there- 
fore a  ruled  surface.  It  is  a  IT- congruence,  i.  e.  the  asymptotic  lines 
of  the  two  sheets  of  its  focal  surface  correspond  to  each  other. 

We  may  pick  out  a  ruled  surface  of  F  whose  generators  intersect 
one  of  the  sheets  of  the  flecnode  surface  along  an  asymptotic  curve. 
It  will  then  intersect  the  other  sheet  also  along  an  asymptotic  curve, 
owing  to  the  fact  that  F  is  a  TT- congruence.  Any  four  surfaces  of 
this  kind  will  intersect  all  of  the  asymptotic  tangents  of  S  in  point- 
rows  of  the  same  cross -ratio. 
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The  important  part,  played  in  the  theory  of  ruled  surfaces  by  the 
flecnode  curve,  makes  it  important  to  investigate  to  what  extent  a 
ruled  surface  is  determined  when  one  branch  of  the  Hecnode  curve  is 
arbitrarily  prescribed.  It  appears  that  the  general  expression  of  the 
ruled  surface,  which  contains  a  given  curve  as  one  branch  of  its  flecnode 
curve,  depends  upon  an  arbitrary  function.  A  geometrical  construction 
makes  this  quite  obvious.  Similar  results  hold  for  the  complex  curve. 
A  very  remarkable  theorem  demonstrates  the  existence  of  a  family  of 
oo^  surfaces,  having  one  of  the  branches  of  their  flecnode  curve  in 
common.     This  theorem  is  as  follows. 

1.  If  at  every  point  of  the  flecnode  curve  of  S  there  be  drawn 
the  generator  of  the  surface,  the  flecnode  tangent,  the  tangent  to  the 
flecnode  curve  and  flnaUy,  the  line  which  is  the  harmonic  conjugate  of  the 
latter  with  respect  to  the  other  tw^o,  the  locus  of  these  last  lines  is  a 
developable  surface,  called  the  secondary  developable  of  the  flecnode  curve. 

2.  There  exists  a  single  infinity  of  ruled  surfaces,  each  having 
one  branch  of  its  flecnode  curve  in  common  with  that  of  S.  This 
family  of  oo^  surfaces  may  be  described  as  an  involution  of  which 
any  surface  of  the  family  and  its  flecnode  surface  form  a  pair.  The 
primary  and  secondary  developables  of  the  branch  of  the  flecnode  curve 
considered  are  the  double  surfaces  of  this  involution.  In  fact,  the 
generators  of  these  surfaces  at  every  point  of  their  common  flecnode 
curve,  form  an  involution  in  the  usual  sense. 

§  2.  The  theory  of  space  curves  is  based  upon  the  theory  of  the 
invariants  and  covariants  of  the  equation 

y(*)  +  ip^y(^)  +  6p,y''  +  4p,y'  +  p^y  =  0, 
under  the  transformations 

ri:=k(x)y,         S  =  /'(^), 
where  k  and  /'  are  arbitrary  functions.    The  covariants  are  functions  of 

Q^y"+2p^y+p^y, 

6^^^)+'dp,y'+^p^y+p^y, 
and  it  is  the  geometrical  interpretation  of  these  quantities  which  furnishes 
the  groundwork  of  this  whole  theory,  a  point  which  has  hitherto  been 
neglected.  It  turns  out  moreover  that  the  properties  of  the  ruled  sur- 
faces, generated  by  the  lines  obtained  by  joining  P^  to  P^,  P  and 
P^,  are  of  importance  for  the  purpose  of  carrying  out  this  inter- 
pretation. For  this  reason  the  theory  of  ruled  surfaces  must  come 
first  from  this  point  of  view.  The  theory  of  space  curves  then  appears 
as  one  of  its  applications. 


Determination  des  mouvements  fi  de  solides  aux  trajectoires 

sph^riques. 

Von 
J.  Andrade  aus  Besan90D. 


Considerons  F^ranlement  du  solide  8  a  Tepoque  t\  soient  trois 
axes  ox,  oy,  oz  rectangulaires  fixes  dans  le  solide  S  et  se  coupant 
en  o;  soient  §,  i^^  g  les  projections  sur  ces  axes  de  la  vitesse  de  o  par 
rapport  a  Tespace  E^'^  soient  enfin  ^,  g,  r  les  projections  suiyantles 
memes  axes  de  la  vitesse  de  rotation  instantanee  a  Fepoque  t 

Soient  A,  B,  C  les  coordonnees  relatives  a  T^poque  t  du  centre  de 
la  sphere  qui  porte  la  trajectoire  du  point  du  solide  ayant  x,  y,  z  pour 
coordonnees. 

L'immobLlite  du  point  {A,  B,  C)  est  exprimee  par  les  equations: 


(1) 


l  +  gC-r^+^-O 
n  +  rA-pC  +  ^-^^0 


dt 

et  la  sphericity  de  la  trajectoire  du  point  x,  y,  z  om  la  Constance  de 
la  distance  des  points  {A,  B,  C)  (x,  y,  e)  est  exprimee  par: 

(2)  (^-A)'^.  +  iy-B)'-^  +  (z-C)^^0, 

ou,  ce  qui  revient  au  meme,  par: 

(2 bis)     £A  {1^  +  qz-  ry)  =  A{l  +  qz-ry)  +  B(ri  +  rx  -  pz) 

+  C{t  +  py-  qx)  =  2x1  =  xl  +  yri  +  zl, 
ou^  en  faisant: 

i  +  qz-ry=^X 

ri  +  rx  —pz  =«  Y 

i+py  -qx-^Zy 
par: 

(2ter)  SAX^ix  +  ny+^Z' 
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Le  probleme  consiste  ainsi  a  trouver  trois  fonctions  A,  li^  C  de 
X,  y,  ;?  et  de  ^  unies  aux  6  fonctions  g,  iy,  {;,  p,  q,  r  ie  t  par  les  equa- 
tions (1)  et  (2ter). 

Un  lemme  geometrique  nous  permettra  tout  a  Theure  de  degager 
la  solution  de  ce  probleme  en  apparence  trfes  complique;  observons 
d'abord  que  si  Aq  B^  Cq  est  un  groupe  de  3  fonctions  A,  B,  C  corre- 
spondant  a  un  point  particulier  Xq  y^  Zq  du  solide,  nous  pourrons  poser: 

A^  A^  +  a 
B^B,  +  b 

a,  h,  r  seront  alors  des  solutions  u,  v,  w,  du  syst^me: 


ru 


dt 
pw+    ,  -=.0 


dt 
dw 


0; 


si   done   nous   designons  3  solutions   orthogonales    de   ce  systeme    qui 
representent  les  cosinus  directeurs  de  3  directions  absolument  fixes  par: 

9i  h  h 
g,  A,  *, 

9z  K  ^8 
nous  aurons: 

«  ==  9i//i  +  9%9%  +  98//S 

c  =  9iA-i  +  98*2  + 93  ^'s 
Si  alors  nous  posons: 

I'equation  (2ter)  prend  la  forme: 

(3)    9),Pi  +  9),P,  +  9,P,  +  A^X  +  B^Y+  C^Z=U  +  riy  +  U- 


7i  t  <Pt  9  78  designant  des  fonctions 
des  seules  variables  x^  y,  z. 


les  g^h^k  sont  de  simples 
fonctions  de  t, 


Etude  dn  monveineiit  d'orientation  d'nn  monvement  n. 

Examinons  d'abord  les  consequences  que  Ton  pent  tirer  de  la  forme 
meme  de  cette  equation  qui  doit  §tre  satisfaite  identiquement  quels- 
que  soient  Xy  y,  z. 
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P.  Aacun  des  numerateurs  des  fPi,fPi,Vi  ne  peut  ^tre  d'nn  degre 
Buperieur  a  celui  du  denominateur  ou,  si  non,  Teqaation  rendne  enti^re 
nous  indiquerait  un  mouyement  d'orientation  dans  leqael  toute  droite 
du  corps  ferait  un  angle  fixe  avec  une  direction  associee  de  respace, 
ce  qui  exigerait  de  suite  la  fixite  de  la  direction  de  la  rotation  instan- 
tanee;  supposons  alors  qu'il  n'en  soit  pas  encore  ainsi. 

2^.  Sous  le  benefice  de  la  remarque  qui  precMe,  on  peut  d^igner 
par  A  une  indeterminee  et  examiner  sur  Tequation  TeflFet  de  la  sub- 
stitution 

X  \  X  +  Xp 

y\y  +  ^q 

IS  \  z  +  kr 

et  on  trouve  alors  que  si  F{Xy  y,  z)  designe  Tensemble  des  termes  du 
plus  haut  degre  dans  le  denominateur  des  g)  on  aura  F(p,  2,  r)  =  0. 

3^.  Si  le  degre  de  F  etait  superieur  au  degre  de  tons  les  nume- 
rateurs on  pourrait  trouver  dans  le  mouvement  inverse  de  ft  un  centre 
d'une  sphere  dont  la  vitesse  relative  devrait  etre  normale  a  une  infinite 
de  directions  arbitrairement  choisies,  et  par  consequent  nuUe  avec  ses 
composantes;  il  y  aurait  alors  pivotement,  c'est  un  cas  banal  de  mou- 
vement ft. 

4^.  Toute  direction  du  solide  qui  satisfait  a  Tequation  F(x,  y,  xr)  =  0 
foumit  des  points  de  la  figure  pivotante  dont  le  mouvement  definit  le 
mouvement  d^orientation  de  /i,  ces  points  auront,  tons,  des  trajectoires 
planes.  Car  si  les  numerateurs  des  g)  s^annulaient  en  meme  temps  on 
retomberait  sur  un  mouvement  banal. 

Consequences  geometriques   de   ces  faits  pour  le   mouvement 

d^orientation. 

H  resulte  des  remarques  precedentes  que  si  la  direction  de  Taxe 
instantane  est  variable^  la  figure  spherique  dont  le  glissement  definit  le 
mouvement  d'orientation  de  fi  possedera  une  courbe  C  jouissant  des 
proprietes  suivantes: 

1®.    Tons  les  points  de  C  decrivent  des  cercles. 

2^.  Le  pole  P  de  rotation  iastantanee  est  a  chaque  instant  sur  la 
courbe  C. 

Distinguons  ici  deux  sortes  de  mouvements  ^i,  suivant  que  les 
centres  des  spheres  qui  portent  les  trajecloires  forment  un  ensemble  a 
3  ou  a  2  dimensions^  tout  autre  cas  donnant  de  suite  le  cas  banal  du 
pivotement  sur  un  point  fixe. 

Examinons  d'abord  les    mouvements  ft   de  premiere  esp^ce:   pour 
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ceux-ci  la  sphere  fixe  possedera  aussi  one  courbe  y  jouissant  des  pro- 
prietes  suivantes: 

Tons  les  points  de  y  sont  des  centres  de  cerdes  decrits  par  des 
points  convenables  de  la  figure  mobile,  et  le  pole  instantane  decrit  y 
sur  la  sphere  fixe. 

Si  nous  laissons  de  cote  deux  cas  faciles  a  envisager  directement, 
savoir:  le  cas  oCl  les  courbes  C  et  y  se  confondent  avec  le  cerde  de 
Tinfini  de  la  sphere,  et  le  cas  oCl  les  points  de  C  ou  ^^  decriraient 
dans  leurs  mouvements  relatifs  des  generatrices  imaginaires  de  la  sphere, 
les  courbes  (7  et  ^  pourront  constituer  deux  roulettes  sph^riques  ca- 
pables  de  d^finir  le  deplacement  de  la  figure  sph^rique  (meme  dans  le 
domaine  imaginaire). 

Envisageons  le  roulement  de  G  sur  y^  sur  le  point  de  contact  ac- 
tuel  P;  soient  M  et  M'  deux  points  correspondants,  qui  viendront  plus 
tard  en  contact;  le  centre  du  cercle  decrit  par  M  sera  le  point  /  od 
la  tangente  spherique  a  >'.  en  J(f'  rencontre  Tare  de  grand  cercle  on 
corde  spherique  PJlf. 

Considerons  la  position  limite  de  /  quand  M  tend  vers  P,  par 
hypothese  celle-ci  est  a  une  distance  finie  de  P;  done  Tangle  M' IM  a 
une  signification  et  est  un  infiniment  petit  a  du  meme  ordre  que  MM' 
c'est  a  dire  du  second;  de  m^me  soit  J  le  point  oti  la  tangente  sph^ 
rique  a  C  en  j5f  coupe  la  corde  spherique  TM\  Tangle  M'  JM  est  un 
infiniment  petit  /3  du  second  ordre;  observons  que  les  points  I  etJ  sont 
par  hypothese  distincts  et  a  distance  finie;  d^s  lors  Tun  ou  Tautre  des 
deux  triangles  spheriques  symetriques  IJM  ou  IJM'  nous  donne, 
apr^s  avoir  observe  que  le  couple  {I J)  pas  plus  que  le  couple  (MM') 
ne  pen  vent  former  ici  des  couples  isotropes: 

cos  JMI  =  ±  cos  Y  cos  2  +  sin  y  sin  y  cos  i  J, 

HoH  nous  concluons  que  sin  JMI,  et  par  suite  Tangle  de  contingence 
de  Tune  et  Tautre  courbe  est  infiniment  petit  du  second  ordre.  Les 
deux  courbes  C  et  y  seraient  deux  arcs  de  grand  cercle,  et  des  lors 
comme  on  sait  Taxe  instantane  aurait  une  direction  invariable. 


Cas  des  mouvements  ^  de  seconde  esp^ce,  s'il  en  existe. 

Les  centres  des  spheres  qui  portent  les  trajectoires  sont  alors  sur 
une  surface  S,  et  a  chaque  point  de  cette  surface  correspond  une  droite, 
axe  dW  cercle  decrit  par  le  point  de  la  surface  dans  le  mouvement 
inverse  de  (i.    Observons  d'ailleurs  que: 

Varh  d.  ni.  Intonuit  Mathem.-Kongr.    Heidelberg  1904.  24 
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Ge  mouvement  inverse  n'est  pas  on  mouvement  ft. 

Nous  d^finissons  ainsi  one  congruence  de  droites. 

Nous  poorrons  alors  envisager  les  surfaces  focales  de  cette  con- 
gruence. 

Dans  ce  but  je  m'appuierai  sur  les  remarques  de  cin^matiqae  qui 
suivent  et  dont  la  demonstration  est  facile: 

P.  Si  dans  un  mouvement  fi  presume  un  point  du  solide  en  niou- 
vement  d^crit  un  cercle  non  isotrope  situe  dans  un  plan  perpendiculaire 
a  une  droite  non  isotrope^  ce  mouvement  ft  ne  saurait  etre  que  le  re- 
sultat  d'une  rotation  autour  d'un  axe  fixe  accompagne  d'une  rotation 
egale  autour  d'un  axe  entraine  dans  le  premier  mouvement. 

2^.  Si  dans  le  mouvement  d'un  solide  une  droite  fixe  du  solide  a 
pour  conjuguee  une  droite  parallele  a  une  direction  fixe  de  Tespace,  les 
deux  directions  font  un  angle  constant. 

Si  a  ces  deux  remarques  on  ^oute  Tetude  facile  des  glissements 
plans  dans  lesquels  tons  les  points  d'une  droite  decrivent  des  cercles, 
on  pent  discuter  la  congruence  precedente  et  aboutir  encore,  apr^s  une 
discussion  un  pen  longue,  a  cette  conclusion  que,  dans  tout  mouve- 
ment fi  non  banal  la  direction  de  Taxe  instantan^  est  fixe. 

Prenons  comme  axe  oz  une  parallele  a  cette  direction  fixe*),  alors: 
*^8  =-  1;  fi's  ==  *8  =  ftj  =  fc,  =  0 

X=-l~  ry      P^  ^  g^X  -\-  \Y        A^,  B^y  Cq  sont  solutions  de 


Y^Ti  +  rx     F,=g,X  +  h^Y 


^  +  ^•^0  +  ^  =  0 


^s  ^  ^y  9^1  ®^  9s  ^^^^  alors  2  fonctions  de  :r  et  ^  seuls  assujetties 
si  ridentite: 
(4)         .      9i^i  +  9.^2  +  ^X  +  B^Y+  C^Z^lx  +  riy, 

9?i  et  gjj  sont  alors  deux  fractions  rationnelles  en  x  et  y,   dont  le  de- 
nominateur  commun  est  du  3"  degre  au  plus. 

*)  Ce  choix  de  la  direction  de  Taxe  oz  sera  toigoure  permis  sauf  dans  le  cas 
on  la  direction  fixe  de  la  rotation  instantanee  serait  isotrope  c'est  k  dire  le  cas 
ou  /?*  4-  g*  +  r«  =  0. 

Ce  cas  donnerait  un  mouvement  imaginaire  dont  Tetude  a'ach^vera 
d^ailleurs  aisement  en  faisant  comme  il  est  permis  r  =  0. 
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Considerons  alors  les  valeurs  de  x  ei  y  qui  annulent  ce  denomi- 
nateur  commun;  la  relation  (4)  ainsi  particularisee  exprime  ou  bien 
qae  le  point  du  plan  jer  »  0  consid^re  est  immobile  en  projection  ou 
bien  qu'il  decrit  une  droite^  a  moins  que  9^  et  9^  soient  constants. 

Nons  laissons  toujoors  les  simples  translations  et  les  simples 
pivotements  de  cot^;  alors  si  on  ne  considere  que  les  mouvements 
de  solides  reels,  ces  differentes  consequences  ne  sont  compatibles  qu'avec 
un  point  reel  du  plan  qui  est  fixe. 

Ainsi  les  seuls  mouvements  fi  reels  possibles,  hors  le  cas  banal  de 
la  translation  ou  du  pivotement  permanents,  consistent  en  un  mouve- 
ment  de  solide  od  Taxe  instantane  de  rotation  et  de  glissement  a  une 
position  fixe  dans  Tespace. 

Demontrons  enfin  que  dans  le  cas  auquel  nous  venons 
d'aboutir  il  suffit  qu'une  trajectoire  soit  spherique  pour  que 
toutes  le  soient. 

Prenons  comme  axe  0£i  Taxe  fixe  de  rotation  et  de  glissement. 

Mais  alors  Tequation  (4)  se  simplifie  car,  d'une  part, 

et  d'autre  part  on  aura: 

i/2  =  —  h  ^0  =  f*^9i  +  ^^^2  =  ^^yi  —  ^K 

h^  =  ^1  2?o  =  mh^  +  w/ij  =  m\  +  ng^ 

puis  si  on  fait: 

P  =  —  y9i  +  ar^g  +  wx  —  my 

^  =      xq)^  +  y9,  +  wy  +  nix, 

et  si  Ton  designe  par  P^,  Q^  les  valeurs  de  P  et  (>  pour  x  =  x^, 
y  =  y^,  il  vient  en  retranchant  les  deux  equations  (4)  correspon- 
dantes,  et  supprimant  le  facteur  r: 

g^  (P  —  P^  +  \  (Q  —  (>^)  =  0  91  et  h^  ^tant  de  la  forme  cos  T  et 

sin  T,     T  etant  une  fonction  de  t, 

d'od  Ton  conclut  imm^diatement: 

c'est  a  dire: 

x{P^  +  my  —  nx)  +  y(Q^  —  ny  —  mx) 

^«  ^  x^  +  y* 

^  (Co  —  wy  —  mx)  ^  y{P^  -{-  my  —  nx)_ 
9^1==  a:»  +  y« 

Cette  determination  de  9^  et  9,  d^montre  le  theoreme. 

24* 
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Nous  venons  done  de  demontrer  la  proposition  suivante: 
En  ecartant  les  moayements  de  translation  et  de  pivotement  per- 
manents,  tout  mouvement  (i  de  solide  reel  aux  trajectoires  sph^qnes  est 
un  mouvement  oil  Taxe  de  rotation  et  de  glissement  est  fixe  et  qui 
est  guide  par  la  trajectoire  spherique  d'un  point  du  solide;  celle-ci  est 
Tintersection  d'un  cylindre  de  revolution  et  d'une  sphere.  £t  recipro- 
quement  un  pareil  mouvement  est  un  mouvement  fi. 


P.  S.  En  relisant  les  derniferes  ^preuves  de  ee  memoire  je  re- 
marque  qu'il  est  facile  de  simplifler  une  demonstration  donnee  plus 
haut  en  la  debarrassant  de  la  consideration  des  deux  esp^ces  de  mou- 
vements  ft;  mais  je  me  bomerai  ici  a  cette  demi^re  remarque. 


Grundformeln  der  Theorie  der  Strahlensysteme. 

Von 
J.  Knoblauch  aus  Berlin. 


In  mehreren  Abhandlongen,  die  seit  1899  in  den  Annali  di  Mate- 
matica  erschienen  sind;  hat  Bianchi  die  Deformation  der  Strahlen- 
systeme untersucht  and  im  Anschlufi  daran  namentlich  die  Satze  tiber 
die  Biegung  der  Flachen  zweiten  Grades  eingehend  behandelt^  die  wir 
dem  Prasidenteu  unserer  heutigen  Sitzung,  Herm  Guichard^  verdanken. 
Die  Fundamentalformeln^  anf  die  sich  Bianchi  dabei  sttltzt  and  die 
er  auch  in  den  zweiten  Band  der  neaen  Ausgabe  seiner  Lezioni  di  geo- 
metria  differenziale  (1903)  aafgenommen  hat,  beruheji  aaf  einer  beson- 
deren  Annahme  Uber  die  Parameter  u,  v,  als  deren  Funktionen  die  Be- 
stimmangsgrofien  des  Strahlensystems  betrachtet  werden.  Die  Karven 
V  =»  const.,  u  =  const,  bilden  namlich  auf  der  Ausgangsflache  ein  spe- 
zielles  orthogonales  System,  sodafi  Fq==^0  ist.  Die  ersten  Richtangs- 
cosinase  dieser  Kurven  seien  A^  and  A^']  fOr  den  Strahl  and  die  Nor- 
male  der  Ausgangsflache  soUen  X  and  X^  dieselbe  Bedeutang  haben; 
6  sei  der  Winkel  des  Strahles  mit  der  Ausgangsflache,  and  Eq,  Lq,  •  •  • 
die  Fondamentalgrofien  dieser  Flache.  Bei  Bianchi  findet  sich  —  ab- 
gesehen  von  den  hier  gewahlten  Bezeichnungen  —  z.  B.  die  Gleichung 

—  ( sin  tf  — --  +  -  —     ^  — ^  ]Aq  +  cos  <Jl--.    +  yr-)  Xq. 

Sie  enthalt  neben  Grofien,  deren  Definition  ohne  weiteres  von  der 
Wahl  der  Parameter  unabhangig  gemacht  werden  kann,  wie  6,  A^, 
A^j  Xq,  andere,  fftr  die  dies  nicht  der  Fall  ist.  Das  System  der 
Fundamentalformeln  gewinnt  nun  sehr  an  tTbersichtlichkeit  und  gleich- 
zeitig  an  Allgemeinheit,  wenn  die  GroBen  der  zweiten  Art  entfemt 
werden,  was  man  dadurch  erreichen  kann,  dafi  man  an  Stelle  der 
Differentiationen  von  vornherein  die  Theta-Operationen  einfQhrt.    Geo- 
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metrisch  betrachtet  sind  diese  niclits  anderes  als  DifferentiAtioiieu  langs 
KurveD^  wie  sie  seit  Jahrzehnten  oft  benutzt  and  in  Deatschland 
namentlich  von  v.  Lilienthal  in  einer  Anzahl  yon  Arbeiten  angewendet 
worden  sind.  Ihre  ganze  Bedeatung  zeigt  sidi  aber,  wie  mir  scheint 
and  wie  icb  wiederbolt  hervorgeboben  babe^  nar  dann,  wenn  schon 
ihre  Definition  an  die  Theorie  eines  Paares  qaadratischer  Differential- 
formen  gekntLpft  wird.  Bei  der  Aasdebnung  dieser  Einf&brangsweise 
auf  die  Theorie  der  Strahlensysteme  stehen  iibrigens  verschiedene  Wege 
offen.  Handelt  es  sich  am  die  Eigenschaften  eines  Strahlensystems 
als  solchen,  so  ist  es  angemessen^  die  (^-Operationen  aof  die  beiden 
Fandamentalformen  dieses  Systems  za  grQnden.  Dient  dagegen,  wie 
bei  den  Bianchi'schen  Untersachangen;  das  Strahlensystem  als  Hilfs- 
mittel  fiir  die  Herleitnng  von  Eigenschaften  einer  FULche  aas  bestimmten 
Voraassetzangen  iiber  eine  andere,  so  wird  man  die  Differentiationen 
langs  Kurven  aaf  dieser  Flache  aasfQhren.  Es  gelten  dann  die  Formeln, 
die  icb  im  3.  Jahrgang  der  Sitzungsberichte  der  Berliner  Mathematischen 
Gesellschaft;  S.  80 — 81^  angegeben  babe  and  in  denen  man^  anter 
Wahrimg  der  Allgemeinheit  der  Parameter,  die  Eorve  c  zweckmaSig 
so  wahlt,  wie  Bianchi  es  tat.    Dann  werden  z.  B.  die  beiden  Formeln 

fiir  -TT-    and  -a    ,  deren  erste  oben  angegeben  ist,  darch  zwei  andere 

der  Form 

ex  =  B,,X,  +  li,,A^  +  B,,A^\ 

e'X  =  B,,X,  +  B,,A^  +  B,,A^' 

ersetzt,  in  denen  die  Koeffizienten  ^j^,  •  •  •  B^^  nar  von  den  darch  die 
Karven  c  and  c'  bestimmten  geometrischen  Grofien  w,  n',  t,  g,  g\  sowie 
yon  dem  Winkel  6  and  seinen  beiden  geometrischen  Ableitangen  ^6 
and  &'6  abhangen. 

Es  ist  nicht  meine  Absicht,  die  Grundformeln  der  Theorie  der 
Strahlensysteme  in  der  Gestalt,  die  sie  bei  Einfiihrung  koyarianter 
Operationen  annehmen,  hier  anzageben  oder  gar  herzaleiten.  Diese 
Entwicklung  soil  an  anderer  Stelle  aasgefiihrt  werden. 


Ober  aquidistante  Kurven  auf  einer  Flache. 

Von 
R.  V.  LiLiENTHAL  aus  MtUister  i.  W. 


Besitzt  das  Quadrat  des  Linienelements  einer  Flache  die  Form: 
(Ip^  -|-  2  cos  9)  dpdq  +  dq^y 
so  sagt  man  nach  dem  Yorgange  von  A.  Vofi^  daB  die  beiden  einfach 
unendlichen  Kurvenscharen  p  =>  const.,  q  »  const,  ein  aquidistantes 
System  bilden.*)  Die  geometrische  Eigentiimlichkeit  dieses  Systems  be- 
steht  in  folgendem.  Greift  man  aus  den  Kurven  q  =  const,  (bez.  p  =  const.) 
eine  beliebige  heraus  und  tnLgt  von  ihr  aus  in  derselben  Richtung  auf 
den  Kurven  p  =  const,  (bez.  q  =  const.)  gleiche  Bogenlangen  ab,  so  er- 
halt  man,  eine  zweite  Kurve  q  «  const,  (bez.  p  =  const.). 

Nun  kennt  man  seit  Langem  den  Satz,  dafi  die  Haupttangenten- 
kurven  der  pseudospharischen  Flachen,  ebenso  v^ie  ihre  spharischen 
Bilder,  ein  aquidistantes  System  bilden.  Man  kann  aber  auch  urn- 
gekehrt  zeigen,  1)  daB  die  einzigen  Flachen,  auf  denen  die  Haupt- 
tangentenkurven  ein  aquidistantes  System  bilden,  die  pseudospharischen 
flachen  sind,  und  2)  dafi  nur  den  letzteren  die  Eigenschaft  zukommt, 
durch  die  spharischen  Bilder  der  Haupttangentenkurven  auf  der  Ein- 
heitskugel  ein  aquidistantes  System  festzulegen. 

Wie  eine  negativ  gekriimmte  Flache  durch  das  Vorhandensein  der 
Haupttangentenkurven  ausgezeichnet  ist,  so  besitzt  jede  positiv  ge- 
kriimmte Flache  ein  System  von  Kurven,  die  schon  von  Dupin  be- 
trachtet  und  von  E.  Pucci  charakteristische  Kurven  genannt 
wurden.  Es  handelt  sich  um  ein  solches  System  konjugierter  Kurven, 
in  dem  jede  Einzelkurve  der  einen  Schar  von  jeder  Einzelkurve  der 
anderen  Schar  unter  einem  Winkel  geschnitten  wird,  der  jedesmal  das 
Minimum  aller  Winkel  darstellt,  die  an  der  betrachteten  Stelle  zwischen 
konjugierten  Tangenten  moglich  sind. 


^  t7ber  die  in  Frage  kommende  Literatur  vergl.  Eiicyklop9,die   der  mathem. 
Wi88.  niDS,  Nr.  40;  HID  6a,  Nr.  12;  UIDS,  Nr.  4,  S.  116. 
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Man  kaiin  nun  fragen,  ob  es  Flachen  gibt^  bei  denen  das  spharische 
Bild  der  cbarakteriBtisclien  Kurven  aus  einem  aquidistanten  System  he- 
Kteht.  Diese  Frage,  auf  die  hier  nicht  naher  eingegangen  werden  soli, 
ist  unter  der  Yoraussetzong^  daB  die  HauptkrQmmnngslialbmesser  der 
Flache  voneinander  onabbangig  seien,  zu  vemeinen,  anderen&lls  zu  be- 
jahen.  Aber  die  Fr^ge,  ob  es  Flachen  gibt^  deren  charakterisidsche 
Kurven  selbst  ein  aquidietantes  System  bilden^  ist  f&r  beide  Flachen- 
arten  zu  bejahen.  Yon  vomherein  ist  klar^  daB  die  in  Rede  stehenden 
Flachen  zu  den  Scbiebungsflachen  gehoren  mtissen. 

Geben  wix  dem  Quadrat  des  Linienelements^  insofem  die  Krtlm- 
mungslinien  zu  Parameterlinien  genommen  werden,  die  Form: 

ds^  -  Edu^  +  Gdv^ 

und   bezeichnen  mit  -^    die  Normalkriimmung  der  Kurven  f?  =  const., 

mit  J.  die  Normalkriimmung  der  Kurven  u  «  const.,  so  f&hrt  unsere 
Frage  zunachst  auf  die  Differentialgleichungen : 

du   ^  ru    (B^  —  B,)F^  '  cv  ^  dv    i^(A,— ^,)  ' 

Bei  der  Integration  dieser  Differentialgleichungen  sind  zwei  Falle  zu 
unterscheiden,  je  nachdem  namlich  die  Flache  als  eine  Weingartensche 
Yorausgeeetzt  wird  oder  nicht,  d.  h.  je  nachdem  man  zwischen  den 
OroBen  B^  und  B.^  eine  Beziehung  annimmt  oder  nicht. 

Betrachten  wir  zunachst  die  GroBen  It^  und  B^  als  voneinander 
unabhangig. 

Die  Integration  unserer  Differentialgleichungen  ergibt  dann: 

Die  beiden  ersten  Fundamentalgleichungen  liefem: 

wo  U  nur  von  m,  V  nur  von  v  abhangt.  Die  Hinzunahme  der  dritten 
Fundamentalgleichung  gestattet  die  Bestimmung  der  Funktionen  U  und  V. 
Man  erhalt 

2di>-     _-  '*-'* +    -     ^ 

2rfg--- __;=^^...^_..+  -:-.^..zLi^ , 

wo  c^yC^jC^  willkiirliche  Konstante  bezeichnen. 
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Hiermit  ist  nach  einem  bekannten  Satz  die  Existenz  unserer  Flachen 
nachgewiesen  und  zugleich  gezeigt,  dafi  wir  es  mit  isothermen  Flachen 
zu  tun  haben,  was  eich  auch  ohne  Integration  der  Fundamentalgleichungen 
nachweisen  laBt. 

Nehmen  wir  jetzt  das  Bestehen  einer  Beziehung  zwischen  R^  und  22, 
an.  Da  zeigt  sich,  daB  eine  Schar  der  Kriimmungslinien  aus  geodatischen 
Linien  bestehen  mufi.  Setzen  wir  die  Kurven  v  >=  const,  als  geodatisch 
voraus^  so  folgt  die  Beziehung: 

wo  X  eine  positive  Konstante  bezeichnet. 

Das  Yorhandensein  von  Flachen  mit  der  fraglichen  Eigenschaft 
soil  auf  einem  anderen,  als  dem  vorhin  eingeschlagenen  Wege  dar- 
getan  werden. 

In  dem  Bestreben  einfach  gestaltete  Flachen  zu  linden ,  auf  denen 
man  die  Haupttangentenkuryen  und  charakteristischen  Linien  auf  mecha- 
nische  Weise  beschreiben  kann,  bestimmte  ich  diejenigen  Umdrehungs- 
flachen,  auf  denen  jene  Kurven  sich,  wie  ich  in  Ermangelung  eines 
besseren  Ausdrucks  sagen  will^  als  Schraubenlinien  darstellen,  d.  h. 
als  Linien,  die  durch  den  Schnittpunkt  einer  solchen  Geraden  mit  der 
Flache  erzeugt  werden  ^  welche  die  Drehungsachse  senkrecht  schneidet 
und  um  dieselbe  eine  Schraubenbewegung  ausfiihrt.  SoUen  die  charakte- 
ristischen Kurven  solche  Schraubenlinien  sein,  und  bezeichnen  wir  den 
Parameter  der  Schraubung  mit  m,  so  findet  man  als  Gleichungen  der 
fraglichen  Umdrehungsflachen  die  folgenden: 

x=^ucoBV,      y  =  Msint;,       ;?  =  nt  arc  sin  — , 

wo  c  eine  willktirliche  Konstante  bedeutet.  Fiir  w  =*  c  =  1  haben  wir 
es  also  mit  der  Umdrehungsflache  der  sinus-Linie  um  ihre  Mittel- 
gerade  zu  tun. 

Ffihren  wir  nun  die  Venlnderlichen  p^  und  q^  ein  mittels  der 
Gleichungen: 

•    Pi  +  ?i  Pi  —  9i 

u  =  cm  sin  ■■  —■ ,         ^  =      o      7 

80  erhalten  wir: 

cm ,  .          1      •        \                — cm,                           V               m(p,-\-q,) 
a;  -=  -J-  (sm  p,  +  sin  g-J,     y  =  -  -  -  (cos  p^  -  cos  g,) ,     « ^^        ' 

Hier  sind  die  Kurven  /^i  =  const.,  gi=»  const,  die  gesuchten  charakte- 
ristischen Kurven.  Die  eine  Schar  derselben  entsteht  durch  Rechts- 
schraubungen,  die  andere  durch  Linksschraubungen  der  beweglichen  Ge- 
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raden.  Zugleich  zeigen  die  Ausdriicke  von  Xj  y,  m,  daB  die  Euryen 
Pi  =  const.,  ^1=  const,  gewohnliche  Schraubenlinien  auf  Ereis- 

zylindern   vom   Querschnittlialbmesser   -g-   sind,   wobei   die  Zylinder 

jedesmal  die  Drehungsachse  als  Erzeugende  enthalten.  Femer  zeigen 
die  fraglichen  Ausdriicke,  daB  unsere  Flachen  ebenfalls  durch  Schie- 
bungen  derselben  gewohnlichen  Schraubenlinien  erbalten  wer- 
den.  Endlich  folgt  aus  dem  Ausdruek  fiir  ds^,  dafi  die  charakteristischen 
Kuryen  ein  aquidistantes  System  bilden,  bei  dem  die  oben  benutzten 
Veranderlichen  p  und  q  —  die  Bogenlangen  der  fraglicben  Eurven  — 
durch  die  Gleichungen: 

bestimmt  sind.  Die  Beziehung  zwischen  den  Hauptkriimmungshalb- 
messem  unserer  Flachen  hat  die  Gestalt: 


Sur  les  substitutions  cr^moniennes  dans  Tespace  a  plusieurs 

dimensions. 

Von 
L.  AuTONNE  aus  Lyon. 

Prenons  2N  variables'  a:^  et  u^  { i  =  1,  2,  •  •  •,  -AT}  li^es  par  les  trois 

relations 

0}  =  ^JarM  =  0,     I  ^  £  ex  =  SgUy 

oil  les  e^  et  g^  sont  des  constantes  numeriques  arbitrairement  choisies 
une  fois  pour  toutes.  Envisageons  les  x^  et  w,.  comme  etant  respective- 
ment  les  coordonnees  homogenes  d'un  point  x  ou  dW  plan  u  dans  on 
espace  a  ^—  1  dimensions.  En  vertu  de  la  condition  qj  =  0,  le  plan 
u  passe  par  le  point  x  et  on  a  ainsi  un  element  {x^  u).  L'espace 
contient 

elements. 

Construisons  avec  les   coordonnees  x^  et  u,.  de  T^l^ment  (a;,  u)  un 
polynome 


^C; :') 


homogene  separ^ment  par  rapport  aux  x^  et  aux  u^,  avec  les  degres 
m  et  w'  dTiomogeneite.  f  sera  une  forme  mixte,  ayant  m  pour 
ordre  et  m  pour  classe.  Les  elements  dont  les  coordonnees  annullent 
M  formes  mixtes  constituent  par  definition  une  variete  a  2^— 3  — Jlf 
dimensions. 

Deux  elements  infiniment  voisins  (a?,  u)  ei  {x  +  dx,  u  +  du)  sont 
en  situation  reunie  si  on  a  les  deux  relations 

Zudx  =  H  xdu  =  0, 
lesquelles  ne  sont  pas  distinctes,  en  vertu  de 

dm  =  Z xdu  +  Uudx^  0. 

Une  variete  est  integrale  si  deux  elements  infiniment  voisins  quel- 
conques  sont  toujours  en  situation  reunie. 
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J'ai  nomme  substitution  cremonienne  s  une  transformation 
entre  elements,  qui  est  a  la  fois  birationnelle  (par  rapport  aux  co- 
ordonnees  de  Telement)  et  de  contact  („Bertihrungstransformation''). 

s  est  exprimee^  ainsi  que  son  inverse  s~\  par  les  algorithmes 
suivants : 

oik  9i  (^ ;  ^  )  par  exemple  est  une  forme  mixte  ayant  m  pour  ordre  et 

m'  pour  classe.  Les  entiers  nt,  w',  •  •  •,  g^'^O.  Pour  la  birationalit^, 
il  faut  et  il  suffit  que  Ton  ait,  en  egard  a  cd  =  0,  2J q)il;  «  ITfliy  =  0, 
puis 

9f(fl;  rj)     et     ©,(9;  V')  proportionnelle  a  x^, 

^*i(^7  v)     ®*     Vi{^]  ^)  proportionneUe  a  u^. 
.  Pour  que  s  soit  de  contact,  il  faut  et  il  suffit  que 

2:il;dq)=^  P  Zudx,  EOdri  =  Q  2:udx, 

P  et  Q  etant  des  formes  mixt^s.  Autrement  dit,  vis-a-vis  de  s,  Zudx 
se  comporte  comme  un  invariant. 

Considerons  Telement  (y,  v),  oil  les  iff  sont  proportionnelles  aux 
q)i(x'j  u)  et  les  v^  aux  ti{X]  u).     On  ecrira 

De  m^me 

On  voit  que  la  terminologie  prec^dente  est  une  generalisation  de 
diverses  idees  dues  a  Pliicker,  Lie,  Cremona,  •  •  •  pour  ne  parler 
que  des  savants  morts. 

Depuis  longtemps  je  m'occupe  des  substitutions  cremoniennes, 
pour  ^=3,   cas  du  plan*),  et  pour  3^=4,  cas  de  Tespace  ordinaire.**) 


*)  Voici  ce  que  j'ai  publie  dans  le  Jonmal  de  Math^matiques : 

„HechercheB  but  Iob  groupeB  d'ordre  fini  coDtenus  danB  le  groupe  des  Bub- 
Btitations  lin^aireB  de  contact*'  (1887,  p.  63). 

„RechercheB  but  les  groupeB  d'ordre  fini  contenus  dans  le  groupe  quadratique 
cr^monien.'*  Premier  M^moire:  „Etude  d'une  substitution  cremonienne  isol^** 
(1888,  p.  17).  Deuxi^me  M^moire:  ^Multiplication  des  cremoniennes;  groupes  qua- 
dzatiques;  groupe  directeur*'  (1888,  p.  407). 

**)  „Sur  les  formes  quatemaires  k  deux  series  de  variables*^  dans  „Memoiree 
Couronnes  et  M^moires  des  Savants  Etrangers'\  publics  par  TAcad^mie  Royale 
de  Belgique  (tome  59;  annee  1901). 

„Sur  les  substitutions  cremoniennes  dans  respace*'  (^Journal  de  TEcole  Poly- 
technique,  2*™«  Serie,  8*"*  Cahier). 
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Aujourd'hui  je  me  propose  de  communiquer  au  Congrte  quelques 
resultats^  obtenus  recemment  et  non  encore  publies.  Ges  resultats  con- 
cement^  poar  N  quelconque,  les  proprietes  generales  et  la  classification 
des  cremoniennes  s. 

Les  notions  capitales  dans  la  mati^re  sont  celles  des  entiers 
caracteristiques  et  des  vari^tes  primordiales. 

Voici  ce  qu'on  entendra  par  la.  Designons  les  d^rivees  partielles 
par  les  notations  abr^gees   { i,  j  =  1,  2,  •  •  •,  N] 


9ij 


dXj' 


^ij 


J 


Vij 


du. 


et  formons  les  huit  tableaux  a  iV4-  1  lignes  et  X  colonnes 


(9)- 


g>n 


g>iN 


UN 


iv)- 


yu 


9iiv 


<Pnn 

Xn 


Soient    r^,  r^, 


{*!;    {*'};    {»};    {»'};    {i?};    {V}. 

les    rangs   des   huit   tableaux.     Ces  huit 


V 


entiers  sont  egaux  deux  a  deux  ainsi  qu'il  suit 


^9  "  V' 


V"^* 


et  foumissent  quatre  entiers  caracteristiques  compris  entre  3  et  N. 

Considerons  maintenant  la  variete  X  a  ^  —  2  dimensions,  con- 
stitu^  par  les  elements,  oil  le  point  x  est  donne,  tandisque  le  plan  u 
prend  toutes  les  positions  possibles  autour  de  x.  L'element-image 
(y,  v)  ==  s[(x,  u)]  decrira  par  definition  une  variete  primordiale  P,  a 
N  —2  dimensions.  Le  point  y  decrira  la  variete  Y^  et  le  plan  v  de- 
crira la  variete  F,.  Pareillement  la  variete  U,  oti  dans  Telement 
courant  (XyU)  le  plan  u  est  fixe,  conduira  a  la  variete  primordiale 
P^,  lieu  des  oo^"*  elements  (y,  v)  =- s[(a:,  t*)].  Le  point  y  decrira  la 
variete  ponctuelle  Y^;  le  plan  v  decrira  la  variete  planaire  V^.  De 
meme,  par  rapport  a  la  cremonienne  inverse  5""^,  les  elements  (a?,  w) 
—  s~*[(y,  t?)]  constitueront,  pour  y  fixe,  une  variete  primordiale  P^\ 
Le  point  x  decrira  la  variete  ponctuelle  X^  et  le  plan  u  decrira  la 
variete  planaire  U^.  Enfin  si  c'est  v  qui  est  fixe,  on  aura  la  variete 
primordiale  P/,  oh.  le  point  x  decrira  la  variete  ponctuelle  X^  et  le 
plan  u  decrira  la  variete  planaire  U^.  Toute  variete  primordiale  est 
integrale.  Le  nombre  des  dimensions  pour  les  varietes  ponctueUes  ou 
planaires  qui  interviennent  dans  la  constitution  des  varietes  primor- 
diales est  le  suivant: 
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F„  et  f/y  ont  r^  —  2  =«  r^.  —  2  dimensions , 

Y^  et  Xy  ont  r^.  —  2  =  r^*  —  2  dimensions, 

F,  et  X,  ont  r^—  2  ==  r^  —  2  dimensions, 

F^  et  £/^  ont  r^  —  2  =  r,^  —  2  dimensions. 

L^importance  de  la  consideration  des  yari^tes  primordiales  reside 
dans  le  theor^me  suivant:  ,,Une  vari^t^  P  integnde  donn^  est  primor- 
diale  pour  une  ou  aucune  substitution  cremonienne  s.^ 

La  classification  des  s  est  done  identique  a  celle  des  vari^tes  P. 
Par  exemple  si  P  est  une  des  varietes  X  ou  ^  considerees  plus  haut 
(elements  a  point  x  fixe  ou  a  plan  u  fixe),  la  cremonienne  s  se  ramene 
a  une  transformation  ponctuelle  prolongee  („erweiterte*^  au  sens 
de  Lie. 

La  construction  eiFective  des  varietes  integrates  P,  susceptibles 
d'etre  primordiales,  appelle  bien  entendu  des  recherches  plus  ap- 
profondies. 


On  some  useful  Theorems  in  the  Continued  Multiplication  of 
a  Regressive  Product  in  real  four-point  Space. 

Von 
R.  W.  Genese  aus  Aberystwyth. 

Let  -BC  be  a  Regressive  Product  of  Einfa<5he  GWiBen  and  A  an 
Kinfache  Grofie  such  that  AC  is  scalar;  then 

P  if  A  be  contained  in  B,   ABC^ACB, 
20  if  ^  be  not  in  B,  ABC  ^AC  B -ABC. 

The  first  theorem  holds  also  for  n- point  space  and  may  be  de- 
duced from  Art.  108  of  the  Ausdehnungslehre  of  1862  as  follows: 
since  A  is  contained  in  B  and  -4C  is  a  product  of  all  the  extensive 
units y  it  is  always  possible  to  resolve  B  into  a  product  AD  m  such 
a  manner  that  D  is  contained  in  C,  viz.  by  choosing  D  in  the  sub- 
region  common  to  B  and  C.  To  illustrate  this,  suppose  A  a  point  in 
a  plane  B,  C  a  plane  intersecting  B  in  X  Z;  then  B  may  be  expressed 
as  a  product  in  an  infinite  number  of  ways  such  as  APQ,  but  AXY 
is  one  of  them,  the  length  of  X  F  being  properly  determined. 

Then  BC=AD'  C 

=  ^C  D  by  Art.  108,  D  being  in  C, 
A'BC^A{AC'D) 

=  AC '  AD,  since  AC  i^  scalar, 
^AC'B. 

It  is  however  more  instructive  to  consider  geometrically  the  three 
cases  which  may  occur  in  real  space. 
Case  I. 
B  a  line,  C  an  area  and  therefore  A  a  point  in  the  line  B. 
Let  0  be  the  intersection  of  B  and  C,  then  we  may  take 

B=OP,        C^OQR, 
80  that  BC^^OOPQR, 
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ABC^AOOPQR 


=  0A 


POQR 

~POQR   (uBing  a  bar 


to  abstract  measure) 


Ag.  1. 


fig.  i. 


fig.  8. 


Case  U. 


B  an  area,  C  a  line,  A  a  line  lying  in  B. 
We  put  B  =  PQie,    C  =  PS,    A^-UV. 
Then  BC~PPQRS, 
ABC=UrPPQRS 


=  PQR.El£rPQRS 
PQB 

=  PQRPUVS 

B'UVPS 

=        BAC. 

Case  m. 
B  and  C  areas  and  therefore  A  point  lying  in  B. 
Put  B  =  PQB, 

C~PQS. 
BC-PQPQRS, 
BC^APQ    PQRS 


Then 


-^PQR-^PQRS 

=  PQR   PQAS 
=  PQR'APQS 
=     B      AC. 
The  following  examples  show  the  utility  of  the  theorem. 
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Ex.  I.    To  find  the   intersection   of  a  plane  PQR  and  a  line  ST, 
1^  in  terms  of  S  and  T,  2^  in  terms  of  P,  Q,  JR. 
P.  Let     ST'PQR^xS  +  yT. 
Then     S{ST-PQR)^  yST-, 

but  also^  by  the  theorem^ 

^ST'SPQR, 

then  .      y  =  SPQR, 

Similarly  x  =  —  TPQR 

Therefore       ST   PQR  =  SPQR    T-TPQR    S. 
2^.  Let  PQR  'ST^xP  +  yQ  +  zR, 

Then     QR{PQR  -  ST)  =  xQRP  =  xPQR, 
but  also  ^.P^jR-  QRST 

Therefore  x  =  QRST. 

Sinularly  y=^RPST,        z^PQST 

Finally 

PQR  '  ST^  QRST'P+RPST'  Q  +  PQSTR. 

Ex.  IL  To  find  the  intersection  of  PQR  and  any  other  plane  a 
in  terms  of  the  sides  of  PQR, 

Put  PQR  .  6  =  xQR  +  yRP  +  zPQ, 

Then  P{PQR  •  6)  =  rrP^l^, 
but  also  ^P6'PQR. 

Therefore  x  =  P(y. 

Similarly  y  =  Q^y        z  =^  R6. 

Hence      P^jB  •  <y  =  P<y  •  ^jB  +  C<y    iJP  +  iJ<J  •  P^. 

The  coefficients  are  here  clearly  proportional  to  the  distances  of 
P,  Qy  R  from  the  plane  6, 

The  interpretation  in  Statics  is  interesting^  viz.^  if  along  the 
sides  of  a  triangle  in  order  there  act  forces  whose  measures  are  pro- 
portional to  the  sides  multiplied  each  by  the  distance  of  the  opposite 
vertex  from  a  plane  6,  their  resultant  acts  along  the  intersection  of  6 
with  the  plane  of  the  triangle. 

Ex.  III.  If  a?!,  (Dj  denote  two  twists  (Blatter)  and  A  a  mass-point, 
A{(Q^(Q^  is  another  twist  (Blatt).  To  resolve  A(g)^(o^  into  twists  in 
the  planes  of  (o^^  (o^. 

Let  any  line  through  A  meet  cd,,  oj,  in  P,  Q 
and  let  A  =  xP  +  yQ, 

Then    A{p^Gi^  =  xP{(o^(o^  +  y  Qico^ca^), 

Verb.  d.  ni.  Intemat.  Mathem.-Kongr.  Heidelberg  1904.  26 
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Now     P{c3^(o^)  =  Pco^  •  ©1,  because  P  is  in  ©i, 

Thus     ^.((DiCDg)  =  xPto^  •  ©1  —  y  ^©1  •  fl>2  • 
Again  Aa)^^^  (xP  +  yQ)cj^ 

=  yQ^if     since  Pcdj  =  <^, 

so  -4g)2  =  xPg}^. 

Finally  A{(o^  ©j)  =  -^oj,  •  ©i  —  -^Oj  •  ©,. 

The  last  result  is  a  particular  case  of  the  second  theorem  which 
we  now  proceed  to  consider.  All  the  possible  cases  are  given  by  the 
following  schema  of  dimensions 

1(3.3) 
1(2-3) 
2(3-2). 
The  second  of  these  means 

A  a  point,       B  a  line,       C  an  area  (Blatt). 


flg.  4.  fig.  5. 

Let  B  meet  C  in  P  and  take  B=  PQ.     Draw  QA  meeting  C  in 
R  and  take  C^PRS. 

Then  A  =  xQ  +  yR,     say 

BC=^P{PQRS) 

=  P(+  1),         say 
ABC  =  xQP  +  yRP. 
Again         AC  =  APRS  =  xQPRS  =  x{-\) 

ACB xPQ  =  xQP 

.   AB  =  yRPQ 
ABC^yRPQi-RPS) 

=  yRP{-  RPQS)  =  -  yRP(+  1). 
Hence  A    BC  =  AC  ■  B  -  AB  ■  U. 
For  the  third  case 

A  =  &  line,     B  =  an  area  (Blatt),     C  =  a  line  (Stab). 


C.  TorMge  in  den  Sektionssitzungen :  Genese.  387 

Let  A  meet  B  in  P,  and  take  A  =  PQy  let  B  meet  C  in  R,  and 
take  C  =  RS]  lastly  let  ^iS  meet  jB  in  T,   then  omitting  a  numerical 
factor  throughout,  we  may  take  B -=  PRT. 
Then  BC  =  RTF   RS  ^  R  -  RTFS, 

ABC^  FQR  .  RTFS  =  -  PiZ^  •  FRTS, 
AC'B^  FQRS .  FRT  =  ^/iSe  •  PiJT, 
AB .  f/  =  (Pg    FRT)RS  ^  (P .  FQRT)RS 
=  P^iJT    PJiS  =  PiiTC    FRS. 
Now  by  Ex.  1  above 

FRT •  SQ  =  PRTQ  '  S -  FRTS  •  Q 
and  al80  =  PifS^    T. 
Multiplying  by  FR: 
FRTQ    FRS  =  FR TS  -  FRQ  +  FRSQ  •  FRT, 

ABC^-ABC  +  ACB. 
Therefore 

Remark.  Theorem  2  can  be  frequently  employed  with  the  remo- 
val of  the  condition  that  BC  is  regressive,  there  being  only  one  case 
of  failure,  viz.,  when  A,  B,  C  are  each  of  two  dimensions  in  points; 
it  is  clear  that  there  can  be  no  relation  between  any  three  lines  in 
space. 

Thus  in  Ex.  1   above 

FQRi^S  '  T)  =  FQRT  •  5  -  FQRS  •  T 
Again  from  Ex.  D 

6{FQR)  =  6R'  PQ-6Q'FR  +  aF  •  QR 
=^  tjR    FQ  -  ((JQ  '  F  -  6 F  '  Q)R 

=  6R'FQ-{6'FQ)R. 
And  from  HI. 

-^(cOiWj)  =  Ag}^  •  co^  —  Ag}^  •  tjjj. 
Then         cj^A  •  (Oj  =  —  A{io^g)^  +  (o^A  •  cog 
or  (o^{(o^A)  =  Oj^  •  ojg  —  (ajiQj,)-^. 

There  remains  only  one  case  to  examine,  viz.  line  (point  •  line). 
Expressing  in  points 

FQ    {R'ST)^FQ'RST 

=  FQST'R-'FQRT'S+  FQRS-  T 
=  {FQ    ST)    R  -  {FQ  '  R) '  ST 
by  Ex.  1.  and  the  theorem  holds. 


(fber  das  Prinzip  der  Erhaltung  der  Anzahl. 

Von 
E.  Study  aus  Bonn. 

Im  folgenden  wird,  in  etwas  weiterer  Ausftihrungy  der  Inhalt 
eines  Vortrages  wiedergegeben,  den  der  Verfasser  in  der  geometrischen 
Sektion  des  Mathematikerkongresses  zu  Heidelberg  gehalten  hat. 
Diese  Bemerkungen  waren  veranlafit  worden  durcli  eine  Diskussion^  die 
sicli  an  einen  Vortrag  des  Einfiihrenden  der  Sektion^  Herm  A.  v.  Brill, 
angekniipft  hatte.  — 

Die  Anfordemngen,  die  Mathematiker  an  die  Scharfe  ihrer  Begriffe 
und  an  die  Strenge  ihrer  Beweise  zu  stellen  pflegen,  sind  zu  yerschiedenen 
Zeiten  sehr  verschieden  gewesen.  Sie  werden  wohl  haufiger  als  dorch 
individuelle  Yeranlagung  bestimmt  durch  den  Zustand  der  Wissenschaft, 
den  der  einzelne  yorfindet.  Hat  doch  selbst  ein  Mathematiker  wie 
E.  Kummer,  da  er  das  Gebiet  der  Geometrie  betrat,  in  seiner  wegen 
ihres  Gedankeninhaltes  mit  Recht  geschatzten  Arbeit  iiber  die  al- 
gebraischen  Strahlensysteme,  ganzlich  die  Grundsatze  verleugnet,  die 
an  seinen  arithmetischen  Arbeiten  geriihmt  werden.  Die  Geometrie 
ist  groBenteils  heute  noch  weit  entfemt  von  der  Prazision,  die  bei 
rein  analytischen  Untersuchungen ,  dank  besonders  dem  EinfluB  von 
WeierstraB,  nunmehr  allgemein  als  unerlaBlich  betrachtet  wird,  und, 
was  schlimmer  ist,  es  scheint  in  weiten  Kreisen  auch  gar  kein  Gefiihl 
fur  das  Unhaltbare  des  gegenwartigen  Zustandes  vorhanden  zu  sein. 
In  unzahligen  Fallen  werden  die  Objekte  geometrischer  Untersuchungen 
so  undeutlich  erklart,  daB  man  den  Sinn  der  einzelnen  Begriffe  aus 
den  dariiber  aufgestellten  Behauptungen  zu  erraten  suchen  muB, 
wobei   natiirlich  Meinungsverschiedenheiten  entstehen  konnen.*)     Ein- 

*)  Eine  nun  schon  etwas  zuruckliegende  Erdrtemng  der  Art  war  die  \iber 
das  sogenannte  Charakteristikenproblem  der  Eegelsclmitte.  Sie  war  veranlafit 
worden  dadurch,  dafi  Chasles  Behauptungen  dber  „Kegebchnitte^^  aufgestellt 
hatte,  ohne  diesen  BegriiF  geh5rig  zu  erkl9,ren.    Neueren  Datums  sind  gewisse  Er- 
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schrankungen  der  wesentlichsten  Art  werden  ^stillscliweigend"  ein- 
gefahrt,  and  bereits  erklarfce  Begriffe  werden,  dem  fliichtigen  Leser 
wie  jedenfalls  meistens  auch  dem  Autor  selbst  unmerklich,  verengert, 
erweitert  oder  sonstwie  verschoben.  Und  nicht  einmal  dann  pflegt 
die  (offentlich  geiibte)  Kritik  irgendwelche  Einwendungen  zu  machen, 
wenn  der  herkommliche  Mangel  an  Sorgfalt  bei  Formulierung  geo- 
metrischer  Thepreme  in  nichtssagenden  Znsatzen  (,,im  allgemeinen'^ 
schon  aufierlich  hervortritt.  Bei  aller  Milde  des  Urteils,  die  im 
einzelnen  Falle  und  namentlich  wo  Schwierigkeiten  vorliegen,  gewiB 
am  Platze  sein  wird,  muB  es  doch  gesagt  werden,  daB  dnrch  eine  weit- 
gehende  Dnldnng  solcher  Vorkommnisse  das  Ansehen  der  Geometrie 
geschadigt  und  deren  wissenschaftlicher  Charakter  beeintrachtigt  wird. 
Es  darf  nun  einmal  nichts  von  der  Forderung  abgelassen  werden,  dafi 
jeder  einzelne  BegriflF  scharf  bezeichnet  werden  soil,  und  daB  die  Aus- 
nahmen  Yon  irgend  einem  Satze  entweder  einzelu  aufgezahlt  oder  wo- 
moglich  durch  zweckmaBige  Umbildung  der  Begriffe  selbst  beseitigt 
werden  mfissen.*)  Auch  die  evidentesten  und  triyialsten  Ausnahmefalle 
dGrfen  natHrlich  nicht  mit  Stillschweigen  Ubergangen  werden,  wenn 
die  Behauptung  Anspruch  machen  soil  auf  das  Epitheton  richtig,  bei 
dem  es  kein  Nahezu,  kein  Mehr  oder  Minder  geben  darf. 

In  der  Nichtbeachtung  so  selbstverstandlicher  Forderungen  hat 
man  unseres  Erachtens  den  Schliissel  ftir  das  Verstandnis,  wie  so 
mancher  anderen  auffallenden  Erscheinung,  so  auch  der  Bolle,  die  der 

drtemngen  fiber  „die  Grundlagen  der  Geometrie  *\  Dafi  diese  an  sich  nicht  er- 
frenlichen  Diskussioneu  nicht  geradezu  an  der  Tagesordnung  siud,  zeigt,  wie 
gleichgilltig  man  solchen  prinzipiellen  Fragen  gegenfibersteht. 

*)  Die  Schwierigkeiten,  die  in  den  geometrischen  Begriifeu  liegen,  sind  gewifi 
nicht  gering,  und  es  ist  auch  nur  gerecht  zu  bemerken,  dafi  die  Sprache  dem 
Geometer  ganz  andere  Hindemisse  entgegenstellt  als  dem  Aualytiker  mit  seiner, 
gegenw9ftig  noch  wenigstens,  viel  kleineren  Zahl  von  Begriffen.  Von  einem 
geometrischen  Begriif  —  z.  B.  Punkt,  Kreis,  Eegelschnitt,  um  nur  einige  der 
elementarsten  zu  nennen  —  steht  meistens  nur  der  Kern  wirklich  fest  —  reeller 
eigentlicher  Punkt,  reeller  irreduzibeler  Kreis  oder  Eegelschnitt  —  wShrend 
GrenzfWe  und  andere  Erweiterungen  daran  in  mannigfacher  Weise  angeschlossen 
werden  kOnnen  und  oft  auch  miissen.  Da  man  sich  zu  der  dann  eigentlich  er- 
forderlichen  Vervielf&ltigung  der  Terminologie  nicht  entschliefien  wollte,  so  hat 
man  zu  der  Auskunfb  gegriffen,  mit  einem  und  demselben  Wortzeichen  bald  diesen 
bald  jenen  Begriff  zu  verbinden,  nach  Art  der  Buchdtabenzeichen,  die  ja  auch  alles 
Mdgliche  bedeuten.  Ein  solcher  Notbehelf  kann  aber  naturlich  nur  dann  als  einiger- 
mafien  annehmbar  erachtet  werden,  wenn  jeder  einzelne  Autor  die  Verpflichtung 
ftlhlt,  zu  sagen,  wcis  er  denn  mit  solchen  im  Sprachgebrauch  schwankenden  Worten 
meint,  und  dann  auch  bei  seiner  Erkl&rung  bleibt.  Aus  der  entgegengesetzten 
Gepfiogenheit  ist  die  herrschende  Verwirrung  cntdtanden,  die  wohl  schon  manchen 
^Uiigen  Kopf  in  unserer  Zeit  von  der  Geometrie  fern  gehalten  hat. 
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Satz  Yon  der  ^^Erhaltuiig  der  Anzahl^  in  der  gegenwartigen  Literattir 
spielt.  Hat  man  einmal  auf  prazisen  Ausdmck  dort  verzichtet,  wo  er 
nicht  schwer  zu  finden  gewesen  ware,  und  zwar  sozusagen  gnmdsaizlich, 
80  ist  es  nicht  zu  verwundem,  wenn  bei  Problemen,  die  Schwierig- 
keiten  bieten,  ebenfalls  nicht  unterschieden  wird  zwischen  dem,  was 
man  etwa  als  Embryonalzustand  einer  mathematischen  Wahrheit  be- 
zeichnen  kann,  und  einem  ausgewachsenen  wohlgebildeten  Theorem. 
Und  ebensowenig  kann  es  aberraschen,  wenn  das  Geftlhl  fQr  Stringenz 
der  Beweise  verloren  geht,  wenn  die  Grenze  verwischt  wird  zwischen 
blofier  Vermutung  oder  Hypothese  imd  gesichertem  Besitz  der  Wissen- 
schaft.  Seiche  tTberschreitungen  sind  sicher  hochst  gefahrlich,  wenn 
sie  systematisch  und  ohne  Einspruch  der  berufenen  Kritik  verUbt  werden. 
Schreiben  wir  doch  Tor  allem  fiir  die  Generation ,  der  die  Zukunft 
gehort,  und  deren  kritische  Fahigkeiten  erst  entwickelt  werden  soUen. 
1st  hier  irgend  etwas  anderes  angemessen  als  ein  rUckhaltloses  Ein- 
gestandnis  des  wirklichen  Sachverhaltes,  d.  h.  natiirlich  dessen,  was 
wir,  Irrtum  vorbehalten,  bei  gewissenhafter  Prilfung  fQr  den  Sachverhalt 
ansehen? 

Das  „Prinzip  der  Erhaltung  der  Anzahl"  oder  „Prinzip  der 
speziellen  Lage"  oder  „der  Kontinuii»t"  oder  wie  immer  man  es  nennen 
mag,  ist  formuHert  worden  von  Herrn  H.  Schubert,  insbesondere  in 
seinem  Werke  „Kalkiil  der  abzahlenden  Geometrie"  (Leipzig,  1879). 
Danach  soil  eine  beliebige  „geometrische  Anzahl"  —  die  Zahl  der 
Losungen  eines  algebraisch-geometrischen  Problems,  das  „im  allgemeinen'^ 
eine  endliche  Zahl  von  Losungen  hat  —  entweder  erhalten  bleiben, 
oder  unendlich  werden,  wenn  man  die  Konstanten  der  Piguren,  von 
denen  sie  abhangt,  injemlwir  abandert.  Zur  Begriindung  verwies 
Herr  Schubert  darauf,  daB  es  sich  im  Grunde  nur  urn  eine  besondere 
Auslegung  des  Fundamentalsatzes  der  Algebra  handele .*)  Benutzt  wird 
sodanu  dieses  sogenannte  Prinzip  von  Herrn  Schubert  selbst  und 
anderen  zur  Bestimmung  der  Anzahl  der  Losungen  von  Aufgaben, 
die  grofitenteils  weit  jenseits  der  Grenzen  liegen,  innerhalb  deren  zur 
Zeit  eine  direkte  algebraische  Analyse  ausftihrbar  ist.**) 

Obwohl  nun  das  genannte  „Prinzip''  seit  etwa  drei  Dezeimien  ohne 
offentlich  geauBerten  Widerspruch  in  der  mathematischen  Literatur 
figuriert  zu  haben  scheint,  und  obwohl  fortwahrend  ueue  Anwendungen 
davon  gemacht  werden,  so  kann  es  doch  unseres  Erachtens  gar  nicht 

•)  Wegen  der  genaueren  Formnlierung  vgl.  §  4  des  genaDnten  Werkes. 
**)  Ahnliche  Anwendungen  finden  aich  tibrigens  schon  lange  vor  der  allgemeinen 
Kormulierung.     Z.  B.  ist  St  einer   zu    mehreren  (nicht  immer  richtigen)  Zahlen 
sicher  durch  Eontinuit&tsbetrachtungen  gekommen. 
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zweifelhaft   sein,    dafi    ihm    die  RoUe    nicht   zukommt^    die    mm  ihm^ 
stillschweigend  oder  sogar  aiisdriicklich,  eingerilumt  hat. 

Zunachst  hat  der  Begriflf  der  geometrischen  Figur,  wie  er  von 
Herrn  Schuhert  gefafit  und  durch  Beispiele  eriautert  wird,  einen  so 
befremdlichen  Umfang,  daB  es  eigentlich  von  vom  herein  hochst  un- 
wahrscheinlich  ist,  dafi  sich  dariiber  etwas  Allgemeingflltiges  aussagen 
liefie.  Man  sicht  sich  auch  sogleich  zu  einer  Interpretation  genotigt: 
„6emeinf'  sein  konnen  nur  solche  Figuren,  deren  Mannigfaltigkeit  ein 
im  Sinne  von  G.  Cantor  abgeschlossenes  algebraisches  Kontinnum 
bildet,  d.  h.  eindeutig  umkehrbar  abgebildet  werden  kann  auf  eine 
algebraische  Punktmannigfaltigkeit,  die  in  dem  projektiven  Punk't- 
koiitinuiim  irgend  eines  hoheren  Kaumes  verlanft.  (Andernfalls  hatte 
man  schon  in  der  Zahl  der  Mittelpunkte  oder  Symnietrieachsen  eines 
Kegelschnittes  Beispiele,  in  denen  die  Behanptung  von  der  Erhaltnng 
der  Anzahl  nicht  zntrifft.)  Dnter  stetigen  Anderungen  einer  Figur 
werden  danii  solche  zu  verstehen  sein,  bei  denen  der  Bildpunkt  seine 
Lage  stetig  andert.  Sobald  man  aber  die  Sache  so  ausdriickt,  sieht 
man,  wie  bedenklich  auch  der  weitere  Begriff  der  „geometrischen  Anzahl" 
ist.  Es  seien  z.  B.  vorgelegt  eine  (nach  der  iiblichen  Ausdrucksweise) 
r-dimensionale  algebraische  Mannigfaltigkeit  M^  und  auf  dieser  zwei 
andere  M^  und  M^_^,  Wir  woUen  annehmen,  dafi  diese  sich  in  einer 
gewissen  endlichen  Anzahl  verschiedener  Punkte  schneiden,  die  durch  Auf- 
losung  einer  algebraischen  Gleichung  zu  ermitteln  sind.  3/,  moge  nun 
von  gewissen  Parametem  abhangen.  Andert  man  diese,  so  werden  die 
Schnittpunkte  sich  zum  Teil  uberlagem  konnen,  und  dies  wird  z,  B. 
so  eintreten  konnen,  dafi  sie  alle  oder  zum  Teil  in  Doppelpunkte, 
mehrfach  zahlende  Kurven  usw.  von  M^  hineinriicken.  Um  also  von 
einer  Erhaltung  der  Anzahl  reden  zu  konnen,  miifite  es  moglich  sein, 
die  ,yMultiplizitat"  der  Schnittpunkte  irgendwie  zu  beurteilen.  Das 
kann  aber  im  Falle  singularer  Stellen  sicher  nicht  ausgefiihrt  werden, 
ohne  dafi  man  besomlere  mid  Sfveckmdfiige  Bestimmutufeth  tritft.  Andern- 
falls kann  der  Schlufi:  „Wenn  3i,  zerfallt,  M^=-  M',-  Jtf'/,  so  verteilen 
sich  die  Schnittpunkte  auf  jW,  imd  3/7",  zu  falschen  Zalilen  ftihren,  da 
ja  die  Schnittpunkte  von  M'^  mit  3f^_,  zum  Teil  identisch  sein  komien 
mit  den  Schnittpimkten  von  M'^  mit  3/^_,.  Es  ist  aber  weder  ])ewie8en, 
noch  richtig,  dafi  solche  Bestimmungen  immer  moglich  sind.*)  Aber  auch 
schon  unter  weniger  speziellen  Voraussetzungen  kann  man  die  „richtige" 
(d.  h.  mit  dem  Prinzip  vertragliche)  Multiplizitat  eines  Schnittpunktes  nicht 


*)    Wir  geben  weiterhin    ein  Beispiel,  in  dem  dad  Prinzip  sich  nicht  auf 
diese  Art  „retten"  laBt  (S.  394). 
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beurteilen.  Denn  dort  hochstens  kann  man  ein  legitimes  Anwendangs- 
gebiet  des  fraglichen  Prinzips  suchen,  wo  die  Algebra  sicli  zur  Zeit 
al8  nnznreichend  erweist,  iibergroBe  Schwierigkeiten  bietet.  Gerade 
in  den  Fallen  also,  um  die  es  sich  handelt,  fehlt  der  notige  Ansatz*): 
Es  wird  eine  Aussage  fiber  gewisse  Zahlen  gemacht,  die  man  gar  nicht 
ermitteln  kann,  es  fehlt  dem  Satze  das  klar  definierte  Objekt.  Aus 
dem  gleichen  Grunde  kann  man  auch  nicht  wohl  sagen,  „Grenzfalle  der 
bezeichneten  Art  sind  ausznschliefien^';  um  sie  auszuschlieBen,  m^te 
man  sie  eben  schon  kennen,  auf  Gmnd  erner  eingehenden  Untersuchung 
von  M^,  die  fast  iiberall  fehlt.  Dabei  hat  die  skizzierte  Gattnng  von 
Beispielen  noch  einen  relativ  sehr  einfachen  Charakter. 

Aber  auch  wenn  wir  das  nicht  unbedenkliche  Zugestandnis  machen 
woUen,  daB  in  jedem  einzelnen  Falle  der  Anwendung  das  Objekt  der 
Aussage  substituiert  werden  kann,  so  kann  immer  noch  nicht  der  auch 
neuerdings  noch  versuchte  Hinweis  auf  den  Fundamentalsatz  der  Algebra 
zugegeben  werden.**)  Die  Annahme  ist  schlechthrn  ungerechtfertigt, 
daB  ein  algebraisches  Problem,  dem  „im  allgemeinen^'  eine  endliche 
Zahl  von  Losungen  zukommt,  seinen  erschopfenden  und  allgemein- 
giiltigen  Ausdruck  in  einer  algebraischen  Gleichung  finden  miiBte, 
derart,  daB  unter  alien  Umstanden  jeder  Wurzel  der  Gleichung  eine 
Losung  entsprache  und  umgekehrt.  Das  Problem  konnte  z.  B.  aqui- 
valent  sein  mit  der  Aufgabe,  die  gemeinsamen  Schuittpunkte  von  mehr 
als  drei  Flachen  im  Raume  zu  finden.  Ob  aber  ein  solches  Verhalten 
vorliegt,  das  zu  entscheiden  fehlen  wiederum  die  Hilfsmittel  gerade 
in  den  Fallen,  auf  die  es  ankommt.  Man  kann  sich  iiber  die  Schwierig- 
keiten, die  im  Ansatz  der  in  Worte  gekleideten  Problem  e  liegen  —  die 
groBten  Schwierigkeiten  in  der  Geometric  —  nicht  einfach  hinwegsetzen. 

In  der  Tat  kann  die  Zahl  der  Losungen  einer  Aufgabe  in  be- 
sonderen  Fallen  sowohl  eine  Erhohung  als  auch  eine  Erniedrigung 
erfahren,  natiirlich  ohne  jeden  Widerspruch  mit  dem  Fundamentalsatz 
der  Algebra.  Ein  elementares  Beispiel  fUr  den  ersten  Fall  ist  die  Zahl 
der  Projektivitaten,  die  die  Figur  von  vier  getrennten  Punkten  auf 
einer  Geraden  oder  das  zugehorige  Polarsystem  4.  Ordnung  in  Ruhe 
lassen.  Eine  gewisse  Aufgabe  der  Kinematik  fiihrt  im  allgemeinen 
zu  Geraden  einer  Linienkongruenz  1.  Ordnung  0.  Klasse,  im  besonderen 
Falle  zu  solchen  einer  Eongruenz  0.  Ordnung  1.  Klasse.***)     FUgt  man 

•)  Die  WiderspruchsloBigkeit  einer  Aufgabe  pflegt  von  den  abzahlenden  Geo- 
metern  beurteilt  zu  werden  mit  Hilfe  der  Methode  der  Konstantenzablung. 

**)  Wie  es  scheint,  betrachtet  Herr  Scbubert  selbst  diese  Argumentation  jetzt 
niebt  niebr  als  geniigend. 

***)  Math.  Ann.  Bd.  39.  WJl.  S.  468. 
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also  die  Forderung  hinzu,  daB  eine  solche  Gerade  einen  passend  ge- 
wahlten  Punkt  eDthalten  soli,  so  hat  man  ein  Beispiel  ftir  die  Er- 
niedrigang  der  Losungszahl. 

Das  Prinzip  der  Erhaltung  der  Anzahl  mnfi  also  anfgegeben 
werden,  und  zwar,  wie  uns  sclieint,  fur  immer:  Bei  der  aniibersehbaren 
Maimigfaltigkeit  you  Ausnahmen,  die  sich  mit  leichter  Muhe  finden 
lassen,  wird  es  nicht  moglicb  sein,  durch  eine  etwaige  sorgfaltigere 
Formulierung  das  „zu  retten",  was  als  das  Wesentliehe  daran  erscheint, 
und  seiner  Zeit  auch  neu  war,  namlich  seine  (yermeintliche)  Einfachheit, 
seine  ongehenre  Allgemeinheit  und  die  in  diesen  Eigenschaften  be- 
griindete  —  wiederum  vermeintliche  —  Sicherheit  des  Vordringens  in 
dunkle  Grebiete. 

Mit  diesem  Urteil  wollen  wir  gewiB  nicht  endgiiltig  den  Stab 
brechen  ilber  alle  einzelnen  Anwendungen,  die  man  von  dem  fraglichen 
Prinzip  gemacht  hat.  Wenn  auch  gesagt  werden  muB,  daB  diese  An- 
wendungen  zumeist  nicht  genHgend  gesichert  sein  werden,  so  kann 
doch  wohl  jener  dunkle  ,,mathematische  Takt"  oder  ^Instinkt"  die 
Geometer  Yor  fehlerhaften  Resultaten  im  einzelnen  geschiitzt  haben, 
so  etwa  wie  er  Riemann  bewahrt  hat  Yor  materiell  unrichtigen 
Folgerungen  aus  dem  bezeichnenderweise  ebenfalls  ^Prinzip''  genannten 
SchluBverfahren,  das  Dirichlets  Namen  tragt.  Wir  glauben,  daB  es 
sich  auch  wirklich  zum  Teil  so  Yerhalt,  meinen  aber,  daB  zum 
mindesten  bei  der  gegenwartigen  Sachlage  zu  Yiel  Skeptizismus  ein 
kleineres  tTbel  ist  als  zu  wenig. 

Typisch  fftr  eine  besonders  wichtige,  Yielleicht  die  wichtigste,  Kate- 
gorie  Yon  Anwendungen  ist  folgender  SchluB:  Von  jeder  algebraischen 
KurYC  aus,  die  auf  einer  sinfftdaritdtenfreiefi  Flache  2.  Ordnung  Yerlauft, 
kann  man  kontinuierlich  zu  einer  reduzibelen  Kunre  iibergehen,  die 
aus  lauter  Erzeugenden  der  Flache  besteht.  „Folglich"  liefert  die  Zahl 
der  Schnittpunkte  zweier  solcher  ausgearteter  KurYen  die  Zahl  der 
Schnittpunkte  in  jedem  beliebigen  Falle,  so  lange  die  beiden  KurYen 
keinen  gemeinsamen  Bestandteil  enthalten.  Man  kommt  so  zu  der 
bekannten  Formel  [iv'  +  vfi\  die  leicht  rein  algebraisch  begrundet 
werden  kann.  Aber  auch  die  SchluBweise  selbst  laBt  sich  hier  noch 
rechtfertigen.  Streichen  wir  dagegen  in  Obigem  das  Wort  „singu- 
laritatenfrei",  und  ersetzen  wir  die  betrachtete  Flache  durch  einen  ir- 
reduzibelen  Kegel,  so  bleibt  der  Yordersatz  richtig,  die  Folgerung  aber 
fallt:  Man  darf  jetzt  nicht  mehr,  wie  zuYor,  jeden  Bestandteil  der  einen 
KuTYe  mit  jedem  der  anderen  zum  Schnitt  bringen  und  die  gefundenen 
Schnittpunktzahlen  addieren.  Bemerkt  man,  daB  unter  Yiel  Yer- 
wickelteren  Umstanden  die  aus  solchen  Vorkommnissen  sich  ergebenden 
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Schwierigkeiten  nirgends  erortert  sind,  so  wird  man  den  Resnltaten 
dieser  Untersuchungen  (soweit  sie  iiberhaupt  als  yerstandlich  erscheinen) 
kein  allzugroBes  Vertrauen  entgegenbringen  konnen. 

Aber  das  Beispiel  von  den  Kiirven  auf  dem  Kegel  2.  Ordnong 
lehrt  noch  etwas  mehr.  Es  seien  vorgelegt  zwei  solche  Kurven  der 
Ordnungen  2m  +  fi  und  2w/'  +  ft',  deren  erste  z.  B.  mit  einer  verander- 
lichen  Erzeugenden  des  Kegels  ni  bewegliche  Scbuittpunkte  bilden 
moge.  Dann  ist  die  Anzahl  der  nicht  notwendig  in  den  Scheitel 
fallenden  Schnittpunkte  beider  Kurven,  sachgemafie  Zahlnng  voraus- 
gesetzt,  gleich  2mm '  +  fim' +  mfi'. 

Diese  Zahl  bleibt  in  Grenzfallen  nicht  erhalten.  Schreibt  man  aber^ 
wie  es  angemessen  ist,  den  beiden  Kurven  noch  fifi'  weitere  im  Doppel- 
punkt  des  Kegels  tiberlagerte  Schnittpunkte  zu,  und  vereinigt  man 
die  Halfte  dieser  Zahl  mit  der  obigen  zu  einer  neuen  Summe,  so 
entsteht  das  halbe  Produkt  der  Ordnungen  beider  Kurven;  die  neue 
Summe  bleibt  also  bei  jeder  Art  des  Zerfallens  erhalten,  so  lange  sie 
einen  Sinn  hat,  so  lange  namlich,  als  beide  Kurven  keinen  gemein- 
sameu  Bestandteil  haben.  Das  Beispiel  ist  ziemlich  trivial,  es  zeigt 
aber  doch,  daB  in  gewissen  Fallen  Satze  iihilich  dem  von  der  „Er- 
haltung  der  Anzahl"  existieren  konnen,  in  denen  gehrochene  Multiplizi- 
taten  auftreten,  an  Stelle  der  ganzen  der  Schubertschen  Formulierung.*) 
Als  vertrauenswiirdig,  niimlich  strenger  Ableitung  fahig,  konnen, 
wie  uns  scheint,  unter  den  Anwendungen  des  fraglichen  Prinzips  be- 
trachtet  werden  gewisse  Zahlen  analog  den  Bezoutschen,  die  sich  auf 
shujiUnritdtenfreie  Mannigfaltigkeiten  beziehen.**)  Nicht  selten  wird  an 
Stelle  des  „Prinzips"  eine  rein  algebraische  Begriindung  substitniert 
werden  konnen,  und  manchmal  auch  ziemlich  miihelos;  wo  dann  freilich 
zu  sagen  sein  wird,  daB  das  „Prinzip"  besser  aus  dem  Spiele  geblieben 
ware.  Solche  Anwendungen  aber,  wie  sie  z.  B.  HeiT  Castelnuovo 
gemacht  hat,  werden  bis  auf  weiteres  noch  nicht  als  gesichert  betrachtet 
werden  diirfen.  Bei  vielen  muB,  wie  uns  scheint,  zur  Zeit  iiberhaupt 
jedes  Urteil  iiber  ihre  materielle  Itichtigkeit  als  verfriiht  betrachtet 
werden.  Wo  aber  hypothetische  Vorstellungen  sich  einmischen,  da 
aoUte  es  moglich  sein,  das  auch  zu  erkennen;  die  Scliwierigkeiten  werden 
hei-vortreten,  wenn  nur  auf  die  Umgrenzung  der  BegriflPe  gehorige 
Sorgfalt  verwendet  wird.  Dann  wird  natiirlich  zu  fordern  sein,  daB  das 
Hypothetische  mit  otter  DetiUidikeit  als  solclies  bezeichnet  werde. 

*)  Einige  Beispiele  der  Art  werden  in  des  Verfassers  „Geometrie  der  Dynamen'' 
behandelt.     (Leipzig,  1903,  S.  877,  378). 

**)  Z.  B.  die  Schubertschen  Inzidcuzformeln,  Math.  Ann.  Bd.  67  (1008). 
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SchlieBlich  woUen  wir  nochmals  hervorhehen,  dafi  nach  unserer 
Meinung  die  allgemeine  Verbreitung  einer  nachlassigen  Ausdnicksweise 
die  Hauptwurzel  wie  vieler  anderer  Ubel,  so  auch  im  letzten  Grunde 
des  hier  besprochenen  ist.  Es  sclieint  uus  eine  Notwendigkeit  zu  seiii, 
daB  die  unablassige  Verwischiing  des  Unterschiedes  solcher  Begriife 
wie  „zwei  Punkte"  und  „zwei  verschiedene  Piinkte"  schlieBlich  zu 
Mifisi^deu  der  gesehilderten  Art  fiihreii  miiB.  Soil  eine  grfindliche 
Besserung  erzielt  werden,  so  wird  man  also  sein  Augenmerk  unter 
anderem  auch  auf  die  der  Sprache  noch  auhaftenden  Ungenauigkeiten 
zu  lenkeu  haben.  Die  Mitwirkuug  Vieler  aber  wird  zum  Reinigungs- 
werk  erforderlich  seiu.  Vor  allem  wird  die  Kritik  sich  gegenwartig 
halten  mlissen,  dafi  Prdzision  in  yeometricis  nicht  in  perpetuum  wie 
eine  Nebefisaclte  behandelt  werden  darf.*) 

*)  Der  Umstand,  dafi  es  sich  um  eine  Lebensfrage  der  Geoiuetrie  haudelt, 
mag  66  rechtfertigen ,  dafi  wir  bei  anderen  (Jelegenheiten  schon  Geaagtes  hier 
wiederholt  haben.  Denn  die  friiheren  Darlegungen  des  Verfassers  haben  fast 
keine  Beachtung  gefunden. 

Offentlich  angeschlossen  hat  sich  den  Torgetragenen  Ansichten  (soweit  es 
sich  Tun  die  „Erhaltung  der  Anzahl*'  handelt)  bis  jetzt  in  der  Tat  nur  Herr 
G.  Kohn:  Archiv  fiir  Mathematik,  Bd.  IV.  1903.  S.  312—316.  Wir  Terweisen 
wegen  weiterer  Ausfiihnmgen  und  Beispiele  auf  diese  Arbeit. 


IV.  Sektion. 

Ober  die  Aufgabe  der  angewandten  Mathematik, 
besonders  ilber  die  padagogische  Seite. 

Von 
F.  Klel\  aus  GSttingen. 


F.  Klein  begriiBt  namens  der  anderen  Einfuhrenden  (von  denen 
6.  Hauck  leider  durch  Krankheit  verhindert  ist,  gegenwartig  zu  sein) 
die  Versammlung,  indem  er  darauf  hinweist,  daB  die  angewandte 
Mathematik  als  solche  keine  geschlossene  Disziplin  vorstellt.  Ver- 
gleicht  man  die  Gesamtwissenschaft  der  Mathematik  mit  einer  Festung, 
80  repriisentieren  die  verschiedenen  Teile  der  angewandten  Mathematik 
die  AuBenforts,  welche  die  Innenwerke  nach  alien  Richtnngen  um- 
geben  und  iiber  welche  die  Verbindung  mit  dem  Vorgelande  hiniiber- 
fiihrt.  Gemeinsam  alien  Teilen  der  angewandten  Mathematik  ist  dem- 
entsprechend  nur  dies,  daB  der  mathematische  Gedanke  bei  ilinen  in 
notwendige  und  untrennbare  Verbindung  zu  einem  Gebiete  anderweiter 
wissenschaftlicher  Fragestellungen  tritt.  Die  angewandte  Mathematik 
steht  dadnrch  in  ausgesprochenem  Gegensatz  zu  demjenigen  Zweige 
unserer  Wissenschaft,  den  man  als  Zitadelle  der  Festung  ansehen  mag, 
zur  formalen  Mathematik  (im  Leibnizschen  Sinne),  d.  h.  zu  der- 
jenigen  Behandlung  mathematischer  Fragen,  welche  nach  Moglichkeit 
von  jeder  konkreten  Bedeutung  der  vorkommenden  GroBen  oder  Sym- 
bole  absicht  und  nur  nach  den  auBerlichen  Gesetzen  fragt,  nach  denen 
dieselben  kombiniert  werden  sollen. 

Zum  Gedeihen  der  Wissenschaft  ist  ohne  Zweifel  die  freie  Ent- 
wicklung  aller  ihrer  Teile  erforderlich.  Die  angewandte  Mathematik 
iibemimmt  dabei  die  doppelte  Aufgabe,  den  zentralen  Teileu  immer 
wieder  von  auBen  neue  Anregungen  zuzufiihren  und  umgekehrt  die  Er- 
traguisse  der  zentralen  Forschung  nach  auBen  zur  Wirkung  zu  bringen. 
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Die  Geltnng  der  Mathematik  innerhalb  des  weiten  Bereiches  sonstiger 
wesentlicher  Interessen  erscheint  daher  in  erster  Linie  an  die  erfolg- 
reiche  Betatigong  der  Vertreter  der  angewandten  Mathematik  gebunden. 
Daher  sollen  wir  insbesondere  an  derjenigen  Stelle  einsetzen^  wo  die 
ausgiebigste  Gelegenheit  zu  einer  Einwirknng  der  Mathematik  auf 
weitere  Ereise  gegeben  ist:  beim  Jugendunterricht. 

Yon  diesem  Gesichtspunkte  aus  legt  Yortragender  eine  von  ihm 
neuerdings  verfafite  Schrifk  vor:  tTber  eine  zeitgemaBe  Umgestal- 
tang  des  mathematischen  Unterrichts  an  den  hoheren  Schulen 
(Leipzig  1904;  die  Schrift  ist  gleichzeitig  in  der  padagogischen  Sektion 
durch  Herm  Schubert  zur  Kenntnis  gebracht  worden).  Der  Zielpunkt 
ist:  die  Fonktionentheorie  in  geometrischer  Form  und  damit  die  elemen- 
taren  Ansatze  der  DiflTerential-  und  Integralrechnung,  als  denjenigen 
Teil  der  reinen  Mathematik^  von  dem  alle  heutigen  Anwendangsgebiete 
gleichmafiig  beherrscht  werden,  an  den  oberen  Klassen  unserer  hoheren 
Schulen  unter  Beiseiteschiebung  minder  wichtiger  Kapitel  in  den  Mittel- 
punkt  des  arithmetischen  Unterrichts  zu  riicken.  Ein  derartiges  Yor- 
gehen  scheint  yielleicht  revolutionary  ist  aber  in  Wirklichkeit^  wie  der 
Yortragende  an  charakteristischen  Beispielen  zeigt^  an  imseren  Schulen 
in  weitem  Umfange  langst  vorbereitet.  Insonderheit  tragen  hierzu  die 
mathematischen  tTberlegungen  aus  dem  Gebiete  der  Mechanik  und  der 
Physik  bei,  denen  sich  die  Schule  nicht  entziehen  kann.  —  tJbrigens 
ist  die  genannte  Schrift  nur  das  erste  Heft  eines  Sammelbandes  von 
Yortrilgen  ilber  Fragen  des  mathematischen  und  physikalischen  Unter- 
richts, welcher  im  Anschlufi  an  den  letzte  Ostem  in  Gottingen  abge- 
haltenen  Ferienkurs  ftir  Oberlehrer  der  Mathematik  und  Physik  dem- 
nachst  publiziert  werden  soil  (Leipzig,  Teubner);  derselbe  enthalt  Bei- 
trage  der  Herren  0.  Behrendsen,  E.  Bose,  E.  Getting,  F.  Klein, 
E.  Riecke,  F.  Schilling,  K.  Schwarzschild,  J.  Stark.  Dieser 
Sammelband  wieder  ist  als  ein  vorbereitender  Beitrag  zu  der  allge- 
meinen  Debatte  iiber  den  mathematisch-naturwissenschaftlichen  Unter- 
richt  an  unseren  hoheren  Schulen  gedacht,  welche  im  September  d.  J. 
bei  Gelegenheit  der  Breslauer  Naturforscherrersammlung  abgehalten 
werden  soil. 


Sur  le  problfeine  des  trois  corps. 

Von 
N.  Delaunay  aus  Warschau. 

Le  probl^me  des  trois  corps  a  interesse  les  mathematiciens  depais 
Newton.  Les  theoremes  elementaires,  que  je  vais  exposer,  me  parais- 
sent  presenter  quelque  interet  justement  par  ce  qu'on  ne  s'attend-pas  a 
trouver  quelque  chose  d  elementaire  dans  le  cas  general  du  probleme 
qui^  en  presentant  beaucoup  de  difficultes^  etait  I'objet  de  tant  de  tra- 
vaux  cel^bres. 

§1.  Theoreme  L  II  existe  un  centre  des  forces  dans  le 
mouvement  des  trois  corps  qui  s'attirent  mutuellement  sui- 
vant  les  lois  de  Newton. 

Demonstration.  Boient  1^  2,  3  les  points  de  Tespace  dans  les- 
quels  sont  concentrees  les  masses  m^,  m^,  m^  respectivement.  Posons 
que  I'origine  des  coordomiees  planes  est  en  point  1,  que  la  droite  1,  3 
est  Taxe  des  x,  Taxe  des  y  etant  perpendiculaire  a  I'axe  des  x.  Soient 
«,  /3,  y  les  cotes  du  triangle  1,  2,  3  opposes  respectivement  aux  som- 
mets    1,2,  3.      Sur   le    point  m^   agissent:    la  force:      ^,*    suivant    la 

droite  y  et  la  force    ^,  *    suivant  la  droite  /3.     Les  projections  de  la 
resultante  A  de  ces  deux  forces  sur  les  axes  des  coordonnees  sont: 

(1)  ^^^-^i!ip.+ 

Les   coordonnees  des  points   1,  2,  3  sont  respectivement:  (iCj,  t/j); 

{^iy  y»);  (^37  ys);  ^^  »  d^i^c: 

(2)  ^1  =  2/1  =  2/8  =  0 

suivant  le  choix  des  coordonnees. 

L'equation  de  la  droite,  suivant  laquelle  agit  la  resultante  A  des 

forces       -i '  et     *,, ' ,  est: 
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(3)  y-^*- 

L'equation  du  cote  a  est: 

En  calculant  a:  et  y  des  equations  (3)  et  (4),  on  aura  done  les 
formules: 

qui  determinent  les  coordonnees  a;  et  y  du  point  d'intersection  de  la 
resultante  A  avee  le  cote  «. 

En  mettant  dans  (5)  et  (6)  les  valeurs  de  X^  et  Y^  tiroes  des  (1) 
et  (2),  on  a 

Ces  formules  (7)  et  (8)  montrent  que  le  point  d'intersection  de  la  re- 
sultante A  avec  le  cote  a  est  le  centre  de  gravite  des  masses  fictives 
et  variables  m^fi^  et  m^y^  situees  respectivement  dans  les  points  2  et  3. 

Ainsi;  la  resultante  Aj  qui  agit  sur  le  point  m^,  se  trouve  sur  la 
droite  menee  par  le  sommet  1  du  triangle  et  par  le  centre  de  gravite 
des  masses  fictives  Wj/S*  et  m^y^  situees  respectivement  dans  les  points 
2  et  3. 

On  obtiendrait  des  resultats  analogues  pour  la  resultante  B  qui 
agit  sur  le  point  tn,  et  pour  la  resultante  C  qui  agit  sur  le  point  m^. 

On  voit  done  que  les  resultantes  A,  B  ei  G  se  coupent  dans  le 
meme  point  1)  qui  est  le  centre  de  gravite  des  masses  fictives  m^a^j 
w,/3'\  m^y^  situees  respectivement  dans  les  points  1,  2  et  3. 

Le  mouvement  des  trois  points  m^y  m^  et  m^  se  produit  done 
comme  si  ces  trois  points  etaient  soumis  seulement  a  Taction  des  for- 
ces variables  qui  les  attirent  a  un  centre  mobile  D  des  forces.  Ce 
qu'il  fallait  demontrer. 

§  2:  La  demonstration  du  tbeoreme  I  contient,  en  meme  temps, 
la  demonstration  du 

Theoreme  11.  Le  centre  d'attraction  dans  le  probl^me 
des  trois  corps  se  trouve  dans  le  centre  de  gravite  des  masses 
fictives  et  variables  m^a^j  ^>hfi^f  '^h?^  qu'on  aurait  placees  re- 
spectivement dans  les  points  1,  2,  3  oh  se  trouvent,  reelle- 
ment;  les  masses  ni^^,  m^y  m^. 
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On  a  done  (en  trois  dimensions)  pour  les  coordonn^  rectangu- 
laires  du  centre  D  d'attraction,   dans  le  probleme  des  trois  corps,   les 
formules: 
/ON  ^  __  w»i_5'^_±3i"^L±_^«l!3 

n  ( n  •/  -  ^i^'yi  +  ^^P'yt  +  ^sy'ys 

En  posant,  pour  abreger: 

(12)  m^a^  +  m,/3'  +  Wj/  -«  cd 

(13)  mitt^aJi  +  m^^^x^  +  rif^y^x^  =  5 

(14)  m^a^yi  +  m^/S^y,  +  m^/y,  -  i? 

(15)  m^a^z^  +  Wsj/3»;cfj  +  mgy^je?,  =  g, 

on  pent  donner  aux  formules  (9),  (10)  et  (11)  la  forme: 

(16)  .:  =  1 

(18)  z  =  ^- 

§  3.    Les   Equations   diflFerentielles   du   probleme   des  trois   corps, 
d'apres  nos  notations,  sont: 

w,(^,  — jT,)       m^{x^—x^)  _  d}x^       m, (y,  —  yQ    ,    m^iyj—yr)  __  <^*yj^ 


m, 


y»  "^  jj»  d«*  ' 

tn^x^—x^)     ^iS^i_zr^t) ^ ^!^     *_^(y8  —  Vi)  i  !?i (2/1  —  y?) _ ^*y« 

a»  "^  y'  df*  '  "    a»        "  "•"     "     y''  <^«'  ' 

Wsifa  —  !«)  _i    ^1  (^1  —  ^«)  ^  ^'^»  . 
a3  1"  y«  ci^*   ' 

?'i  (?i  ~3i  j_  ^«  (^«  —  ^»)  ==  ^       »»i_(yi_—  ys)  _,    w,  (y,  -  y,)  _  d'y, 
/?»  "^  a»  dt*  '  jJ»  "^  ««  ~  dV  ' 

jj»  "^  a»        •        df«  ' 

La  premiere  de  ces  9  equations  pent  ^tre  facilement  transform ee  en 

m^fi\x^  -  X,)  +  m^y\x^  _  a: J  =  ^  ^^y\ 

Ce  qui  prend,  en  raison  des  (12)  et  (13),  la  forme: 
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et,  en  raison  de  (16),  la  forme: 

On  tranHforme  de  la  meme  maniere  les  autres  8  equations,  et  on  a: 

Cette  forme  des  equations  diflFerentieUes  du  probleme  des  trois 
corps  et  la  notion  du  centre  d'attraction  pourraient  ^tre  utiles  pour 
la  recherche  des  solutions  particulieres  du  probleme. 


Verb.  d.  III.  InUniAt.  MftUiem.-Kongr.   Heidelberg  1904.  26 


Sur  la  resolution  qualitative  du  problfeme  restraint 
des  trois  corps. 

Von 
T.  Lbvi-Civita  aus  Padua. 

Je  vais  resumer^  en  causant  et  commentant  en  peu^  le  contenu 
d'un  memoire;  qui  paraitra  prochainement  bous  ce  meme  titre  dans  les 
„Acta  Mathematical  de  M.  Mittag-Leffler. 

Dans  le  probleme  des  trois  corps  (points  materiels  S,  J,  P,  qui 
s'attirent  suivant  la  loi  de  Newton)  les  forces  et  par  consequent  les 
Equations  diflFerentielles  du  mouvement  se  comportent  d'une  facjon  ana- 
lytique  reguli^re,  tant  que  les  positions  des  trois  points  sont  distinctes. 

D'apres  cela  il  est  pr^sque  evident  qu'il  ne  peut  y  avoir  autre 
raison  de  singularite  pour  le  mouvement  en  dehors  de  la  circonstance 
que  deux  des  trois  corps  (ou  tous  les  trois)  se  rapprochent  inde- 
finiment. 

Plus  precisement  M.  Painleve*)  a  demontre  que,  a  partir  des  con- 
ditions initiales  donnees,  des  singularites  peuvent  se  presenter  alors 
seulement  qu'une  au  moins  des  distances  mutuelles  tend  vers  zero  pour 
t  convergent  vers  une  valeur  finie  t^. 

Quoi  qu'il  en  soit,  les  resultats  recents  de  M.  Mittag-Leffler 
sur  la  representation  des  branches  uniformes  des  fonctions  analytiques 
permettent  d'aftirmer  que: 

Dans  le  probleme  des  trois  corps,  les  coordonnees  sont  expri- 
mables,  en  tout  cas  et  pendant  toute  la  duree  du  mouvement, 
par  des  series  jouissant  des  proprietes  fondamentales  des  series  de 
Taylor. 


*)   Voir   808    ,,Le9on8    etc.,   profess^es  a  Stockholm",    chez   A.    Hermaun, 
Paris  1897,  page  688. 
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Soit  en  eflFet  x  ime  quelconque  de  ces  coordonnees.  D'apres  la 
conclusion  de  M.  Painleve,  rappelee  tout-a  rheure,  la  fonction  x{i) 
reste  r^guliere  pour  toutes  les  valeurs  de  t  qu'il  y  a  lieu  de  consi- 
derer:  savoir^  de  Tinstant  initial  t^  jusqu'a  linfini  dans  le  cas  general, 
oil  il  n*y  a  pas  de  choc  au  bout  d'un  temps  fini;  de  ^^  a  ^  (ce  der- 
nier instant  exclu),  lorsque  le  choc  intervient.  Dans  les  deux  cas,  les 
intervalles  de  I'axe  reel  (^q,  oo),  {t^y  t^)  sont  interieurs  a  I'etoile  de 
M.  Mittag-Leffler  se  rapportant  au  point  Iq.  Les  equations  du  mou- 
vemeiit  foumissent  d'aiUeurs,  en  fonction  des  donnees  initiales,  les  de- 
rivees  successiyes  de  la  fonction  x(t)  au  centre  ^q  de  I'etoile.  II  suffit 
done  de  construire,  en  se  servant  de  ces  valeurs,  un  des  developpements 
indiques  par  M.  Mittag-Leffler  pour  en  tirer  une  expression  de  x(t) 
embrassant  toute  la  duree  du  mouvement. 

On  pent  dire  que  le  probl^me  est  resolu.  Mais  (tout  en  restant 
dans  le  terrain  theorique,  oil  Ton  fait  abstraction  de  la  complexite  des 
moyens  employes)  ce  n'est  pas  une  resolution  complete.  EUe  est,  pour 
ainsi  dire,  aridement  quantitative,  et  ne  nous  laisse  pas  apercevoir  la 
nature  du  mouvement. 

A  ce  point  de  vue  se  pose  d'abord  la  question  de  la  prevision  des 
chocs:  conditions  a  remplir  par  les  circonstances  initiales  pour  que 
deux  des  trois  corps  ou  tons  les  trois  se  choquent  au  bout  d'un 
temps  fini. 

La  premiere  partie  de  cette  question,  dont  je  m'^tais  occup^  pour 
le  cas  particulier  du  probleme  restreint*),  vient  d'etre  brillamment  dis- 
cutee  par  M.  Bisconcini  dans  un  memoire,  qui  va  paraitre  dans  les 
„Acta  Mathematical.     La  seconde  attend  encore  une  reponse. 

Mais,  lors  meme  qu'on  en  possederait  une,  il  ne  serait  pas  encore 
permis  de  tirer  des  consequences  astronomiques. 

En  effet  les  corps  celestes  ne  sont  pas  des  points  materiels,  et  il 
est  loisible  de  les  traiter  ainsi  pourvu  seulement  que  leurs  dimensions 
soient  negligeables  par  rapport  aux  distances,  c'est-a-dire  (dimensions 
et  degre  d'approximation  etant  donnes)  pourvu  que  leurs  distances  ne 
descendent  pas  au  dessous  d'une  certaine  limite  a.  A  cette  condition 
seulement  les  conclusions  mathematiques  seront  acceptables. 

En  Tespece,  pour  pouvoir  af firmer  qu'a  partir  d'un  etat  initial 
donne  le  mouvement  se  poursuivra  r^gulierement  quel  que  soit  t^  il 
faudra  etre  certain  que  les  distances  mutuelles  restent  superieures  a 
Vs  susdit. 


*)  „Traiettorie  singolari  ed  urti  iiel  problema  riBtretto  dei  tre  corpi",  Annali 
di  Matematica,  Ser.  Ill,  T.  IX,  19U8. 
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Reconnaitre  d'avance  sur  les  donnees  initiales  quand  il  en  est  bien 
ainsi^  voila  le  but  essentiel  du  cot^  qualitatif  de  notre  probleme. 

J'ai  reussi  a  faire  un  petit  pas  pour  le  cas  particulier  du  pro- 
bleme restreint. 

II  est  a  peine  n^cessaire  de  rappeler  que  ce  cas  particulier  est 
caract^ris^  par  les  conditions  suivantes: 

la  masse  de  P  est  n^gligeable  et  u'exerce  par  consequent  aucune 
influence  sur  le  mouvement  des  deux  autres  corps  S  et  J] 

ce  mouvement  (qui,  d'apres  la  premifere  hypothfese,  doit  cor- 
respondre  a  une  solution  du  probleme  des  deux  corps)  est  le  plus 
simple  possible,  savoir  S  et  J^  toument  uniformement  autour  de  leur 
centre  de  gravite  0;  le  corps  P  se  meut  (initialement  et  par  suite 
a  tout  instant)  dans  le  plan,  qui  contient  les  deux  orbites  circu- 
laires  de  S  et  de  J. 

On  est  ramene  de  la  sorte  a  un  probleme  avec  deux  degr^s  de 
liberte:  Mouvement  plan  d'un  point  P  soumis  a  I'attraction  newtonienne 
des  deux  centres  (mobiles)  S  et  J, 

Pour  rendre  la  notation  aussi  simple  que  possible  il  convient 
d'adopter: 

la  distance  constante  SJ  comme  unite  de  longueur; 

la  somme  des  masses  des  deux  corps  S  et  J  comme  unite  de 
masse:  (i  etant  alors  la  masse  de  J,  celle  de  S  sera  v  «  1  —  ft; 

Tunite  de  temps  de  fafon  que  la  vitesse  de  la  rotation  de  la 
droite  SJ  autour  de  0  soit  1. 

Dans  ces  conditions  la  constante  de  gravitation  universelle  a  la 
valeur  1,  et  le  potentiel  des  forces  agissantes  sur  Tunite  de  masse 
de  P  est 

en  d^signant  par  r  la  distance  PS,  par  ^  la  distance  Pj. 

Rapportons  la  position  de  P  a  des  axes  mobiles  x,  y,  ayant 
Torigine  en  S,  et  SJ  pour  direction  positive  de  x. 

Soient  d'autre  part  p  et  q  les  composantes  de  la  vitesse  helio- 
centrique  de  P,  c'est-a-dire  de  la  vitesse  rapportee  a  un  systeme  de 
direction  invariable  (ce  qui  n'est  pas  x,  y),  ayant  I'origine  en  S. 

On  reconnait  aisement  —  je  ne  vous  entretiendrai  pas  avec  des 
passages  tout -a -fait  elementaires  —  que  les  equations  du  mouvement 
de  P  peuvent  etre  presentees  sous  la  forme  canonique  suivante: 
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dx      dF 

dt"^  dp' 

dy      dF 
d<  °°'  <5g  ' 

dp           dF 

di "     dx ' 

dq            dF 
dt^       dy' 

(I) 

pourvu  qu'on  pose: 

Comme  F  ne  contient  pas  i^  le  systeme  (I)  admet  Tint^grale  ^vi- 
dente  (dite  de  Jacobi)  i^=  const.,  que  j'ecrirai 

(1)  F=-C; 

par  cette  meme  independence  de  t,  la  m^thode  d'integration  de  Jacobi, 
appliquee  au  systeme  (I),  conduit  a  envisager  (1)  comme  une  equation 
aux  derivees  partielles  du  premier  ordre  par  rapport  a  une  fonction 
inconnue  W  d'aprfes  les  positions 

/ox  dW  dW 

(2)  P--di'      ^--dy' 

Ceci  bien  pos^,  rattachons-nous  aux  remarques  precedentes,  d'apr^s 
lesquelles  le  mouvement  se  poursuit  regulierement  tant  que  les  distances 
ne  tendent  pas  vers  z^ro. 

Dans  le  cas  actuel,  SJ  restant  constante,  il  y  a  lieu  de  se  pr^- 
occuper  seulement  de  la  circonstance  que  P  se  rapproche  indefiniment 
d'un  de  ces  deux  points.  II  suffit  d'ailleurs  d'en  envisager  un,  S  par 
exemple,  puisque  le  role  de  Tautre  est  absolument  identique  et  les  con- 
clusions seraient  par  suite  les  m^mes. 

Je  me  suis  pourtant  propose  T^tude  des  trajectoires  du  systeme 
(c'est-a-dire  des  courbes  decrites  par  le  point  P,  rapportees  aux  axes 
Xj  y)  dans  une  region  suffisamment  petite  entourant  le  centre  S, 

Les  equations  (I)  presentent  des  singularit^s  en  S,  qui  proviennent 

du  terme  —   de  P  (et  de  ce  terme  seulement). 

II  en  est  de  m^me  de  Tequation  de  Hamilton-Jacobi 

P=-C 

envisagee  comme  Equation  aux  derivees  partielles  en  W.    Mais  elle  pent 
etre  regularisee  (ce  qui  reussit  d'ailleurs  m^me  pour  le  systeme  di£Pe- 
rentiel  (I)).    J'entends  par  la  qu'on  pent,  par  un  changement  convenable 
de  variables  independantes,  faire  disparaitre  la  singularite. 
II  suffit  d'avoir  recours  a  la  transformation  (conforme) 

(3)  x  +  iy^{i+  irjy 

pour  que,  apres  avoir  chasse  d'une  part  et  d'autre  le  denominateur 


(2') 
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requation  (1)  prenne  la  forme  (parfaitement  reguliere  au  point  S  =  iy  =  0) 

Par  la  meme  transformation  les  formules  (2)  deviennent 

1  /j.a>r       dw\ 

La  regularite  de  (V)  est  la  clef  de  vodte  de  ce  qui  va  suivre. 

On  comprend  en  eiFet  qu'il  n'y  a  desormais  plus  de  difficulte  a 
etablir  Texistence  d'une,  et  meme  d'une  infinite  d'integrales  de  (1'), 
holomorphes  au  point  S,  et  completes,  c'est-a-dire  contenant, 
outre  C,  une  seconde  constante  essentielle  a. 

L'integrale,  que  j'ai  consideree,  a  la  forme 

W  =  ySv  (§  cos  a  +  ly  sin  a)  +  •  •  •  , 

les  termes  non  ecrits  etant  d'ordre  superieure  au  premier  par  rapport 
a   I,  ij. 

En  glissant  sur  les  details  de  demonstration,  j'arrive  au  resultat 
principal: 

Cast  que  Tequation  (formee  d'apres  la  methode  de  Jacob i) 

(n)  *  -l?=P> 

oil  /3  designe  une  nouvelle  constante,  est  apte  a  representer  (sous  forme 
evidemment  holomorphe)  tous  les  arcs  A  de  trajectoire  possibles  au 
voisinage  de  S.  D'une  fa^on  plus  precise,  on  pent  delimiter  autour 
de  S  un  certain  domaine  D  (dependant  de  la  constante  C),  tel  que,  si 
P  penetre  dans  i>,  son  mouvement  a  lieu  necessairement  sur  une  des 
courbes  (11). 

La  nature  analytique  de  W  permet  de  tirer,  presque  en  corollaires, 
les  conclusions  suivantes: 

Aucun  des  arcs  A  ne  pent  se  rapprocher  indefiniment  de  S  sans 
le  rejoindre  jamais;  c'est-ii-dire  tout  arc  A  ne  passant  pas  exactement 
au  point  S  en  reste  a  une  distance  finie.  La  moindre  distance  r  du 
point  S  k  \m  arc  A  pent  etre  exprimee  en  fonction  (uniforme  a  I'in- 
terieur  de  D)  d'un  quelconque  des  etats  de  mouvement  de  P  sur  Tare. 
Ou  bien  ^  =  0;  c'est  la  condition  du  choc.  Ou  bien  r.  >  0.  On 
pent  affirmer  que,  sur  Tare  Ay  le  mouvement  se  poursuit  re- 
gulierement.  Si  en  surplus  c>e,  il  sera  permis  d'attribuer  un 
sens  physique  au  resultat  mathematique. 

Rien  n'autorise  toutefois  des  previsions  a  longue  echeanche  {d  >  e, 
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ni  meme  ?  >  0,  quel  que  soit  t).  C  est  une  remarque  essentielle,  que 
je  dois  a  Tobligeance  de  M.  Pbragm^n.  On  con9oit  en  effet  qu'on 
puisse  bien,  en  suivant  une  trajectoire  d^terminee,  sortir  de  D  le  long 
d^un  arc  A  et  y  rentrer  le  long  d'un  arc  different  A',  et  ainsi  de 
suitC;  avec  des  nouveaux  d  ay  ant  meme  zero  pour  limite  infSrieure.  U 
arrive  sans  doute  —  et  on  pent  le  constater  deja  dans  les  cas  elemen- 
taire,  oh.  la  masse  ft  de  J  serait  nulle  —  qu'une  trajectoire  penetre 
successivement  dans  D  par  une  serie  indefinie  de  arcs  A,  qui^  tout  en 
etant  en  continuation  analytique^  se  presentent  a  Tinterieur  de  D 
comme  des  elements  distincts.  Quant  a  la  limite  inferieure  des  c,  je 
n'en  puis  rien  dire.  Tons  mes  eflTorts  dans  cette  direction  ont  com- 
pletement  ^cboues. 

II  n'en  reste  pas  moins  un  resultat  positif  se  rapportant  a  la  re- 
gion D:  Si  ^  >  6  il  n'y  a  rien  a  craindre  actuellement  du  voisinage 
de  S.  Seuls  des  rapprochements  nouveaux  (c'est-a-dire  precedes  par 
des  sorties  de  D)  pourraient  devenir  dangereux. 


II  m'importe  de  prevenir  une  objection. 

Je  vais  d'abord  la  sugg^rer  par  les  remarques  suivantes: 

Toutes  les  trajectoires  d*un  certain  domaine  D  autour  de  S  (sub- 

ordonne   a  la  valeur  de   C)  peuvent  etre  representees  —  avons-uous 

dit  —  sous  la  forme 

le  premier  membre  dependant  de  |,  i^,  C,  a. 

Les  composantes  p,  q  de  la  vitesse  du  mobile  an  point  quelconque 
g,  Tj  d*une  de  ces  trajectoires  sont  donnees  par  les  formules  (2'). 

Imaginons  de  tirer  de  ces  formules  C  et  a  en   fonction  de  j),  q 

dW 
(I  et  ly),   et  faisons  la  substitution  dans  ^     ;   de  meme   exprimons-y 

I,  i;  a  Taide  de  x,  y. 

On  obtient  en  definitive  une  veritable  integiale  des  equations  dif- 
ferentielles  du  mouvement 

On  demontre  sans  peine  qu'une  telle  integrale  ne  coincide  point  avec 
i''=  const.,  et  est  bien  uniform e  (et  holomorphe)  an  voisinage  d'un 
quelconque  des  etats  de  mouvement  (a;,  y,  p,  q)  possibles  a  Tinterieur 
de  D  (le  point  S  etant  seulement  excepte).*) 


*)  On  veut  dire  par  Id.  que,  pour  nn  quelconque  de  ces  dtats,  Boit  {x^^  y^, 
1^01  2o)»  ^1  e^date  un  domaine  non  nul  (de  Tespace  analytique  x^y^p^q  autour 
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Yoici  maintenant  Tobjection  a  laqnelle  je  faisais  allnsion: 

L'existence  d'une  int^grale  tmiforme^  autre  que  F »  const.;  est  en 
contradiction  avec  un  r^sultat  bien  connu  de  M.  Poincare. 

A  la  verite  la  contradiction  n'existe  pas^  et  on  le  met  au  jour 
bien  simplement  en  ayant  ^gard  aux  limites  de  validity  du  th^or^me 
de  M.  Poincar^.  On  y  etablit  la  non-existence  d^ntegrales  oniformes 
par  rapport  aux  variables  k^plerienneS;  ce  qui  implique  Tuni- 
formite  au  voisinage  de  tons  les  otats  de  mouyement  (x,  y,  p,  q),  qui 
appartiennent  a  une  m^me  orbite  osculatrice  (elliptique). 

On  ne  pent  pas  exclure  d'apr^s  ce  th^reme  Texistence  d'integrales 
uniformes  pour  quelque  portion  de  Torbite  seulement^  ni  non  plus  au 
voisinage  de  quelque  etat  non-elliptique. 

Notre  integrate 

qui  est  uniforme  dans  le  domaine  D,  se  trouve  precisement  dans  Tune 
ou  dans  I'autre  de  ces  conditions. 


J'ai  sans  doute  abuse  de  votre  bienveillante  attention  et  je  m'em- 
presse  a  prendre  cong^  en  exprimant  une  presomption  personnelle. 

Je  pense  qu'il  doit  bieu  r^ussir  (et  pai*  des  moyens  simples^  comme 
on  vient  d'en  avoir  exemple)  de  regulariser  T^quation  de  Hamilton- 
Jacob  i,  meme  pour  le  probleme  general  des  trois  corps. 

On  y  puisera  peut-etre  une  confiance  bienfaisante  pour  des  nouvels 
efforts  tendant  a  parfectionner  de  plus  en  plus  les  m^thodes  d'approxi- 
mation  quantitative. 


des  valeurs  x^^  Vo^  Po^  9o)  ^1  4^^i  lorsqu'on  bb  donne  dans  ce  domaine  trois  des 
quantitds  x^y,p,q^  la  quatri^me  reste  determin^e  sans  ambiguity  par  la  rela- 
tion f^§. 


Ein  einfaches  Beispiel  einer  stationaren  und  rotationslosen 
Bewegung   einer  tropfbaren  schweren  Flflssigkeit  mit  freier 

Begrenzung. 

Von 
J.  Weingarten  aus  Freiburg  i.  B. 

Unter  den  stationaren  Bewegungen  einer  inkompressiblen  reibungs- 
losen  Flfissigkeit,  denen  ein  Geschwindigkeitspotential  zukommt^  sind 
diejenigen  einer  Darstellung  am  zuganglichsten,  bei  denen  das  Ge- 
schwindigkeitspotential nur  von  zweien  der  rechtwinkligen  Koordinaten 
Xj  ify  z  eines  bewegten  Teilchens  abhangt.  Sind  x  und  y  diese  Ko- 
ordinaten, so  bewegen  sich  alle  Teilchen  in  Parallelebenen  zur  Ebene 
der  (a?,  y),  und  jeder  Funktion  der  komplexen  Variablen  x  +  yi  ent- 
spricht  eine  gewisse  stationare  Fliissigkeitsbewegung,  so  wie  umgekehrt 
jeder  rotationslosen  Bewegunjy  eine  zugehorige  Funktion  von  x  -\-  yi 

Wenn  durch  w  und  v  die  Geschwindigkeitskomponenten  eines  be- 
trachteten  Teilchens  nach  den  Achsen  bezeichnet  werden,  so  folgen  aus 
der  Kontinuitatsgleichung  und  der  Bedingung  der  Rotationslosigkeit  der 
Bewegung  die  Gleichungen: 

(1)  l^  +  |-"=0,  (2)  |!i-|l  =  0, 

^  ^  dx   ^   oy         ^  ^   ^  oy      ox  ^ 

welche  die  nachstehende  zur  Folge  haben: 

{u  —  vi)  {dx  +  idy)  =  df(x  +  yi)  =  rf(g)  +  ^0? 

die  selbst  wiederum  zu  den  Gleichungen: 

(3)  ^>^H>i^f{x^y%),  (4)  u^m^t\x^y%) 

ftthrt,  in  denen  f{x  +  yi)  eine  beliebige  Funktion  von  x  +  yi  be- 
zeichnet. Die  Funktion  ^>  der  Variablen  Xj  y  gibt  das  Geschwindig- 
keitspotential der  Bewegung  an. 

Wir  werden  voraussetzen,  daB  tlie  bewegte  Flfissigkeit  in  ihrem 
Inneren  nur  durch  die  Schwere  angegriflTen  sei,  und  durch  g  die  Acce- 
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leration  der  Schwere,  durch  y  das  Gewicht  der  Volumeneinheit  Flussig- 
keit  bezeichnen. 

Wenn  der  Achse  der  x  die  Richtung  der  Schwere  beigelegt  wird, 
so  lauten  die  Eulerschen  Bewegimgsgleichimgen: 

^u   ,       ^w  g  dp  dv    ,       dv  g  dp 

dx  ^       dy      -^        r  ox^  dx   ^      dy  y  dy 

Mit  Riicksicht  auf  die  GleiehuDg  (2)  ergibt  sich  aus  ihnen: 

(5)  p  =  Konst.  +  yx^\^{u^  +  v'), 

durch  welche  Gleichnng  der  Druck  in  jedem  Punkte  der  Flilssigkeit 
bestimmt  ist,  falls  er  in  einem  Punkte  gegeben  wird. 

Die  Stromh'nien  der  Fltissigkeit  ergeben  sich,  wie  bekannt,  aus  der 
Gleichung  ^  =  Konst. 

SoUen,  vermoge  der  Funktion  f(x  +  yi),  Bewegungen  dargestellt 
werden,  bei  denen  die  Fldssigkeit  eine  ruhende  Atmosphare  von  ge- 
gebenem  Druck  p^  zur  teilweisen  Begrenzung  hat,  so  muB  diese  Grenze 
mit  einer  Stromlinie  (oder  dem  Sttick  einer  solchen)  zusammenf alien. 
Die  Funktion  f(x  +  yi)  ^  (p  +  ti  niuB  alsdann  die  Eigenschaft  be- 
sitzen,  dafi  fiir  p  =  Pq  die  Funktion  ^  in  eine  Konstante  iibergeht. 

Ein  sehr  einfaches  Beispiel,  bei  welchem  diese  Bedingung  erftillt 
wird,  bietet  die  Funktion 

f(x  +  yi)  =  -3-  y2g  cos  a  e^    \x  +  yi)^  ^  q>  +  ^i 

dar,  in  welcher  a  einen  zwischen  0  und  \%  beliebig  gewiihlten  Winkel 
bezeichnet.     Unter  dieser  Annahme  wird: 


3  1 

a  I 


f(x  +  yi)  =  ]/2^co8a  e^     {x  +  yiY  =  w  —  vi. 

Ersetzt  man  die  rechtwinkligen  Koordinaten  x  und  y  durch  die 
Substitutionen  x  =  r  cos  0,  t/  =  r  sin  0 ,  so  bestimmen  sich  das  Ge- 
schwindigkeitspotential  9,  die  Funktion  ^  und  die  Geschwindigkeits- 
komponenten  u,  v  durch  die  Gleichungen: 

3 


(p  =    -V^^cosa  r^ 


cos 


•«) 


2 


2  ^/^ |-    .      HB  +  a) 

ip  =  —y2gco8a  r*  sin  -^ — -, 

(6) 


u  =       yzg  cos  a  r  *  cos  — -^-- , 


2 


iA> T    •      0+Ba 

V  =  —  y2g  COB  a  r  *  sm 
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AuB  den  letzten  zwei  Gleichungen  folgert  man: 
tt^  +  v*  =  2grcoBa 
und  damit  aus  Gleichung  (5): 
(7)  P  ="  Po  +  y^  (cos  0  —  cos  a), 

wenn  Pq  den  Druck  im  Anfangspunkte  der  Koordinaten  angibt,  der  sich 
auch  als  der  freien  Fliissigkeitsbegrenzung  angehorig  ergeben  wird. 

Die  zweite  der  Gleichungen  (6)  zeigt  namlich,  dafi  die  Funktion 
t   verschwindet   ftir   alle   Punkte ,    in    denen   6    den    Wert   —  a   oder 

2  7t  

—  a  +  annimmt,  d.  h.  in  den  Schenkeln  eines  Winkels  von  120*^, 
der  zum  Scheitel  den  Anfangsponkt  der  Koordinaten  hat.  Der  eine 
in  die  Seite  der  negativen  y  zeigende  Schenkel  ist  unter  dem  Winkel 
a  gegen  die  a:-Achse  geneigt^  wahrend  der  andere  Schenkel  in  die 
Seite  der  positiven  y  zeigt.  Die  gebrochene  Linie,  welche  diesen 
Winkel  darstellt,  ist  daher  eine  Stromlinie.  Wir  setzen  voraus,  daB 
bewegte  Flilssigkeit  sich  nur  im  Innem  dieses  Winkels  befinde.  Als- 
dann  wird  fur  alle  Punkte  in  der  Fltissigkeit  die  Funktion  ip  von  posi- 
tivem  Werte  und  verschwindet  nur  an  der  durch  die  Winkelschenkel 
selbst  gegebenen  Begrenzung. 

Die  Stromlinien  der  Fltissigkeit  sind  alsdann  durch  die  Gleichung 

I    .     3(e  +  a)       ^ 
r^  sin  --^o       =  G 

bestimmt,  in  welcher  C  eine  positive  Konstante  bezeichnet.  Im  Un- 
endlichen  wird  fiir  jede  Stromlinie  der  Winkel  6   entweder  —  a  oder 

—  «  +  —  •  Alle  Stromlinien  nahem  sich  daher  im  Unendlichen  den 
Schenkeln  des  begrenzenden  Winkels  asymptotisch  imd  ahneln  in  der 
Form  Hyperbelzweigen  vom  Asympto  ten  winkel  120^,  mit  denen  sie 
auch  die  Symmetric  gegen  die  Halbierungslinie  dieses  Winkels  gemein 
haben.  Man  bemerkt  femer,  daB  die  Wahl  des  Winkels  «  weder  die 
Form  der  Stromlinien,  noch  die  Form  der  Aquipotentialkurven  beein- 
fluBt,  sondem  nur  ihre  Lage  durch  eine  Drehung  um  den  Anfangspunkt 
der  Koordinaten.  % 

Wir  wollen  femer  eine  der  Stromlinien,  diejenige  fur  welche 
C  =  Cq,  langs  einer  festen  Wand  verlaufend  denken,  diese  Wand  als 
eine  weitere  Begrenzung  der  Flilssigkeit  auffassen,  und  durch  zwei  der 
xy-lSbene  parallele  Wande  diese  Begrenzung  vervollstandigen.  Alsdann 
besteht  die  gesamte  Begrenzung  der  Flilssigkeit  aus  einer  nach  der 
Leitlinie  von  der  Gleichung: 

r«sm-^-y—^=-Co 
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geformten    zylindriBchen  Flache,   den  beiden  Ebenen,   deren  Spuren  in 

der  xy-Ehene  durch  die  Schenkel  0  =  —  a  und  0  =  —  a  +  -r-  gebildet 

werden,  und  den  beiden  der  letzteren  Ebene  parallelen  Wanden.  Die 
Formel  (7)  zeigt  alsdann,  dafi  in  derjenigen  Ebene,  deren  Spur  durch 
0  =  —  a  gegeben  wird,  der  Druck  p  iiberall  konstant  und  gleich  p^ 
wird.  Diese  Ebene  wird  daher  eine  freie  Grenze  gegen  eine  ruhende 
Atmosphare  vom  Druck  p^  bilden. 

Die  zweite  Ebene,  deren  Spur  durch  0  ^  —  a  +-j-  bestimmt  ist, 
hat  dagegen  nicht  die  Eigenschaft  in  alien  Punkten  den  namlichen 
Druck  zu  zeigen,  Bondem  ihr  entlang  mufi  die  Stromung  langs  einer 
festen  Wand  erfolgen.  Erst  am  Anfangspunkte  der  Koordinaten  geht 
sie  in^  eine  freie  fiber,  allerdings  mit  der  Qeschwindigkeit  Null  be- 
ginnend. 

Nur  in  dem  Falle,    dafi   fiir  den  Winkel  a   der  Wert  y  gew'ahlt 

wird,  ist  auch  diese  zweite  Ebene  der  Gleichung  (7)  gemafi  eine  Flache 
gleichen  Druckes  j)q,  also  ebenfallB  freie  Grenze.  Die  Leitlinie  der 
festen  Zylinderflache  hat  alsdann  die  Gleichung 

r*  cos   2   =  Co- 

In  diesem  Falle  bewegt  sich  die  Fldssigkeit  in  einem  fiett  von 
rechteckigem  Querschnitt  mit  zylindrischer  gekrUmmter  Bodenflache  der- 
art,  dafi  ihre  freie  Oberflache  die  Form  eines  Daches  mit  einem  Winkel 
von  1200  besitzt. 

In  dem  First  dieses  Daches  ist  die  Geschwindigkeit  der  Fliissigkeits- 
teilchen  Null;  in  der  nach  der  positiven  Seite  der  y  liegenden  Dach- 
flache  steigen  die  Teilchen  geradlinig  und  gleichformig  verzogert  auf, 
bis  zum  First,  wahrend  sie  auf  der  entgegengesetzten  Seite  gleichformig 
beschleunigt  herabstiirzen.  Es  tritt  der  eigentilmliche  Fall  ein,  dafi  die 
freie  Oberflache  eine  scharfe  Kante  zeigt. 

Es  ware  vieUeicht  moglich  eine  derartige  Wasserbewegung  an- 
naherungsweise  darfdstellen.  In  weiter  Entfemung  von  dem  First  der 
freien  Oberflache  ist  die  Tiefe  der  Fliissigkeit  in  ihrem  Bett  sehr  klein, 
dagegen  die  Geschwindigkeit  sehr  grofi  und  vom  Werte  Yf/r.  Durch 
eine  der  Tiefe  entsprechende  Eintrittsoffnung  wQrde  sich  aus  einem 
Reservoir  mit  passender  Druckhohe  das  Wasser  mit  der  erforderten  Ge- 
schwindigkeit und  Richtung  in  den  nach  der  angegebenen  Leitlinie  ge- 
formten Kanal  hineintreiben  lassen,  und  wenn  es  gelange  einen  statio- 
naren  Zustand  herbeizufiihren ,  so  miifite  dieser  angenahert  dem  theo- 
retischen  Falle  entsprechen. 
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Andere  Annahmen  fiber  die  GroBe  des  Winkels  a  bieten  unter- 
geordnetes  Interesse.  Bei  der  Wahl  a  =  0  wiirde  zwar  die  freie  Grenze 
der  FlUssigkeit  durch  eine  vertikale  Ebene,  in  der  die  FlUssigkeit 
nach  den  Fallgesetzen  hinuntertropft,  gebildet  sein.  Aber  eine  solche 
Bewegang,  me  sie  die  obigen  Formeln  ergeben,  konnte  nicht  in  der 
gesamten,  wie  angegeben,  begrenzten  Fliissigkeit  statthaben^  da  in 
dem  Gebiete  grofier  Werte  von  r  der  Druck   wesentlich   negativ   aus- 

fallen  wQrde.     Nur  wenn  dem  Winkel  a  der  Wert  —  oder  ein  grofierer 

Wert  beigelegt  wird^  bleibt  es  ausgeBchlossen,  dafi  in  einem  Teile  des 
Fliissigkeitsgebietes  der  Druck  negativ  ausfallt.  Alsdann  ergibt  sich 
fur  die  freie  Grenze  der  Miissigkeit  eine  schiefe  Ebene,  welche  unter 
einem  geringeren  Winkel  als  30^  g^gen  die  Horizontalebene  geneigt  ist, 
an  welcher  die  Fliissigkeitsteilchen,  den  Gesetzen  der  schiefen  Ebene 
folgend^  herabfliefien,  wahrend  eiue  zweite  schiefe  Ebene  als  feste  Wand 

auftritt.  In  dem  Grenzfalle  a  =  --  jr  wiirde,  wie  zu  erwarten,  Bewegung 
nicht  auftreten 


Sur  les  donn^es  aux  limites  dans  les  equations  aux  d6riv6es 
partielles  de  la  physique  math^matique. 

Von 
J.  Hadamard  aus  Paxis. 

Parmi  les  diff^rents  syst^mes  de  conditions  par  lesquels  on  pent 
determiner  une  solution  d'une  equation  lineaire  aux  derivees  partielles 
du  second  ordre  (nous  nous  bornerons  ici  a  de  teUes  equations),  deux 
seulement  ont  ete  consideres  pendant  longtemps  par  les  geometres. 

L'Analyse  en  impose  un,  le  probleme  de  Cauchy,  celui  dans  le- 
quel  on  donne,  tout  le  long  de  la  frontiere  du  domaine  que  Ton  con- 
sidere,  la  fonction  inconnue  z  et  Tune  de  ses  derivees  premieres  (ce 
qui  revient  a  les  donner  toutes). 

Les  applications  physiques  peuvent  egalement  conduire  an  pro- 
bleme de  Cauchy,  pour  des  equations  du  type  hyperbolique:  c'est  ce 
qui  arrive  lorsqu'on  etudie  le  mouvement  d'un  milieu  indefini.  Mais 
elles  ne  conduisent  jamais  au  probleme  de  Cauchy  dans  le  cas  eUip- 
tique.  Dans  ce  cas,  le  premier  probleme  qui  se  soit  presente  aux  phy- 
sico-mathematiciens  est  celui  de  Dirichlet,  dans  lequel  on  donne,  sur 
une  surface  fermee,  les  valeurs  de  Tinconnue  seulc.  lis  se  sont  vite 
aperfus  qu'il  y  avait  egalement  lieu  de  considerer  le  cas  oil  ce  n  etait 
pas  la  valeur  de  z^  mais  celle  d*une  de  ses  derivees  (la  derivee  nor- 
male)  qui  ^tait  donnee  (probleme  hydrodynamique). 

II  y  a  d'ailleurs,  au  premier  abord,  contradiction  contre  les  resul- 
tats  rencontres  de  part  et  d'autre.  D'un  cote,  en  effet,  on  demontre  qu'on 
a  le  droit  de  se  donner,  sur  une  surface,  I'inconnue  et  une  de  ses  derivees 
et  que  le  probleme  ainsi  pose  est  possible  et  determine;  de  Tautre,  on 
constate  que  la  solution  est  entierement  determinee  lorsquon  fixe  soit 
Tune,  soit  Tautre  des  deux  donnees  precedentes.  Cette  circonstance 
s'explique  P  par  la  difference  qui  existe  entre  les  formes  des  frontieres 
considerees  dans  Tun  et  I'autre  cas,  celles-ci  etant  les  unes  fermees,  les 
autres  ouvertes;  et  surtout  2^  par  ce  fait  que  le  raisonnement  general 
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d'oii  reeulie  la  possibilite  du  probleme  de  Cauchy  suppose  les  donnees 
analytiques^  cette  possibilite  cessant  en  fait  avec  Fanalyticite  des  donnees 
dans  le  cas  elliptique. 

Mais  il  s'en  faut  que  les  deux  classes  de  probl^mes  dont  nous 
yenons  de  parler  soient  les  seules  auxquelles  on  puisse  avoir  affc^re. 
EUes  correspondent  tres  souvent^  au  contraire,  a  des  cas  extremement 
particuliers  ou  meme  exceptionnels.  Par  exemple,  1  etude  des  mou- 
vements  d'un  liquide  limite  en  tons  sens  par  une  paroi  solide  conduit 
a  se  poser,  relativement  a  une  fonction  harmonique  inconnue,  le  pro- 
bleme dit  hydrodynamique,  celui  dont  nous  avons  parle  plus  liaut. 
Mais  le  cas  d'un  liquide  renferme  dans  un  vase  enti^rement  clos  qu'il 
remplit  exactement,  ne  se  presente  jamais:  on  a  toujours,  en  fait,  a 
considerer  une  surface  libre.  On  se  trouve  alors  en  face  d'un  probleme 
notablement  different,  a  senrir  la  determination  d'une  fonction  harmo- 
nique par  les  valeurs  de  sa  derivee  normale  sur  une  parti e  de  la 
frontiere  (la  paroi  solide)  et  celles  de  Imconnue  elle-meme  sur  I'autre 
partie  (surface  libre). 

De  tels  probl^mes,  que  Ton  pent  appeler  problemes  mixtes,  odi 
la  nature  des  donnees  differe  d'une  partie  a  Tautre  de  la  frontiere,  se 
presentent  dans  toute  sorte  de  questions  analogues  relatives  aux  fonc- 
tions  harmoniques. 

Mais  les  equations  du  type  hyperbolique  appellent,  elles  aussi,  des 
observations  toutes  semblables.  Nous  avons  dit  que  la  propagation 
d'un  mouvement  dans  un  milieu  indefini  conduisait  au  probleme  de 
Cauchy.  II  en  est  tout  autrement  dans  le  cas  d'un  milieu  limite,  — 
c'est  a  dire  dans  le  cas  qui  se  presente  toujours  en  realite.  Si  on  tra- 
duit  analytiquement  le  probleme  physique  ainsi  pose,  on  est  conduit  a 
considerer  un  domaine  (a  quatre  dimensions)  limite  par  deux  sortes  de 
frontieres.  Sur  les  unes,  on  se  donne  Tinconnue  et  sa  derivee;  sur  les 
autres,  Tinconnue  seule,  comme  il  arrivait  dans  le  cas  elliptique. 
C'est  done  encore  a  un  probleme  mixte  que  Ton  a  affaire. 

Toutefois,  ce  probleme  mixte  est  loin  d'etre  de  meme  nature  que 
le  premier,  et  il  serait  a  souhaiter  que  Ton  eiit  a  sa  disposition  deux 
termes  differents  pour  les  designer.  Dans  un  cas,  en  effet,  on  n'a  nulle 
part  qu'une  donnee  a  sa  disposition  (a  savoir  soit  Finconnue,  soit  une 
d«'rivee)  tandis  que  dans  Tautre,  il  est  une  partie  de  la  frontiere  oH  les 
deux  donnees  de  Cauchy  sont  connues. 

La  solution  du  probleme  mixte  est,  pour  le  cas  elliptique,  assez 
analogue  a  celle  du  probleme  de  Dirichlet.  On  pent  le  ramener, 
comme  celle  de  Dirichlet,  a  la  formation  d'une  fonction  de  Green 
(dependant  des  coordonnees  de  deux  points);  la  seule  difference  est  que 
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les  cas  od  cette  fonction  de  Green  est  explicitement  connue  sont  tr^s 
rares. 

Pour  le  cas  hyperbolique,  les  differences  sont  beaucoup  plus  pro- 
fondes.  Gomme  on  pent  le  prevoir  d'apres  ce  qui  precede,  le  probl^me 
mixte  se  rapproche,  dans  une  certaine  mesure,  des  probl^mes  corre- 
spondant  au  cas  elliptique:  et,  en  effet,  la  difficulte  du  probleme  mixte, 
beaucoup  plus  grande  que  celle  du  probleme  de  Cauchy,  provient  de 
ce  que  la  solution  depend  essentiellement  de  la  forme  du  do- 
maine,  ainsi  qu'il  arrive  pour  le  probleme  de  Dirichlet.  Rien  de 
pareil  ue  se  produisiiit  pour  le  probleme  de  Cauchy:  si,  par  exemple, 
on  considere  le  cas  de  deux  variables,  il  suffit,  comme  on  sait,  pour 
resoudre  ce  probleme,  d'avoir  {oTtn6  la  fonction  de  Biemann,  laquelle 
ne  depend  que  de  I'equation  et  non  de  la  courbe  qui  porte  les  donnees. 

Au  contraire,  pour  le  probleme  mixte,  j'ai  pu,  dans  un  travail 
precedent*),  etablir  que  la  solution  depend  d'une  sorte  de  fonction  de 
Green  (definie  dans  le  travaU  en  question),  laquelle  depend  a  la  fois 
de  i'equation  et  de  la  forme  de  la  courbe  frontiere.  11  est  d'ailleurs 
des  cas  (tels  que  le  probleme  de  la  propagation  de  Telectricite  dans  un 
cable  limite)  oil  cette  fonction  de  Green  se  forme  trhs  aisement. 


*)  Sur  un  probleme  mixte  aux  ddriv^es  partielles  (BuU.  Soc.  Math. 
Fr.  t.  XXXI,  1903). 


(Jber  die  Mechanik  der  Elektronen. 

Von 
A.  SoMMERFELD  aus  Aachen. 

Die  Elektronentheorie  als  der  jiingste  nnd  hoffianngsvollste  SproB 
der  mathematischen  Physik  darf  heutzutage  ein  ganz  besonderes  Inter- 
esse  beanspruchen.  Bezeichnend  fur  die  ihr  innewohnende  Kraft  iet 
die  folgende  Tatsache:  Als  Lorentz  die  Theorie  ausbauie,  war  sein 
Blick  wesentlich  auf  die  alten  optiBchen  Probleme  der  Aberration, 
der  Fresnelschen  MitfQhrimg  usw.  gerichtet.  Seitdem  ist  eine  Fiille 
neuer  wunderbarster  Tatsachen  von  der  experimentellen  Forschung 
ans  Licht  gefordert  worden,  das  Zeeman-Phanomen,  die  Rontgenstrahlen, 
die  Bequerelstrahlen.  Dnd  bei  jeder  dieser  Entdecknngen,  die  von  dem 
urspriinglichen  Machtbereiche  der  Elektronen  femab  zu  liegen  schienen, 
hat  die  Theorie  ein  erlosendes  Wort  zu  sprechen  vermocht;  sie  hat 
entweder  das  Ratselhafte  der  Erscheinungen  in  allgemeinen  Umrissen 
erhellt  wie  bei  den  Rontgenstrahlen,  oder  sie  hat  wie  bei  dem  Zeeman- 
Phanomen  und  den  Radiumstrahlen  ganz  bestimmte  zahlenmafiige  An- 
haltspunkte  zur  Beurteilung  der  Erscheinungen  geliefert. 

Seit  Jahresfrist  war  ich  bemiiht,  mir  einen  neuen  Zugang  zu  dieser 
Theorie  zu  bahnen;  meine  Ergebnisse  habe  ich  in  den  „G6ttinger  Nach- 
richten"*)  mitgeteilt. 

Zunachst  kam  es  darauf  an,  das  von  einom  Elektron  bei  beliebiger 
Bewegung  erregte  elektrische  und  magnetische  Feld  zu  berechnen,  was 
in  auBerst  einfacher  Form  gelingt.  Als  Probe  gebe  ich  die  Formeln 
filr  den  besonders  einfachen  Fall  eines  gleichformig  fiber  seine  Ober- 
flache  geladenen  Elektrons  an.  Das  skalare  Potential  O  und  das 
Vektorpotential  81  (oder  genauer  gesagt,  der  „Rotationsbestandteil*^  des 
letzteren)  lauten: 

•)  Zur  Elektronentheorie,  Note  I  Marz  1904,  Note  II  Juli  1904:  die  Ergeb- 
nisse namentlich  der  Note  1  sind  vereinlacht  in  einer  Mitteilung  an  die  Amster- 
damer  Akademie,  November  1904.     Proceedings  pag.  346. 

Verb.  d.  III.  Inteniat.  Mathem.-Kongr.    Heidelberg  1904.  27 
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£  =  Ladung  des  Elektrons  (in  elektrostatischen,  Heavisidesclien 
Einlieiten  gemessen),  a  =  Radius  des  als  kugelformig  yorausgesetzten 
Elektrons,  %  =  yergangene  Zeit,  welche  yon  dem  Zeitpnnkte  t  aus  rilck- 
warts  gerechnet  wird,  II  =^  Abstand  des  Aufponktes  yon  der  Lage  des 
Elektronenmittelpunktes  zur  Zeit  t  —  Zy  SR  derselbe  Abstand,  als  Vektor 
aufgefafit,  xo  =  Winkelgeschwindigkeit  der  Rotation,  welche  nach  Achse 
und  GrSfie  beliebig  wechseln  darf,  [to  9ft]  =  Vektorprodukt  aus  Winkel- 
gescbwindigkeit  und  Fahrstrahl  9?,  c  =  Licbtgeschwindigkeit,  also  cr  = 
Lichtweg  wahrend  der  Zeit  r, 

la^  +  E^  —  cU^ 


X  = 


1        X. 
0' 


0 


je  nachdem  das  Dreieck  aus  den  Seiten  a,  R,  cr  moglich  ist  oder  nicht. 
Wenn  insbesondere^  wie  wir  in  der  Folge  yoraussetzen  woUen,  der 
Mittelpunkt  des  Elektrons  in  Rube  bleibt,  dieses  also  eine  reine  Rota- 
tionsbewegung  ausfiibrt,  so  reduziert  sicb  O  auf  das  gewobnliche 
elektrostatiscbe  Potential  und  %  auf 

|r-a| 
c 

jR  ist  in  den  konstanten  Abstand  r  des  Aufpunktes  yom  Elek- 
tronenmittelpunkte  Ubergegangen.  Fiir  innere  Punkte  lautet  die  untere 
Grenze  des  Integrals,  wie  aus  der  Bedingung  der  Dreiecksmoglichkeit 
heryorgeht,  (a  —  r)/c,  fiir  auBere  Punkte  (r  —  a)/c. 

Wesentlich  tiefer  gehend  als  die  Frage  nach  der  Darstellung  des 
Feldes  ist  die  dynamische  Frage  nach  dem  Ablauf  der  Bewegungen 
des  Elektrons.  Dem  fundamentalen  Ansatz  von  Lorentz  folgend, 
setzen  wir  die  Kraft  pro  Ladungseinheit  in  folgender  Weise  an: 

elektrische  und  magnetische  Feldstarke  ®  und  §  sind  dabei  aus  den 
Potentialen  O  und  %  in  bekannter  Weise  abzuleiten;  wenn  auBer  der 
Translationsgeschwindigkeit  t)  eine  Rotationsgeschwindigkeit  Xo  vor- 
banden  ist,  so  ist  aucb  diese  zu  beriicksicbtigen  und  t)  durch  t)  +  [tur] 
zu  ersetzen. 

Sodann  setzen  wir   die  Krafte  f  nach  den  Regeln  der  Statik   zu- 
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sammen  zu  einer  restdtiereuden  Einzelkraft  ^  und  einem  resultierenden 
Eraftepaar  91.  Diese  Zusammensetzung  ist  eine  recht  miihsame  Sacho; 
sie  gelingt  aber  trotzdem  bei  ganz  allgemeinem  Charakter  der  Trans- 
lations- Oder  Rotationsbewegong. 

Nimmt  man  an^  dafi  ein  aufieres  yon  der  Bewegong  unseres  Elek- 
trons  unabhangiges  Feld  nicht  vorbanden  ist^  and  dafi  das  Elektron 
keine  trage  Masse  im  gewohnlichen  Sinne  besitzt,  so  liefem  die  Resul- 
tierenden ^  und  yi  bekanntlich  zugleich  auch  das  Bewegungsgesetz  in 
der  Form 

5  =  0,     91-0. 

Ich  teile  bier  nur  die  Werte  von  5  und  91  bei  beliebiger  Rotations- 
be  wegung  um  eine  feste  Achse  mit: 

8a/o 

(3)  g  =  0,     =l*^^=Jm,_,(2a'-<^x')dx. 

0 

Das  Gesetz  ftir  den  Ablauf  der  freien  Rotationsbewegung  lautet 
daher  einfach: 

(4) 


/Tb,_^(2a«-cV)dr  =  0. 


t  =  2a/c  ist  diejenige  Zeit,  in  der  das  Licht  unser  Elektron  tlberstreicht. 
Der  Ablauf  der  Bewegung  wird  also  bestimmt  nicht  allein  durch  den 
Bewegungszustand  im  Zeitpunkte  t,  sondem  durch  den  Bewegungs- 
verlauf  wahrend  des  zwar  sehr  kurzen  aber  endlichen  Zeitintervalls  von 
der  Lange  r'  =»  2a/c.  Die  Bewegungsgleichung  erscheint  zunachst  nicht 
als  Differentialgleichung^  d.  h.  nicht  als  eine  Gleichung^  welche 
die  Augenblickswerte  von  Geschwindigkeit  und  Beschleunigung  zur  Zeit  t 
miteinander  verkniipft,  sondem  als  Integralgleichung,  welche  die 
Qeschwindigkeiten  wahrend  eines  endlichen  Zeitintervalles  verbindet. 

Von  der  Integralgleichung  geht  man  leicht  liber  zu  einer  Punk- 
tionalgleichung,  welche  den  Bewegungszustand^  d.  h.  den  Dreh- 
winkel  9^  die  Drehgeschwindigkeit  U)  und  die  Drehbeschleunigung  to 
zur  Zeit  t  mit  dem  Bewegungszustande  zur  Zeit  t  —  r'  in  Beziehung 
setzt.     Durch  partielle  Integration  ergibt  sich  namlich  aus  (4)  sofort: 

(5)  V  (Pt-f+^i)  +  ^'»*-t'+  9>t^f-  %=-  0. 

Natiirlich  kann  man  durch  Reihenentwickelung  die  Gleichung 
schliefilich  auch  in  die  Form  einer  Differentialgleichung  formal  um- 
schreiben,   die    dann   aber   naturgemafi  von  unendlich   hoher  Ordnung 

wird;  sie  lautet: 

27* 
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c)  (v  T-ih+ii  I,  -  i,)«-" + C  i  -  i)'"* + ■  •  -  »• 

Dafi  namlich  die  Probleme  der  gewohnlichen  Mechonik  allgemein  zu 
reden  auf  Differentialgleichungen  2**"'  Ordnung  ftthren,  liegt  offenbar 
daran^  daB  mit  der  Lage  und  der  Geschwindigkeit  des  Systems  auch  die 
Beschleuniguiig  und  der  weitere  Ablauf  bestimmt  ist.  Das  Integral  der 
fiewegungsgleichnng  kann  hier  ftir  jede  Koordinate  nur  zwei  Integra- 
tionskonstanten  enthalten.  In  der  ^^T&bermechanik*'  der  Elektronen  da- 
gegen  ist  der  weitere  Bewegungsverlauf  erst  bestimmt,  wenn  die  voran- 
gebende  Bewegung  wahrend  eines  endlichen  Zeitintervalles,  d.  h.  wenn 
aofier  Lage  und  Geschwindigkeit  auch  die  Beschleunigung  und  alle  hoheren 
Differentialquotienten  derselben  gegeben  werden.  Das  vollstandige  In- 
tegral der  Bewegungsgleichung  mu6  hier  notwendig  unendlich  viele  Inte- 
grationskonstanten  aufweisen  und  die  Bewegungsgleichung  daher  yon 
unendlich  hoher  Ordnung  werden. 

Sowie  die  seitherige  Theorie  der  Differentialgleichungen  recht  eigent- 
lich  auf  die  Probleme  der  Mechanik  zugeschnitten  war,  so  dtirfen  wir 
hoffen,  dafi  die  von  Hilbert  inaugurierte  Theorie  der  Integralgleichungen 
in  unserer  tTbermechanik  fruchtbar  werden  wird.  In  dem  einfachen 
vorliegenden  Falle  reichen  wir  indessen  mit  wohlbekannten  Methoden 
aus.  Da  unsere  Differentialgleichung  (6)  eine  lineare  mit  konstanten 
Koeffizienten  ist,  werden  wir  sie  in  Strenge  durch  eine  Exponential- 
funktion  losen.     Machen  wir  z.  B.  den  bequemen  Ansatz: 

(7)  q>  =  ^6«'y^% 

so  bleibt  die  Amplitude  A  willktirlich.  Der  Exponent  y  bestimmt  sich 
am  besten  aus  der  Funktionalgleichung  (5);  dieselbe  liefert  fur  y  eine 
Bedingung,  welche  sich  auf  die  einfache  Form  brtngen  lafit: 

(8)  ^"-Ity     Oder     tgy  =  y. 

Die  wohlbekannte  Untersuchung  dieser  transzendenten  Gleichung 
lehrt,  dafi  es  unendlich  viele  reelle  und  keine  komplexen  oder  rein  ima- 
ginliren  Wur/eln  y  gibt.  Die  kleinste  nicht  verschwindende  Wurzel  wird 
rund: 

y  =  4,50. 

Das  asymptotische  Gesetz  der  Wurzeln  von  grofiem  Betrage  lautet: 

2m +  1         «-, 
y  =     "Y — «     fttr     m  =  ±oo. 

Im  besonderen  zahlt  natiirlich  auch  y  =«  0  zu  den  Wurzeln. 

Das  Elektron  ist  also  einer  unendlichen  Serie  von  Eigen- 
schwingungen  fahig,   in  denen  es  ohne  Dampfung  hin-  und  her- 
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rotieren  kann.  Die  Eigenperioden  siud  allgemein  gegeben  durch  Jtr'/y. 
Dem  Wurzelwerte  y  =  0  entspricht  als  mogliehe  kraftefreie  Bewegung 
die  gleichformige  Rotation. 

Die  Moglichkeit  solcher  kraftefreier  Schwingungen,  bei  denen  das 
rilckdreliende  Moment  durch  das  Eigenfeld  des  Elektrons^  also  durch 
die  Bewegung  selbst  erzeugt  wird^  gehort  fraglos  zu  den  merkwQrdigsten 
Tatsachen  unserer  tjbermechanik.  Diese  Moglichkeit  ist  fdr  den  Fall 
gleichformiger  Volumladung,  wo  die  Yerhaltnisse  nicht  ganz  so  iiber- 
sichtlich  liegen,  wie  bei  gleichformiger  Oberflachenladung,  Ton  Hrn.  Her- 
glotz*)  entdeckt  worden.  Die  von  mir  hinzugeftigte  einfache  Darstellung 
des  Feldes  und  der  Bewegungsgleichung  wird  ein  tieferes  Studium 
dieser  Schwingungen  ermoglichen. 

Vielleicht  konnen  wir  uns  das  Zustandekommen  derartiger  Schwin- 
gungen durch  die  folgende,  natiirlich  sehr  rohe  Betrachtung  etwas  ver- 
standlicher  machen.  Indem  sich  das  Elektron  durch  eine  gewisse  erste 
Lage  I  hindurchbewegt,  sendet  es  eine  Wirkung  in  den  Raum  hinaus, 
die  es,  in  eine  zweite  Lage  11  gelangt,  teilweise  wieder  auffangt.  Die 
Schwingungsdauer  ist  nun  gerade  so  zu  bemessen,  dafi  der  hierbei  er- 
haltene  Antrieb  das  Elektron  wieder  nach  I  zuriickwirft. 

Noch  moge  erwahnt  werden,  dafi  die  Moglichkeit  unserer  Eigen- 
schwinguugen  keineswegs  etwa  an  das  Vorkommen  von  Gberlicht- 
geschwindigkeiten  gebunden  ist.  Die  bei  unseren  Schwingungen  auf- 
tretendeu  grofiten  Geschwindigkeiten  (am  Umfange  des  Elektrons)  hangen 
von  der  Grofie  der  Amplitude  A  ab,  und  sind  daher,  da  A  willkiirlich, 
fiir  unser  Problem  belanglos.  Wahlt  man  A  hiureichend  klein,  so  be- 
wegt  sich  jedes  Ladungselement  zweifellos  mit  Unterlichtgeschwindigkeit. 

Es  ist  verlockend,  von  dem  Spektrum  des  rotierenden  Elektrons 
zu  reden.  Wir  berechnen  also  aus  den  gefundenen  Schwingungs- 
perioden  die  zugehorigen  Wellenlangen: 

X  =  c  -    =       a. 
Y         y 

Leider  sind  diese  Wellenlangen  auBerordentlich  klein,  namlich  von  der 
Grofienordnung  des  Elektronenradius  a  und  es  haufen  sich  die  reziproken 
Wellenlangen,  als  Linienspektrum  aufgetragen,  nicht  im  Endlichen, 
sondem  im  Unendlichen.  Es  kommt  hinzu,  dafi  unsere  Schwingungen 
keine  Ausstrahlung  ergeben  konnen,  da  sie  ungedampft  sind.  Eine 
eigentliche  Analogic  mit  den  optischen  Spektren  ist  also  kaum  vor- 
handen.  Immerhin  ist  das  Vorhandensein  unserer  unendlichen  Serie 
von  Eigenschwingungen  bei   nur  einem   Grade  von    mechanischer  Be- 


*)  Zur  Elektronentheorie,  G5ttinger  Nachrichten,  November  1903. 
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wegungsfreiheit  (Rotation  um  eine  feste  Achse)  and  ohne  Zuhilfenahme 
einer  ^quasielastischen  Kraff',  wie  man  sie  in  der  Theorie  der  Dispersion 
anznnehmen  gezwungen  ist,  auch  ftlr  die  Anffassong  der  sichtbaren 
Spektren  von  Interesse. 

Mehrnach  der  mathematischen  Seite  zielt  die  folgende  Bemerkung: 
Wahrend  wir  durch  (7)  eine  einzelne  der  moglichen  Eigenschwingungen 
des  rotierenden  Elektrons  dargestellt  haben^  konnen  wir  nachtraglich 
nacb  der  allgemeinsten  kraftefreien  Rotationsbewegung  firagen.  Diese 
wird  sich  als  allgemeinste  tTberlagerung  der  Eigenschwingungen  dar- 
stellen  lassen^  dem  Umstande  entsprechend,  dafi  sich  das  allgemeine 
Integral  unserer  Differentialgleichang  (6)  aus  den  partikularen  Inte- 
gralen  (7)  linear  zusammensetzt  in  der  Form: 

oe 
0 

oder  reell  geschrieben: 

0  1 

Wir  diirfen  erwarten,  dafi  sich  dieser  Ausdruck  dem  in  allgemeinster 
Weise  Yorzuschreibenden  Anfangszustande  anpassen  l^fit.  Als  ^^Anfangs- 
zustand"  haben  wir  uns  die  Werte  von  g>  in  dem  Intervall  von  ^  =  0 
bis  ^  =  r'  wiUkiirlich  vorzuschreiben,  durch  welehe  Werte  dann  ver- 
moge  der  Integralgleichung  (4)  oder  der  FunktionaJgleichung  (5)  die 
folgende  Bewegung  festgelegt  ist.  1st  der  Anfangszustand  gegeben 
durch  g>=f(t),  so  haben  wir  also  zu  verlangen,  dafi  sich  die  will- 
kiirliche  Funktion  f{t)  zwischen  t  =  0  und  t  =  r'  in  der  Form  ent- 
wickeln  lafit: 

0  1 

Zum  Zwecke  der  KoefBzientenbestimmung  empfiehlt  es  sich  statt  der 
vorstehenden  Sinus-  und  Cosinusfunktionen  die  folgenden  linearen  Kom- 
binationen  derselben  einzuflihren: 

«*o  =  1,  w„  =  cos  (^J^  -  y„)  -  cosy^,  v^  =  sin  (^*  -  y^), 

welehe  den  sog.  Orthogonalitatsbedingungen: 
t'  r  t* 

fu^u^dt  =fu„v^dt  ^fv^v^dt  =  0 

0  0  0 

bei  nicht  identischem  n  und  m  gendgen  und  daher  eine  EoefGzienten- 
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beBtimmung  genau  in  Fourierscher  Weise  gestatten.    Unsere  hiemacli 
modifizierte  Form  der  fraglichen  Beihenentwicklang  lautet: 

x' 


V 


V, 


ff(t)uMdt        fmv^mt 


m  -  2j'nK(t)  +  2j  ^n^n{t\   C^  =» 


d.- 


S<mt 


fv„^{t)dt 


tTbrigens  kommt  ein  spezieller  Fall  derselben  bereits  bei  Fourier  selbst 
gelegentlich  der  Warmeleitung  in  einer  Kugel  vor,  derjenige  namlich, 
wo  vermoge  besonderer  Symmetrie-Eigenschaften  von  f  die  Koeffizien- 
ten  c  samtlich  verschwinden.  In  diesem  Spezialfalle  kann  man  z.  B. 
nach  Cauchy  den  Beweis  filr  die  Moglichkeit  der  betr.  Entwicklung 
in  Strenge  erbringen;  es  unterliegt  wohl  keinem  Zweifel,  dafi  der  Be- 
weis  auch  auf  die  von  uns  postolierte  allgemeine  Entwicklung  aus- 
gedehnt  werden  kann.  Die  Elektronentheorie  erweist  sicli  hierbei  als 
heuristisches  Hilfsmittel  zur  Auffindung  mathematiecher  Satze  in  dem- 
selben  Mafie  wie  in  frfiheren  Zeiten 
die  Warmeleitungs-  oder  die  Po- 
tentialtheorie. 

Die  naheren  Umstande  bei 
den  freien  Rotationsschwingungen 
konnen  wir  uns  durch  die  Unter- 
suchung  des  Feldes  und  des 
Energieflusses  deutlicher  machen. 
Ausgehend  von  der  Formal  (2) 
fiir  31  berechnet  man  leicht  in 
jedem  Punkte  auBerhalb  und  inner- 
halb  des  Elektrons  die  Feldstarken 
@  und  ^.  Man  findet,  dafi  im 
Aufieren  fiir  die  freien  Schwing- 
ungsperioden  gerade  ?l=0,  ^  =  0 
wird.  Im  Aufieren  haben  wir  da- 
her  auch  keinen  Energieflufi  und 
keine    andere    Energie    als    die- 

jenige  elektrostatische,  die  der  ruhenden  Ladung  zukommt. 
tragi  in  den  hier  gewahlten  Einheiten: 


Fig.  1. 


Diese  be- 


(9) 

Im  Innem  dagegen  sind  31  und  daher  auch  @  und  ^  von  Null  ver- 
schieden.  Wenn  man  den  Energieflufi  @  =  c[@^]  bestimmt^  so  findet 
man  einfache  Formeln^  die  mit  der  vorstehenden  Figur  aquivalent  sind. 
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Die  Drehachse  AA  ist  aufrecht  gezeichnet;  in  dieser  ist  der  Energie- 
flufi  natiirlich  Null,  desgleichen  an  der  Oberflache  des  Elektrons,  weil 
nach  aufien  keine  Energie  abgegeben  wird.  Die  Stromungslinien  der 
Energie  liegen  in  den  Meridianebenen  durch  die  Drebachse.  In  der 
Figar  ist  zugleich  die  Starke  des  Energieflusses  durch  die  Starke  des 
Ausziehens  dieser  Linien  angedeutet.  Nach  einer  viertel  Schwingungs- 
dauer  kehren  die  Pfeile  des  Energieflusses  ihren  Sinn  um.  NattLrlich 
stromt  die  Energie  nicht  inkompressibel,  es  findet  vielmehr  eine  ab- 
wechselnde  Verdichtung  und  Yerdtinnung  der  Energie  nach  dem  in  der 
Aquatorebene  um  0  durch  die  Punkte  P,  Q  hindurchgelegten  Kreise  bin 
statt.  Aufier  den  Str5mungslinien  sind  ihre  orthogonalen  Trajektorien, 
welche  fQr  die  Konstruktion  der  ersteren  ntltzlich  sind,  punktiert  ein- 
getragen. 

Der  gesamte  Energieinhalt  des  Elektronen-Innem  bestimmt  sich 
durch  die  einfache  Formel: 

(10)  Tr,=  J;f*(l+y«)BinV. 

Wenn  die  Amplitude  A  nicht  zu  klein  ist,  kann  dieser  Energieinhalt 
ein  ganz  betrachtlicher  sein.  Verglichen  mit  dem  Gehalt  des  ganzen 
Aufieren  an  elektrostatischer  Energie,  Gleichung  (9),  haben  wir: 

^^  =  |^»(l  +  y»)9mV. 

Dies  gibt  filr  die  Grundschwingung  y  =  4,50  nnd  beispielsweise  fiir 
die  Amplitude  A^%: 

-^  ==  132 

Wahrend  sich  die  Energie  W^  als  elektrostatische  Wirkung  auBert,  ist 
die  mehr  als  hundertfache  Energie  W^  voUig  latent  und  nach  auBen 
bin  durch  nichts  bemerkbar. 

Stellen  wir  uns  schlieBlich  etwa  vor,  daB  durch  irgend  einen  ge- 
heimnisvollen  Eingriff  diese  latente  Energie  der  Rotationsbewegung  in 
wirksame  Energie  der  Translationsbewegung  verwandelt  wird!  Die 
letztere  kann  man  der  Hauptsaehe  nach  rich  tig  als  kinetische  Energie 
lLV^/2  berechnen,  wenn  r  der  Lichtgeschwindigkeit  nicht  zu  nahe  kommt. 
Dabei  ist  die  elektromagnetische  longitudinale  Masse  ft  in  bekannter 
Weise  folgendermaBen  zu  deiinieren: 


=   fl  i_  P  j_  A  i^  j_        I 


Indem  wir  also  die  Rotationsenergie  W^  gleich  der  Translationsenergie 
|[it;y2  setzen,  ergibt  sich: 


C.  Vortr&ge  in  den  Sektionssitzungen :  Sommerfeld.  425 

I  Ai+r^  .tav- ?;  II +f ::+•••)• 

Soil  z.  B.  die  Geschwindigkeit  v  gleich  c/2  werden,  so  ist  dazu  als 
Grofie  der  urspriinglich  vorhaadenen  Amplitude  A  unter  Voraussetzung 
der  Gnindschwingung  y  =  4,50  erforderlich  ^  =  0,13  =  7*^,5. 

Die  letzten  Betrachtungen  habe  ich  bier  unter  dem  Gesicbtspunkte 
mitgeteilt,  daB  sie  eine  Art  Modell  fiir  eine  moglicbe  Konstitution  des 
Radiumatoms  liefem  konnen.  Es  stebt  nicbts  im  Wege,  die  Elek- 
tronen,  die  am  Aufbau  des  Radiums  beteiligt  siud,  mit  Rotationsenergie 
auszustatten.  Jfebmen  wir  ferner  lediglicb  der  Einfacbbeit  wegen  an, 
dafi  sie  Oberflacbenladung  baben,  so  ist  nacb  aufien  bin  zunacbst  nicbts 
von  einer.Wirkung  dieser  Energie  zu  verspilren.  Wenn  sicb  aber  die 
rotiereude  Bewegung  irgendwie  in  fortscbreitende  umsctzt,  so  baben 
wir  schon  bei  mafiigen  Rotationsamplituden  fortscbreitende  Gescbwindig- 
keiten  zu  erwarten,  die  mit  den  beobacbteten  Gescbwindigkeiten  der 
/^-Bequerelstrablen  vergleicbbar  sind. 

Unser  Modell  des  Radiumatoms  lafit  sicb  plausibler  gestalten,  wenn 
wir  die  Rotationsbewegung  am  Orte  durcb  eine  Kreisbewegung  ersetzen, 
die  ebenfalls  bei  gewissen  Werten  der  Umlaufzeit  eine  moglicbe  krafte- 
freie  Babn  des  Elektrons  darstellt.  Denken  wir  uns  diese  Babn  irgend- 
wie gestort,  so  baben  wir  nicbt  erst  die  Transformation  der  Rotations- 
in  Translationsenergie  notig,  sondern  konnen  uns  direkt  vorstellen,  daB 
das  eine  oder  andere  Elektron  das  System  der  iibrigen  Radiumelektro- 
nen  vcrlaBt  und  als  Bequerelstrabl  in  die  Erscbeinung  tritt. 


Recbneriscbe  Erganzungen.  Die  Formeln  (1)  sind  in  meiner 
Note  I,  Gott..  Nachr.  1904  Heft  2,  §  5  und  6,  die  Gleicbungen  (3)— (6) 
in  meiner  Note  U.  ebenda  Heft  4,  §  19  und  20  abgeleitet. 

Das  Vektorpotential  St  auBerbalb  des  Elektrons,  r'>a. 
Indem  wir  in  (2)  eintragen: 

und  unter  I  einen  Einheitsvektor  in  'Ricbtung  der  Drebungsacbse  ver- 

steben,  baben  wir: 

(11)  Sl  =  |^«^'[lt]e>"""'J-, 

mit  der  Abkilrzung 

/'  +  a)/e 

Als  geeignete  Integrationsvariable  benutze  man  eine  Gbrofie  u,  die  mit  r 


somit 
(13) 
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durch  die  Gleichung  cz  ^r  +  au  zusammenhangt.     Es  wird  dann  mit 

Riicksicht  auf  r'=  2a/c: 

+1 

-1 

=  -.T.-""'(H-  +  7-)('»"'-t')' 

Wegen  der  Gleichung  (8)  ist  daher  im  ganzen  Aufienraum  21  =  0, 
also  auch: 

^  =  rotSt  =  0,  @  =  c[®$]  =  0. 

Das  Vektorpotential  3t  im  Innern  des  Elektrons^  r<ia. 
Wir  konnen  auch  jetzt  von  Gleichung  (11)  ausgehen,  wenn  wir  in  dem 
Werte  von  J  das  Vorzeichen  der  unteren  Grenze  abandem: 

ia  +  r)/c 

(14)  J  ^Je-^'r^l^  ^'  +  ;'~''--dT. 

(a-r)/c 

Als  Integrationsvariable  empfiehlt  sich  jetzt  eine  Grofie  u,  die  wir 
folgendermafien  definieren:  cr  =  a  +  rw.  Fiihren  wir  noch  die  Ab- 
kfirzung 

'   a 

ein,  so  ergibt  sich  mit  Riicksicht  auf  t'=  2a/c: 

+  1 

J=  2^H  «"'^  /^"•^'"('^'-  '^(^rM  -  rV)rfw 
1     _,.y  /2ar»    ,    2r«\  /        „       sin  r\ 
somit 

(15)  a  =  jf^.  [trie'"  (V-0  (1  -  1)  (cos  r-  «^"/). 

Man  beachte,  dafi  21  filr  r  =  0,  F  =  0  endlich  bleibt  und  fflr  r  =  a, 
r  =  y  verschwindet,  also  stetig  in  den  auBerhalb  des  Elektrons  herr- 
schenden  Wert  21  =  0  iibergeht. 

Die  Feldstarken  @  und  ^  im  Innern  des  Elektrons.  Diese 
sind  allgemein  mittels  der  Potentiale  O  und  21  folgendermafien  bestimmt: 

Da  in  unserem  Falle  das  skalare  Potential  O  im  Innern  des  Elektrons 
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konstant  ist,  so  haben  wir  direkt^  indem  wir  von  dem  komplexen  Werte 
zu  seinem  reellen  Teil  7;9ie^  iibergehen 

(16)        e Lf.^-l^  [Ir]/-(r)gie  { (ty  +  1)6" f^"') ) 

bei  Benutzung  der  Abkiirzung: 

/i  T\  r/  \        1   /        ri      81*^  A        1    d  sin  r 

Man  fiberzeugt  sich  femer  leicht^  dafi 

rot{[Ir]/-(r)}  =  2lAr)  +  [r[Ir]]f^-f  =  l(2/-  +  rJ0-r(Ir)-^^f, 

wobei  (Ir)  das  skalare  Produkt  aus  r  und  (  bedeutet.     £s  wird  daher 

(18)    «  -  roia  -  t|  (t(2/+  r  ^)  -  ,(t.)  ±  ^-Q «.((.-  i)e" &'-) |. 

Der  EnergiefluS  ®  =  c[@$].     Das  Produkt  der  beiden  reellen 
Telle  „9ic"  in  @  und  §  betragt: 

|- yBiny(y-l)+ cosy  (^-l))  (cosy  (y-l)+ysiny(y-l)) 

=  eos2y(--l)  +  i-^sin2y(--l), 

oder  wegen  der  Gleichung  tgy  =  y: 


co.2,(V-l)+-Sf-2,f4-l) 


Bin- 


4yt 

T 

sin  2y  ' 


Bei  der  Berechnung  von  [@§]  sind  femer  zu  bilden: 

[[Irin  =  r  -  I(rl),      [[Ir]r]  =  r(Ir)  -  Ir». 
Mit  Rficksicht  auf  Vorstehendes  ergibt  sich  nun: 


.   4y* 
sin  — 


s  -  mm  -  -  64)"  zisw  l'(2^+ '-^"- 1-0  -  2<(")aK. 

@  moge  in  seine  drei  rechtwinkligen  Eomponenten  ©^,  ©y,  ©, 
zerlegt  werden^  und  es  moge  die  ;2r-Aclise  mit  der  Richtung  von  I;  d.  h. 
mit  der  Drehachse  zusammenfallen.     Dann  ist 


also 


®, 


@. 


V 

©J 


{xV)='Z,    r»-(tl)«=x»+y» 


4y« 


(-    ^  v  J    ^     Bin  — r- 
kn]     a    8in2y' 


»(«f+'-^"aD. 


x^  +  y^df 
,x[+y^df 


dr' 
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Der  Energieflufi  findet  daher  tiberall  in  den  Meridianebenen  durch 
die  Drehachse  statt;  in  der  Drehachse  selbst  (a;  =  y  =»  0)  sowie  auf  der 
Oberflache  des  Elektrons  (r  =  a,  ■r'=y;/'=0)  verschwindet  ®;  will 
man  hier,  was  zulassig  ist,  trotzdem  von  einer  Richtung  des  Energie- 
flusses  sprechen,  so  kann  man  sagen:  sowohl  anf  der  Drehachse  wie 
auf  der  Oberflache  steht  der  (der  Gh-oBe  nach  verschwiudende)  Energie- 
flufi senki-echt.  Wenn  wir  t  um  cine  viertel  Schwingungsdauer  nxj^y 
vermehren,  kehrt  der  Energieflufi  seine  Richtung  um. 

Zum  Zwecke  der  genaueren  Zeichnung  bemerke  man,  dafi  der 
Vektor  @  gleichgerichtet  isfc  mit  dem  Vektor 

!l  =  grad{(a^ +»/»)/•), 
dessen  Komponenten  lauten: 

Somit  werden  die  orthogonalen  Trajektorien  des  Energieflusses  in  jeder 
Meridianebene  dargestellt  durch  die  Gleichung 

{cc^  +  y^)f  =  const. 

Es  sind  dies  Ovale,  welche  im  Falle  der  Grundschwingung  in  jeder 
Meridianebene  zwei  Punkte  P,  Q,  symmetrisch  zur  Drehachse  auf  dem 
zu  dieser  senkrechten  Durchmesscr  gelegen,  umschliefien.  Aus  diesen 
Punkten  milssen  daher  die  Linien  des  Energieflusses  hervorquelien,  um 
auf  der  Drehachse  oder  auf  der  Oberflache  des  Elektrons  senkrecht  zu 
endigen.  Der  durch  die  Punkte  P,  Q  in  der  Meridianebene  gelegte  imd 
mit  dem  Elektron  konzentrische  Kreis  gehZirt  ebenfalls  zu  den  Stro- 
mungslinicn  der  Energie.  Der  in  der  Aquatorebene  durch  dieselben 
Punkte  gelegte  Kreis  kann  als  Knotenlinie  der  Energiepulsation  be- 
zeichnet  werden. 

Den  vorstehenden  Angaben  gemafi  ist  die  Pigur  des  Teites  ge- 
zeichnet  worden.  Bei  den  Oberschwingungen  gibt  os  mehrere  Punkte- 
paare  vom  Charakter  des  Paares  P,  Q  und  daher  weitere  Unterteilungen 
des  Kugelinnern. 

Der  Energieinhalt  des  Elektrons.  Aus  der  obigen  Berechnung 
von  @,  Gleichung  (16),  folgt: 

0, 
also  als  zeitlicher  Mittelwert  des  Quadrates  des  absoluten  Betrages  von  @: 


=  iia  (-  y  siny  (^  -  1)  +  cos  y  ^4  -  l))  f{r) 
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Ahnlich  folgt  aus  den  obigen  Angaben  iiber  §,  Gleichung  (18): 

Wir  integrieren  zunachst  (£*  und  ip*  fiber  eine  Kugelflache  vom  Radius  r, 
wobei  sowohl  r  wie  /*  und  df/dr  als  konstant  zu  behandeln  sind.     Da 


so  entsteht: 
(19) 


Der  Gehalt  des  ganzen  Innem  an  elektrischer  und  magnetischer  Energie, 
im  Mittel  der  Zeit,  ergibt  sich  nun  zu: 

a  a 

(20)  W,  =  l  fdrj&dif,  W„  »  I  Jdrj\H6. 

Bei  der  Integration  von  §*  nach  r  verschwindet  der  folgende  Teil: 

a  a 

0  0 

weil  an  der  oberen  Grenze  f,  an  der  unteren  r  verschwindet.  Wir 
haben  daher  nach  (19)  und  (20)  einfach: 

(21)    w=  W.+ w.~^Z''t'fir+ (f lOV"- 

0 

Letztere  Grofie  stellt  iibrigens,  da  der  EnergiefluB  durch  die  Oberflache 
des  Elektrons  Null  ist,  nicht  nur  den  zeitlichen  Mittelwert,  sondem 
zugleicH  auch  den  Augenblickswert  des  Energieinhaltes  dar. 

In  (21)  benutzen  wir  als  Integrationsvariable  die  GroBe  r=yrja 
and  fOhren  die  Abkiirzungen  ein: 


sin  r  1  du 

u  = 

Dann  haben  wir 


"  =  -z^'     "^TdT- 
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0  0 

u 
Die  Funktionen  w  und  v  geniigen  den  folgenden  DifiFerentialgleichimgen: 

df'+rdr  +  «  =  ^' 

Multiplizieren  wir  die  erste  mit  r^du/dr^  die  zweite  mit  F^dv/dF  und 
integrieren  von  0  bis  y,  bo  folgt: 

Z'- '-?  i^ ''''+ 2/^' (I?)" ''^+/'"«  I?  ■"-- ». 

Das  erste  Glied  laBt  sich  in  beiden  Gleichungen   durch  partielle  Inte- 
gration auf  das  mittelste^  das  letzte  Glied  auf 

Jr'u'dF^Js'm^FdF  Oder  J F^v^dF^jF'  (l?)'^^ 

znnickfuhren.    Man  erhalt  daher,  wenn  man  beriieksichtigt,  dafi  du/dF 
fiir  F  =  0  und  F  =  y  versehwindet: 

=  ^  /*sin»rrfr-3ysinV, 
somit  ^  «/ 

0  0 

=  9(y  —  ^^~)  —  7y  sin^j/  =  2y  sin^y, 

letzteres  vermoge  der  Gleichung  tgy==y, 

Gehen  wir  auf  den  Ausdruck  (22)  von  W  zuriick,   so   haben  wir 

aus  deni  die  weiteren  Schliisse  des  Textes  gezogen  sind  (s.  Gleichung  (10), 
wo  nur  Wf  statt  W  geschrieben  wurde). 
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GegensatzlichesYerhalteneiner  rotierenden  Volnmladung. 
Wenn  ein  gleichformig  tlber  sein  Volumen  geladenes  Elektron  nach 
dem  Gesetze  (7)  rotiert,  so  ist  nach  Gleichung  (29)  meiner  ersten  Note 
das  Vektorpotential  im  AuBeren  desselben  folgendermaSen  zu  berechnen : 

ir-a)/c 

Piihren  wir  eine  Integrationsvariable  u  ein  dureh  die  Beziehung  ct  = 
r  +  aUy  so  wird 

J=  -5_-g-'yr/a   /g-.yu(^2_  4^^^  _  2a*u»+  4aru»+  aV)dw 

—  ?^-"*(i-;-i)(«»r  +  -=^(^-i)), 

somit 

(20)     «  =  £^^  [I.]."  f^  -  i)  (1  -  S^)  (oo.  ,  +  SH  (^-  _  ,)). 

Von  dem  fruheren  Werte  (13)  des  Vektorpotentials  bei  Oberflachen- 
ladung  unterscheidet   sich   dieser  Ausdruck   im    wesentlichen   dadurch^ 

dafi  der  friihere  Paktor  cos  y ^  ersetzt  ist  durch 

co8y  +  -^(V-l> 

Nach  Analogic  mit  dem  Prttheren  liegt  die  Vermutung  nahe,  dafi  wir 
die  Eigenschwingimgen  im  jetzigen  Falle  erhalten  mochten,  indem  wir 
diesen  Faktor  gleich  Null  setzen,  also  die  Eigenperioden  aus  der  trans- 
zendenten  Gleichung 

(21)  tgy  =  8~-. 

bestimmen.  Diese  Schwingungen  wiirden  wieder  nach  aufien  hin  latent 
sein,  keine  Ausstrahlung  ergeben  und  daher  ungedampft  verlaufen,  so- 
fern  sie  iiberhaupt  nach  den  dynamischen  Prinzipien  der  Elektronen- 
mechanik  moglich  sind.  Indessen  zeigt  es  sich,  dafi  unsere  Vermutung 
irrig  ist.  Die  Eigenschwingungen  werden  nicht  durch  Gleichung  (21), 
sondem  durch  Gleichung  (100')  meiner  zweiten  Note  (zuerst  von  Her- 
glotz  gefunden)  bestimmt.  Wir  schreiben  Gleichung  (100')  moglichst 
im  Anschlufi  an  das  Vorhergehende,  indem  wir  dort  /J  =  2iy  setzen: 

-y6_3y(y«-3iy  — 3) 

(22)  tgy  = 


_y5+(y._3)(y«~3»y-3) 
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Diese  Gleichnng  unterscheidet  sich  von  (21)  durch  die  Glieder  mit  y* 
im  Zahler  und  Nenner^  uach  deren  Streichung  sie  mit  jener  identisch  wird. 
Jedenfalls  verschwindet  flir  die  durch  Gleichung  (22)  bestimmten 
Werte  von  y  der  Ausdruck  (20)  fiir  das  Vektorpotential  %  im  Aufieren 
des  Elektrons  nicht.  Die  Eigenschwingungen  bei  Volumladong  sind 
daher  nach  auSen  bin  nicht  latent^  sie  geben  Ausstrahlung  und  miissen 
dementsprechend  gedampft  sein.  In  der  Tat  hat  Herglotz  bewiesen, 
daB  Gleichung  (22)  keine  reellen,  sondeni  lediglich  Wurzeln  mit  positiv 
imaginarem  Teile  haben  kann.  Der  auffallige  Gegensatz  zwischen 
Oberflachen-  und  Volumladung^  der  Umstand  namlich^  daB  im  einen 
Falle  die  Eigenschwingungen  ungedampft,  im  andern  Falle  gedampft 
Bind,  findet  sonach  durch  die  Bestimmung  des  von  diesen  Schwingungen 
nach  auBen  erregten  Feldes  seine  Erklarung.  Er  hangt  damit  zu- 
sammen,  daB  bei  gleichformiger  Oberflachenladung  zufalligerweise  die 
Perioden  der  nach  auBen  latenten  Schwingungen  und  der  Eigen- 
schwingungen zusammenfaUen,  daB  dagegen  bei  gleichformiger  Volum- 
ladung  oder  bei  allgeraeiner  Ladungsverteilung  diese  Perioden  aus- 
einanderfallen. 


On  the  Development  of  the  „Au8dehnung8lehre"  according  to 
the  principles  of  Statics. 

Von 
R.  W.  Genese   aus  Aberystwyth. 


In  a  paper  read  before  the  Association  Francaise  at  Caen  in  1894 
the  present  writer  explained  how,  for  the  plane,  Orassmann's  pro- 
gressive and  regressive  mnltiplications  could  be  easily  interpreted  and 
explained  by  the  principles  of  Statics.  In  this  paper  the  treatment  is 
extended  to  real  space  of  three  dimensions.  The  general  arguments 
of  the  former  paper  respecting  mass -points  and  forces  will  be  assumed 
in  this,  but  some  details  must  be  considered. 

1.    A  mass -point  P  is  given  by  the  equation 

P--2m,A,  (1) 

its  intensity  being  2Jm^. 

If  however  £m^  =  0,  let  the  positive  members  of  the  right  side 
be  collected  into  one  mG  and  the  others  into  —mH,  then  two  cases 
may  arise: 

P.  if  6?  =  IT  (i.  e.  G  coincide  with  H),  the  masses  balance  and 
the  left  side  must  be  replaced  by  zero  (this  case  is  excluded, 
of  course,  if  the  points  A  form  an  independent  system); 
2^.   G=^H,  then  the  right  side  of  (1)  =m{G-H),  and  P  is 

a  point  of  zero  mass  at  infinity  or  a  vector. 
At   this   early   stage   in  the   subject   an   interesting  theorem   pre- 
sents itself. 

If  masses  at  the  vertices  of  a  tetrahedron  A^A^A^A^  be  displaced 
to  any  points  A^,  A^j  A^,  A^  respectively,  then  ratios  may  be  so 
chosen  that  their  mass -centre  is  undisturbed. 

For,  let  ^/=  «i  A  +  «s^j  +  »8 A  +  «4^4  > 

-4,'=  \A^  +  \A^  -f  etc., 
^'=q.4i-i-etc., 
-4/=  d^A^-\-  etc., 
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with  the  conditions 

IJa^l,     2:6  =  1  etc. 

The  centre  of  masses  w^,  fw,,  wtg,  w^  at  A^\  A^\  A^\  A^  is 

{rn^a^  +  w,6i  +  mjCjL  +  w^dj)  J.^  +  (w^a,  +  etc.)  A^  +  etc. 

This  will  coincide  with  the  centre  of  the  same  masses  at  A^^  A^y  A^,  A^ 

if       Wj^Oj  +  w,6i  +  »w,Ci  + w^d^^  Wj         1 
and  three  similar  equations  are  consistent.  J 

The  necessary  condition  is 


-0. 


But  this  occurs^  because  the  sum  of  each  column  is  zero;  three  of 
the  four  equations  (X)  then  give  m^ :  m^  :  wig  :  m^.  If  however  the  te- 
trahedron A^A^A^Al  be  a  displaced  position  of  A^A^A^A^  and  if 
the  displacement  can  be  efiPected  by  a  rotation  about  an  axis  l^  then 
any  point  whatever  of  I  gives  a  solution  of  the  problem  (m,,  Wj,  Wj,  m^ 
being  regarded  as  tetrahedral  coordinates).  In  that  case  any  two  of 
the  equations  (X)  represent  planes  whose  intersection  gives  the  axis 
of  rotation.  It  is  further  obvious  that  if  the  equations  (X)  admit  of 
only  one  solution;  then  an  axis  of  rotation  cannot  exist:  to  illustrate 
this  case  suppose  A(y  A^  etc.  to  be  obtained  by  joining  A^^  A^  etc. 
to  any  point  0  and  producing  so  that  A^O^OA^  etc.,  then  the 
point  0  has  the  same  coordinates  referred  to  either  tetrahedron,  but 
no  axis  of  rotation  can  exist.*) 

2.     The  multiplication  of  two  imit-mass  equations 

T?^Em^A^, 

gives  a  force -equation 

P^  =  Z{m^n^  —  m^n^)A^A^. 

Two  special  cases  may  occur: 

*)  The  above  theorem  is  easily  confirmed  thus:  we  know  that  a  linear  rela- 
tion connects  any  four  given  vectors  in  space;  therefore 

4  4  4 

^m^{A;  —  Ar)  =  0,     or     ^m^A^  =  ^m^A^. 
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1^   If  one  of  the  two,  say  Q,  be  a  vector  =  G^  —  fl,  we  have 

=  a  force  through  P  equal  and  parallel  to  HG 
and  in  the  same  sense, 

i.  e.  PQ  is  along  the  line  joining  P  to  the  point  at  infinity  on  HG 
produced  through  G.  In  this  theory  then  we  must  consider  a  straight 
line  as  having  two  points  at  infinity  and  modify  Euclid's  first  postu- 
late thus,  —  the  problem  of  drawing  a  straight  line  from  one  point 
to  another  in  general  admits  of  one  solution  only  but  that  of  joining 
two  antipodal  points  at  infinity  is  poristic. 

The  two  points  are  indistinguishable  in  the  analytical  geometry 
of  the  straight  line,  but  that  of  the  circle  supports  the  theory;  for, 
the  equation  to  a  chord  of  a  circle  of  radius  r  is 

X  COS  -  g—  +  y  sm  — ^  *-  =  r  cos  —^ 

Let  a  =  /J  +  3r  and  r  become  infinite,  then 

—  X  sin/J  +  y  co8/J  =  ooxO 
=  anything 

and  the  join  is  one  of  a  system  of  parallels. 

The  analogy  with  spherical  geometry  is  obvious. 
2^.     If  the  other  P  be  also  a  vector  =»  E  —  -F,  say 

PQ==EQ-^FQ 

=  a  force  through  E  together  with  an  equal 

unlike  parallel  force  through  F 
=  a  couple, 

or,  thus,  assuming  the  theory  of  vectors  we  may  draw  them  from  the 
same  point  A^  say 

P^B-A, 

Q-C-A, 
then  PQ==BC^BA-  AC 

=  BC+CA  +  AB 

=  a  couple. 

3.  Conversely  if  a  form  of  the  second  class  S  =  UmA^A^  can 
be  resolved  into  factors  it  represents  a  force  or  a  couple;  if  not,  of 
course,  a  wrench. 

Grassmann  obtained  the  necessary  condition  in  the  elegant  form 
SS  =  0;    it  may   however  be   more  useful  to  show  how   to   construct 

28* 
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the  force  in  the  case  in  which  the  forces  are  reduced  to  a  system 
acting  along  the  sides  of  a  tetrahedron  of  reference  A^A^A^A^, 

Let    S^aA^A^  +  bA^A^  +  cA^A^  +  fA^A^  +  gA^A^  +  hA^A^ 
and  one  of  the  coefficients,  a  say,  not  zero;  then  identically 
aS  =  (flA^  +  hA^  +  cA^)  (aA^  —  gA^  +  A  J,) 
+X(^f+bg  +  ch)A,A^ 
^  PQ  +  mA^A^     say. 
Here  P  is  in  the  plane  A^A^A^,   Q  in  A^A^A^  and  since  a  does  not 
yanish,   the  line  PQ  cannot  meet  A^A^,     Hence  the  system  iS  is  a 
wrench  unless  w  =  0. 

Therefore  af+hg  +  ch^^^O  (1) 

is  the  necessary  condition  that  S  may  reduce  to  the  form  PQ, 

If  now  a  +  6  +  c  =  0,  (2) 

P  is  a  vector  and  P^  a  force  as  in  §  2,  1®. 

If  also  a-g  +  h^O,  (3) 

^  is  a  vector  and  P(?  a  couple  as  in  §  2,  2®. 
From  (1),  (2)  and  (3)  we  can  deduce 

b-h  +  f^O,  (4) 

c-f  +  g-O.  (5) 

In  fact  from  any  three  of  the  five  equations  (1)  to  (5)  the  other  two 
can  be  deduced. 

These  special  conditions  for  a  couple  may  however  be  ob- 
tained more  directly. 

The  last  three  terms  of  S  give  rise  to  a  force  in  the  plane 
A^A^A^]  the  first  three  to  a  force  through  A^  and  the  point 
aA^  +  bA^^  cA^.  If  then  S  be  a  couple,  this  last  point  must  be 
at  infinity  and  a  +  6  +  c=-0.  Similarly  by  other  partitions  of  S 
a— ^-j-/i  =  0    or   a  =^ g  —  h  etc. 

Hence     5  =  fX^zA^  +  A^A^  +  A^A^)  +  g  {A^Aj^  +  Aj^A^  +  A^A^) 

+  h(A^A^  +  A^A,  +  A,A,) 
=  sum  of  three  couples. 

Thus  three  conditions  are  necessary  and  sufficient. 

If  u,  Vj  w  denote  the  vectors  A^^  A^y  A^  — A^,  A^  — A^  the 
last  result  may  be  written 

S  =  fvw  +  gwu  +  huv. 

Along  three  rotors  in  space  it  is  clearly  not  always  possible  to  assign 
forces  equivalent  to  a  couple.    In  fact  such  forces  translated  to  a  point 
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must  balance.     They  are  therefore  parallel  to  one  plane,  or  the  rotors 
must  be  generators  of  a  hyperbolic  paraboloid. 

4.  In  plane  a  form  of  the  third  class  ABC  is  treated  as  a  scalar 
measuring  the  moment  of  a  force  BC  about  A  (or  its  equal,  the  mo- 
ment of  ^jB  about  (7).  In  space,  however,  it  must  be  taken  as  a 
new  physical  entity  which  may  be  called  a  posited  twist  or,  for  bre- 
vity, a  twist 

We  shall  see  that  it  has  analogies  with  a  statical  couple  and 
diflfers  only  from  a  couple  in  that  it  is  not  transferable  to  a  parallel  plane. 

Theorem.  If  2JAB=0  express  that  a  system  of  forces  is  in 
equilibrium,  then  P  being  any  point  in  space  we  shall  have  2JPAB  =  0, 
expressing  that  a  system  of  couples  is  in  equilibrium,  PAB  denoting 
a  couple  whose  moment  is  twice  the  area  of  the  triangle  PAB  in  the 
plane  PAB  and  in  the  sense  of  the  circuit  PAB, 

The  proof  is  immediate,  viz.,  a  couple  PAB  may  be  replaced  by  a 
force  AB  and  an  equal  unlike  parallel  force  through  P:  but  the  system 
2JAB  balances  and  if  translated  to  P  and  reversed,  again  balances. 

Cor.     Transposing   a    term    the   theorem   may   be   restated   thus. 

If  PQ=^2AB  then  OPQ^ZOAB.  Of  course  if  PQ  pass 
trough  0,  OPQ  =  0  aud  conversely. 

Illustration.  Let  A^^B^,  -^^jBj,  A^B^,  ^4^4  ^^  ^our  forces  in 
equilibrium.  Take  any  point  P  in  A^B^,  then,  by  the  theorem,  the 
couples  PA^B^j  PA^B^,  PA^B^  balance.  Hence  their  axes  are  co- 
planar  and  their  planes  meet  in  a  straight  line  PQ,  Thus  PQ  meets 
aU  four  rotors  with  the  usual  geometrical  inference.  We  see  also  that 
a  quadric  containing  three  straight  lines  may  be  defined  as  the  locus 
of  a  point  the  planes  joining  which  to  the  three  straight  lines  meet 
in  a  straight  line.  If  a  system  of  forces  S  be  equivalent  to  a  wrench, 
or  a  couple,  A^B^  -\-A^B2,  it  is  clear  that  for  no  point  P  can  be  P/S  =  0. 
If  however  the  system  be  equivalent  to  a  single  force  and  P  be  any 

point  on  its  rotor 

PS=0, 

which  is  therefore  the  equation  of  the  resultant. 

5.  The  product  AB  -  C  must  be  defined  as  the  twist  ABC 
and  the  same  as  A  •  BC  or,  therefore,  as  C  -  AB. 

Then  (mP  +  nQ)  AB ^  AB{mP  +  nQ) 

^^AimBP  +  nBQ) 
^m    ABP+n    ABQ 
^mP   AB  +  nQ'AB, 
i.  e.  a  point  as  an  operator  may  be  distributed. 
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Of  course  any  theorem  concerning  twists  holds  also  for  couples^ 
though  the  converse  is  not  true. 

The  proof  of  the  analogous  theorem  for  couples  is  simple. 
Let  mP  +  nQ  ==-  (m  +  n)R,  then  we  have  to  show  that 

(m  +  n)  BAB  =  mPAB  +  nQAB. 

Now,  as  a  couple,  BAB  may  be  replaced  by  forces  BA  +  AB  +  BB 
and  by  Leibniz's  theorem 

(w  +  n)BA^  mPA  +  nQA, 

(w  +  n)BB  =  mBP  +  nBQ , 
also  identically 

(w  +  n)AB^mAB+nAB. 

Adding  in  columns  we  have  the  required  theorem. 

This  would  not;  however,  serve  as  a  proof  of  the  property  of 
twists.  We  now  see  how  to  compound  twists  whose  planes  intersect: 
the  case  of  parallel  twists  requires  special  consideration. 

6.  To  the  couple  acting  on  a  rigid  body  and  transferable  to  a 
parallel  plane  corresponds,  as  we  have  seen,  the  product  of  two  vec- 
tors, thus,  if  PQB  and  ABC  be  different  planes,  and  if 

Q-P^B-A, 

B-P^C-A, 
then  multiplying 

QB  +  BP  +  PQ  ^  BC  +  CA  +  AB, 

the  planes  are  parallel  and  the  couples  equivalent:  but  the  twist  PQB 
is  not  the  same  as  ABC. 
For  we  have 

PQB^P{Q^P){B-P)=^P{B-A){C-A), 
ABC  =A{B-A){C-A). 

Then  PQB-ABC=-{P-A){B-A){C-A), 

which  does  not  vanish. 

The  product  of  three  non  co~planar  vectors  is  of  the  same  un- 
fixed character  as  the  vector  or  couple;  it  is  measured  by  the  vo- 
lume of  the  parallelepiped  with  edges  AP,  AB,  AC,  and  bears  the 
same  relation  to  that  solid  that  the  couple  bears  to  the  twist  or  the 
vector  to  the  rotor. 

The  difficulty  is  precisely  the  same  as  that  in  statics  when,  to 
avoid  null  forces  at  infinity,  we  introduce  the  conception  of  a  couple 
measured  by  an  area. 

The  property  of  the  product  of  three  vectors  that  its   addition 
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transfers  a  twist  to  a  parallel  plane^  suggests  as  an  expressive  name 
„a  Lift^ 

Of  course  if  two  parallel  twists  be  not  equal  and  opposite,  they 
may  be  compounded.  If  m,  i;  be  unit  vectors  in  the  plane  of  a  twist 
ABC  J  we  may  write 

ABC  ^  A  '  muv 
and  for  a  parallel  twist 

BEF^D   nuv. 

Then  ABC  +  DBF  -  {mA  +  nB)    uv 

=  (m  +  w)  iJ  •  uv     say 
with  obvious  interpretation. 

It  has  been  assumed  that  a  twist  may  be  replaced  by  an  equal 
twist  in  its  plane;  this  may  be  justified  thus. 
K  ABC  ^  ABE, 

A(BC-BE)^0. 

Then  A  lies  on  the  resultant  oi  BC  and  —BE,  which  are  there- 
fore in  one  plane  with  A,  Taking  moments  about  A,  the  necessary 
condition  is 

moment  ABC  ^  moment  ABE, 

It  is  now  clear  that  every  form  of  the  third  class  ZABC  is  re- 
ducible to  one  twist  except  in  the  case  in  which  it  degenerates  into 
a  Lift. 

7.  Definition.  A  monomial  ABCB  of  the  fourth  class  is  a  sca- 
lar product  of  an  area  BCB  by  the  distance  of  the  point  A  from  its 
plane  (or,  6-  vol.  tetrahedron  ABC  I))  to  be  taken  as  a  positive  or 
negative  quantity  according  as  the  sense  of  the  circuit  BCB  viewed 
from  A  is  counter- clock -wise  or  not. 

It  is  further  assumed  that  this  form,  really  A  •  BCB,  is  indistin- 
guishable from  AB  •  CB  or  ABC  •  B  and  it  may  be  called  accordingly 
the  moment  of  a  point  with  respect  to  a  twist  the  moment  of  a  force 
(or  rotor)  with  respect  to  a  rotor  or  the  moment  of  a  twist  with  re- 
spect to  a  point.  The  second  of  these  agrees  with  statics;  but  the 
others  are  peculiar  to  the  Ausdehnungslehre.     We  have 

ABC  .  B  =  ABCB  =  -  DABC  =  -  7)  •  ABC, 

i.  e.  the  third  kind  of  moment^  and  similarly  the  first,  is  non- commu- 
tative. But  AB'CB^  ABCB  =  CBAB=^  CB  -  AB  and  is  com- 
mutative. 

Theorem.  The  sum  of  the  moments  of  any  point  in  space  with 
respect  to  a  number  of  balancing  twists  posited  trough  one  point  (or 
whose  planes  pass  through  one  point)  is  7^ro.    Let  a  system  of  couples 
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completely  represented  by  a  series  of  areas  2Ja  balance  about  a  point  O. 
Drawing  through  0  a  series  of  lines  2J0A  as  axes  of  these  couples, 
we  know  that  a  system  of  forces  represented  by  these  lines  balances. 
Resolving  along  any  line  OP  we  have  the  scalar  relation 

2J  6A  cos  PO A  ^0. 

Drawing  PN  perpendicular  to  one  of  the  planes  a  we  see  that: 


fig.  1.  fig.  2. 


1®  if  NP  be  in  the  same  direction  as  A  (fig.  1) 

NP 
OP 

cos  PO  A cos  JVOP  = 


cosPO^  =  siniV^OP  =  ^f; 


2®  if  not  (fig.  2) 

--NP 
OP 


Substitutii^  and  multiplying  by  OP,  we  get,  with  due  regard 
to  sign, 

ZaNP^O 
which  is  the  theorem. 

Another  form  of  proof  may  be  given. 

If  «! ,  Og  >  *  *  •  ^n  ^^  ^^®  areas  of  the  faces  of  a  polyhedron? 
Ply  Pif  '  ' '  Pn  *^®  perpendiculars  on  them  from  any  point  P,  then 
having  regard  to  sign 

Up  a  ==  3  vol.  of  polyhedron. 

Also  if  couples  2a^,2a^j  -  -  -  2a^  act  in  the  faces  of  the  polyhedron 
all  having  the  positive  aspect  from  a  point  inside  (so  that  in  naming 
the  faces  each  edge  is  counted  in  both  ways)  they  balance. 

Now  let  the  polyhedron,  remaining  similar  to  itself,  dwindle 
to  infinitesimal  dimensions,  and  we  have  the  above  theorem. 

The  theorem  may  now  be  extended  to  twists  not  passing  through 
one  point. 

In  elementary  Uniplanar  Statics  the  theorem  of  moments  applied 
to  balancing  forces  acting  at  one  point  is  merely  a  form  of  an  equa- 
tion of  resolution,  the  advantage  of  the  introduction  of  perpendiculars 
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is  only  seen  when  the  theorem  is  extended  to  the  case  of  the  equili- 
brium of  four  or  more  forces  not  acting  at  one  point. 

The  following  simple  illustration  points  to  the  probability  of  the 
usefulness  of  the  Grassmannian  twist  in  practical  statics.  Let  {,  V 
be  opposite  sides  of  a  rectangular  plate.  Suppose  two  couples  a,  ft 
with  resultant  y  to  act  in  planes  containing  I  and  equal  and  opposite 
couples  «',  /5'  with  resultant  y'  in  planes  containing  l\ 

Then  in  statics  there  is  equilibrium  whatever  be  the  orientation 
of  y,  y'  assuming  perfect  resistance  to  torsion. 

If,  however,  the  couples  be  replaced  by  twists,  then  y,  y'  do  not 
balance  unless  they  are  in  the  same  plane,  that  of  the  plate.  The 
necessary  condition  for  the  absence  of  torsion  is  then  obtained 
by  taking  moments  about  any  point  in  V  in  the  form  ^a  +  g/J  ==  0. 

Regressive  Multiplication. 

8.  The  conditions  for  the  equilibrium  of  any  number  of  forces 
in  spac«  may  be  discussed  in  the  following  manner. 

Let  forces  f^,  /i  etc.  acting  along  rotors  i^,  l^  etc.  be  in  equi- 
librium and 

1®  let  a  plane  a  be  drawn  cutting  all  the  rotors  in  the  points 
A^,  A^  etc.  respectively. 

Then  each  force  f  can  be  resolved  into  a  force  n  normal  to  the 
plane  and  a  force  t  in  the  plane. 

It  is  obvious  that  the  system  Un  must  balance  independently 
and  likewise  the  system  2Jt 

And  conversely  if  these  systems  balance  separately  the  original 
forces  are  in  equilibrium. 

We  have  then  a  mass -point  condition 

That  is  if  the  rotor  l^  make  angle  0^  with  the  plane 

Zf^sm&^'A^^O. 

Hence  if  we  define  the  product  of  a  rotor  of  length  /*  (in  a  definite 
sense)  by  a  plane  of  area  a  as  a  point  of  mass  af  sin  ^,  with  a 
proper  convention  of  sign,  we  shall  be  able  from  an  equation  of 
forces  27/*=- 0  to  obtain  one  of  masses,  and  the  first  kind  of  regres- 
sive multiplication  is  explained. 
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Convention  of  isign. 

Let  AB  represent  /*,  and  a  plane  ACD{a)\  then  if  the  aspect  of 
the  circuit  ACD  viewed  from  B  be  clock- wise  the  product  is  positive: 
if  not^  as  in  the  figure  3^  negative. 

[An  opposite  convention  might  be  used  but  this  is  chosen  for 
agreement  with  Qrassmann's  formula 

AVDAB^AACDB 

^-{BACD)'A,-\ 

Let  us  take  the  special  case  of  four  balancing  forces  along  given 
generators  of  an  hyperboloid  of  one  sheet  (fig.  4). 

'S4 


Then  from  the  mass -equation 

/i  sin  &^-  A^  +  etc.  +  f^  sin  S^A^^Oj 

we  infer  by  elementary  statics  that  the  masses  are  proportional  to  the 
areas  of  the  triangles  A^A^A^,  A^A^A^  etc.,  hence  the  ratios 
fi'fi'fi'  t\  ^re  at  once  obtained. 

Or,  we  may  multiply  the  equation  into  A^A.^  say,  getting 

t\  sin  ^^A^A^A^  +  etc.  +  f^^  sin  S^A^A^A^  =  0 
etc. 

It  may  be  remarked  that  we  have  here  also  a  property  of  the 
hyperboloid,  viz.,  if  we  draw  a  series  of  parallel  planes  (so  that  the 
&s  are  unaltered)  across  four  given  generators  of  the  same  system, 
then  the  areas  of  the  four  triangles  of  the  tetrastigm  in  each  plane 
are  in  constant  ratios  although  the  figures  are  not  similar:  a  rela- 
tion of  the  kind  called  by  Mobius  „a£finity''. 

Again  if  the  cutting  plane  be  perpendicular  to  f^  there  are  only 
three  components  ^i>  ^,  ^  in  the  plane  and  their  lines  of  action  must 
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meet  in  one  point.  Therefore  the  projections  of  three  n  on -intersecting 
generating  lines  of  a  hyperboloid  of  one  sheet  on  a  plane  perpen- 
dicular to  a  fourth  generator  of  the  same  system  cointersect. 


Returning  to  the  general  theory. 

If  2®  the  plane  a  be  drawn  parallel  to  one  of  the  rotors  l^,  then 
A^  is  at  infinity  and  the  system  w,  +  Wg  +  etc.  will  be  equivalent  to 
a  couple  in  a  plane  normal  to  a. 

The  difficulty  may  be  met  very  simply  thus.  Let  l^  be  pro- 
jected on  a  into  l^\  We  may  then  replace  the  force  /i  by  a  force 
/i'  (taking  the  place  of  the  former  t^)  and 
a  couple.  This  couple  then  balances 
w,  +  >*3  +  etc. 

The  same  method  applies  if  a  be 
parallel  to  more  than  one  rotor. 

In  the  particular  case  of  four  forces 
we  may  take  a  parallel  to  two  rotors,  say 
Zj,  l^,  then  nj  +  Wg  form  a  couple,  or 

/;  sin  ©1  +  /i  sin  0,  =  0;  Ag.  5. 

another  way  of  obtaining  /i:/i. 

Mob i us'  celebrated  solution  of  this  problem  must  be  regarded 
rather  as  a  property  of  shortest  distances  between  four  generators  of 
a  hyperboloid  of  one  sheet,  the  ratios  of  the  forces  being  first  de- 
termined by  translating  the  forces  to  act  at  one  point,  then  if  the 
forces  be  parallel  to  the  vectors  Wj,  w,,  %,  W4 

f 
.    ,  ^ :  =  similar  fractions, 

(tigUji^J  being  the  solid  angle  whose  edges  are  u^^u^yU^- 

9.     The    next   case   of  regressive    multiplication  occurs   when   we 

wish  to  return  from  a  relation  of  twists  (or  areas)  to  one  of  masses; 

—  viz.  —  by  using  a  line  as  multiplier. 

Theorem.     Let  2Ja  =  0,  denote  that  a  number  of  twists  balance 

and  let  any  line  I  meet  their  planes  in  ^,  -4^  etc.     Then  2Jla=^0 

will  be  a  mass -point  equation,    any    term    such    as  Za,    meaning   the 

_  ^\ 

point  A^   with    mass  a^  sin  (la^)    with    the   proper  convention  of  sign 

(the   intensity  of  I  being  common  to   all  the  terms  may  be  omitted). 

For,   let   0   be   any  point  in  I   and  multiply  the  given  relation 

by  0,  then 

ZaO~Asm(U)^0, 
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But  the  points  A^^  A^  etc.  being  fixed  and  this  scalar  relation  true 
for  any  point  on  I,  the  required  relation  of  mass -points  is  established. 

There  remains  only  one  other  kind  of  regressive  multiplication, 
that  of  two  twists  (or  areas). 

Definition.  The  product  of  two  twists  is  a  force  along  the  inter- 
section of  their  planes  equal  to  the  product  of  the  measures  of  the 
twists  and  the  sine  of  the  angle  between  them  with  a  suitable  con- 
vention for  direction. 

Convention.  Let  A,  B  be  points  on  the  intersection  of  the  planes 
of  two  twists  and  let  C,  D  be  chosen  one  in  each  plane  so  that  the 
twists  are  completely  specified  by  ABC,  ABD]  then  the  product 
of  the   twists    is    to  be  taken   as  acting   in  the  sense  oi  AB   if  the 

D 


ABD  in  plane  of  paper. 

C  in  front. 

flg.  6. 

aspect  of  the  circuit  ABD  viewed  from  C  is   counter  clock -wise,  if 
the  aspect  be  clock-wise  the  product  must  be  taken  in  the  sense  BA, 
In  fig.  6  the  product  is  along  ABj  in  fig.  7  along  BA. 

An  equivalent  con- 
vention is  —  the  product 
is  in  the  direction  looking 
along  which  rotation  from 
ABCto  ABD  {the  short- 
est way)  is  left -handed. 

Theorem.  If  2:a  =  0 
imply    that    a    system    of 
twists  balance,   and  /3   be 
any  twist  in  space,  then 
2:/Sa  =  0, 


Diagram  for  jSaj  (along  B^A^). 
fig.  8. 


i.  e.  a  number  of  forces  (in  the  plane  /3)  balance. 

We  may  take  /S  as  of  unit  intensity. 

For,  multiply  Ua  =»  0  by  any  point  0  in  plane  /3,  then 

2:pa  — 0, 
where  p  is  the  perpendicular  from  0  on  a. 
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Let  Pi',  jp,'  etc.  be  the  perpendiculars  from  0  on  the  lines 
fia^,  fia^  etc.;  then 

jPi-l>i'sin(/3ai) 
etc. 
Therefore  ^Pt^i  sin  (fio^)  =  0. 

Which,  since  0  is  any  point  in  the  plane  /3,  proves  by  moments, 

that  forces  a^  sin/Sa^  along  /3a^,  a^  sin /Jo^  along  ficc^  etc.  balance. 

The  convention  for  the  direction  of  the  line  /3  a  will  be  found  to 
secure  consistent  signs  for  the  moments  round  0  of  the  forces  in  the 
plane  /3. 

10.  The  three  kinds  of  regressive  multiplication  having  been  ex- 
plained, it  is  convenient  (if  only  for  mnemonic  purpose)  to  sum  them 
up  in  Grassmann's  formula. 

Changing,  for  the  moment,  to  his  notation,  let  A,  By  C  denote 
each,  any  one  of  the  magnitudes  hitherto  considered  (mass -point,  force 
or  twist)  and  let  the  product  ABC  be  scalar  (i.  e.  contain  just  four 
point  factors),  then 

ABAC^ABC   A, 

Thus,  returning  to  the  point  notation, 

PQB    PS^PQBS   P, 

PQ'PBS^PQBS   P, 

PQBPQS^PQBSPQ, 

which  wiU  be  foimd  to  agree  with  the  definitions  which  were  intro- 
duced for  the  deduction  of  the  theorems.  The  last  formula  turns  on 
the  trigonometry  of  the  tetrahedron,  viz. 

PQB  .  PQS  sin  PQ{B,  S)  =  6  vol.  PQB8  x  PQ. 

The  theorems  which  have  been  obtained  by  Statics  may  be 
utilized  for  Geometry  with  the  proper  interpretation  of  the  various 
operations. 


Bemerkungen 
aus  der  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen. 

Von 
H.  Weber  aus  StraBburg  i.  £. 


L  Herr  Hadamard  hat  in  seinem  Vortrage  einen  paradox  er- 
Bcheinendeii  Umstand  aus  der  Theorie  der  partiellen  Differential- 
gleichungen beriihrt,  zu  dem  ich  in  meinem  Buche  (Riemann -Weber, 
Die  partiellen  Differentialgleichungen  der  mathematischen  Physik, 
Bd.  II,  §  90,  Braunschweig  1901)  eine  Erlauterung  gegeben  habe,  die 
ich  hier  kurz  wiedergeben  mochte.  Es  handelt  sich  um  die  Differential- 
gleichung  der  schwingenden  Saite: 


(1) 


0, 


in  der  wir  unter  x  die  Abszisse,  unter  y  die  Zeit  verstehen.     Das  In- 
tegral u  dieser  Gleichung  ist  bestimmt,  wenn  die  Anfangsverschiebung 


O 


Fig.  1. 


Pig.  2. 


und  die  Anfangsgeschwindigkeit  gegeben  sind,  wahrend  an  den  Enden 
nur  die  Verschiebung  (z.  B.  bei  festen  Endpunkten  u  =  0)  willktirlich 
gegeben  ist.  Nehmen  wir  der  Einfachheit  halber  eine  nur  einseitig 
begrenzte  und  befestigte  Saite  oder  eine  Luftsaule  in  einer  unendlich 
langen  nur  einseitig  gedeckten  Pfeife,  und  tragen  x  und  y  als  Koordi- 
naten  in  einer  Ebene  auf  (Fig.  1),  so  ist  u  in  dem  positiven  Quadran- 
ten  bestimmt,  wenn  u  und  x-  fQr  y  =  0  und  positive  x,  u  fiir  x  ='  0 
und  positive  y  gegeben  sind.  Hier  haben  also  die  beiden  Teile  der 
Begreuzung,    die    zu   der  Differentialgleichung  voUkommen   gleichartig 
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stehen^  in  bezug  auf  die  Grenzbedingnngen  ein  ganz  yerschiedenes  Yer- 
halten.  Um  dies  zu  erklaren,  ersetze  ich  den  rechten  Winkel  xoy 
durch  eine  beliebige  Korye  a/3  (Fig.  2)  und  nehme  an^  dafi  langs 
dieser  Eurye 

und  aufierdem  in  einem  Punkte  der  Wert  von  u  bekannt  sei,  oder, 
was  dasselbe  ist,  u  und  sein  nach  der  Normalen  genonimener  Ditferen- 
tialquotient.  Durch  Anwendung  des  GauBschen  Integralsatzes  auf  das 
Dreieck  afip  ergibt  sich: 

(3)  2w^=M^+«*^  +  /(qPirfy  +  %rf^)> 

a 

worin  das  Integral  fiber  die  Kurye  a/J  zu  erstrecken  ist.  Hierdurch  ist 
p^  in  dem  yeranderlichen  Punkt  p  und  damit  in  dem  gaiizen  Dreieck 
ufip  bestiinmt;  wenn  <p^  und  qp^  ^^  ^^^  Kuryenbogen  a/5  bekannt  sind. 
Wir  stellen  aber  nun  die  Frage,  ob  der  Ausdruck  (3)  den  For- 
derungen  (1),  (2)  wirklich  genflgt.  Dafi  die  DiflPerentialgleichung  (1) 
allgemein  befriedigt  ist^  sieht  man  ieicht  ein.  Anders  ist  es  aber  mit 
den  Grenzbedingnngen,  Um  diese  zu  diskutieren,  bilden  wir  aus  (3\ 
indem  wir  unter  re,  y  die  Eoordinaten  des  Punktes  p  yerstehen,  durch 
einfache  Betrachtungen: 

2 1|  =  9>x(«)  -  VsW  +  91  (^)  +  'pM, 

^sl  =  -9i  (a)  +  <P,(«)  +  <Pi(/»)  +  9*iP), 

und  wenn  wir  nun  mit  dem  Punkt  p  auf  die  Kurye  a/S,  etwa  in  den 
Punkt  a,  hineinrficken,  haben  wir  zwei  Falle  zu  unterscheiden. 

Wenn  die  durch  a  gezogene  Parallele  zu  p/3  den  Bogen  a/S  nicht 
schneidet,  so  wird,  wenn  p  nach  a  rtlckt,  /3  gleichfalls  nach  a  riicken 
(Fig.  2)  und  die  Gleichungen  (4)  ergeben: 

(5)  ?|"9>iH    J^  =  9%{^\ 

Wenn  aber,  wie  in  Figur  3,  diese  Parallele  die  Kurve  a/3  in  o^ 
schneidet,  so  riickt  ^  nach  o^  und  aus  (4)  ergibt  sich: 

^d^ ^iW  +  '^s'W  +  ^i("i)  +  ^^M- 

Die  Grenzbedingungen  g-  =  9i;  ^~^  ^  %  ^^^  ^^^  ^^^  ^^^^  erfiillt, 
wenn 
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Zieht  luan  also  an  die  Kurve  a/3  zwei  zueinander  rechtwinklige 
Tangenten,  diiB  onter  45^  gegen  die  Achse  geneigt  sind  und  in  den 
Punkten  a,  b  berUhren^  so  sind  nun  auf  dem  Bogen  ab  die  Fnnktionen 
Vif  92  beliebig,  und  dadurch  ist  die  Punktion  u  in  dem  Dreieck  abc 
bestimmt.  tJher  diesen  Bogen  hinaus  besteht  eine  Abhangigkeit  der 
P 


Fig.  8. 


Fig.  4. 


Funktionswerte  qpj,  (p^  von  den  Werten,  die  diese  Fnnktionen  auf  dem 
Bogen  a,  b  haben. 

Die  Anwendung  auf  die  Frage,  von  der  wir  ausgingen,  ergibt  sich 
hieraus   von  selbst  und   wird   veranschaulicht  durch  die  Figur  5.     An 

y 


Fig.  5. 

der  X- Achse  konnen  qp^  und  (p^  willkiirlich  angenommen  werden.  An 
der  y- Achse  soUte  9?i  =  0  sein;  (p^  kann  dann  aber  nicht  mehr  will- 
kiirlich sein,  sondem  muB  gleich  (Pi{cc)  +  ^>%{s^')  sein. 

11.  Eine  zweite  Bemerkimg,  die  ich  zu  machen  habe,  bezieht  sich 
auf  einen  irreversiblen  Vorgang  von  der  Art,  die  Herr  Bryan  in  der 
vorigen  Sitzung  im  AnschluB  an  den  Vortrag  des  Herm  Vol  terra 
erwahnt  hat. 

Lord  Rayleigh  hat  in  seinem  Werke  „Theory  of  Soimd"  gegen 
Riemanns  Theorie  der  Lufbschwingungen  mit  endlicher  Amplitude 
einen  Einwand  erhoben,  der  sich  darauf  griindet,  daB  Riemanns  Formeln 
in   gewissen  Fallen   einen  Verlust  oder   einen   Gewinn   an  Energie  zu 
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ergeben  scheinen.  Ich  habe  in  dem  schon  erwahnten  Buche  (Riemann- 
Weber  §  179,  180)  diesem  Einwand  durch  eine  Beixachtung  zu  begegnen 
versucht,  deren  wesentlichen  Inhalt  ich  an  einem  einfachen  Beispiel  in 
folgendem  wiedergeben  will. 

Es  sei  u  und  p  Geschwindigkeit  und  Dichtigkeit  des  Gases,  als 
Funktionen  von  a*  und  t  gedacht,  und  der  Druck  i>  =  qp  (p)  eine  ge- 
gebene  Fuuktion  von  p.  Nacb  Riemanns  Annahme,  daB  der  Warme- 
austausch  zu  vernachlassigen  sei,  ergibt  sich  9?(p)  =  tt*p*,  wo  k  das 
Verhaltnis  der  beiden  spezifischen  Warmen,  also  eine  Konstante,  und 
ebenso  a  eine  Konstante  ist.  Denken  wir  uns  eine  Luftsaule,  die  be- 
grenzt  ist  von  zwei  Querschnitten  bei  den  Abszissen  x^j  x^,  so  kann 
in  dieser  ein  stationarer  Zustand  bestehen,  wenn  die  Endquerschnitte 
passend  bewegt  werden,  und  wenn  die  Funktionen  u,  p  ftir  x  <  g  die 
konstanten  Werte  m^,  p^  und  fur  a;  >  6  die  konstanten  Werte  u^,  p^ 
haben,  und  g  bleibt  uuvenlnderlich,  wenn  die  Relationen  bestehen: 


Geben  wir  den  Quadratwurzehi  das  positive  Zeichen,  so  flieBt  das 
Gas  in  der  Richtung  der  abnehmenden  x,  und  wir  haben  bei  a;  =  5 
einen  zwar  absolut  ruhenden,  relativ  zur  Gasmasse  aber  vorwarts 
schreitenden  StoB,  der  ein  VerdichtungsstoB  ist,  wenn  pi  >  Pa;  und  ein 
VerdiinnungsstoB,  wenn  pj  <  p^  ist. 

Setzen  wir  den  Querschnitt  unserer  Gassaule  =  1  und 
A  =  lwi«pi(|  -  x^)  +  ^ti^^Q^{x^  -  I), 

^  =  QiHQi)  (S  -  ^i)  +  QiHQi)  (^2  -  S), 
6'=9?(pi)iii-9?(pa)2<^, 

worin  ^(p)  =  i -?-^^^— ? ,  so  ist  A  die  kinetische  Energie  der  Gas- 
saule, JB  die  „innere  Energie",  C  die  Arbeit  des  Druckes  gegen  die 
Endflachen,  und  es  ergibt  sich: 

m  c-ii^  +  ^js^., 

worin  d^  die  im  Zeitelement  ilt  durch  den  Querschnitt  hindurch- 
gedriickte  Gasmasse  und 

je  =  !(«,» -  «x*)  +  Hv^)  -  V'(Px)  +  ?^  -  !^ 

ist. 

Bei  einem  stetigen  Vorgang  wiirde  ^JO  =  0  sein  und  die  Arbeit 
des  Druckes  ware  einfach  gleich  der  Vermehruug  der  Energie. 

Yerh.  d.  IIL  luternat.  Muthem  .-Kongr.  Huidulberg  1904.  29 
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Fflr  einon  VerdichtungsstoB  erweist  sich  z/  0  stets  als  positiv,  und 
die  Arbeit  des  Druckes  hat  nicht  nur  die  Vermehrung  der  Energie 
A-^-  By  Bondem  auch  dea  an  der  Unstetigkeitsstelle  stattfindenden 
Energieverlust  zu  decken.  Dies  steht  in  Einklang  mit  dem  allgemeinen 
mechanischen  Gesetz,  nach  dem  bei  unstetigen  Bewegungen  immer  ein 
Energieverlust  stattfindet.  tTber  den  Verbleib  dieser  Energie  geben 
uns  die  mechanischen  Differentialgleichnngen  keinen  Aufschlufi. 

Ist  aber  g^  <  (>2,  so  ist  jdd  negativ^  und  es  wiirde  durch  die  Un- 
stetigkeit  nacb  der  Formel  (1)  ein  Energiegewinn  stattfinden.  Die 
Maschine,  die  wir  uns  gedacht  haben,  wiirde  also,  in  Widerspruch  mit 
dem  Energiegesetz,  Energie  nach  aufien  abgeben.  Wie  erklart  sich 
dieser  Widerspruch,  da  doch  durch  Umkehrung  der  Vorzeichen  von  u 
und  X  die  Bedingimgsgleichungen  nicht  aufhoren,  befriedigt  zu  sein? 
Er  erklart  sich  dadurch,  daB  im  Falle  q^  <  q^  eine  andere  Losung 
moglich  ist,  bei  der  die  Unstetigkeit  in  eine  oder  in  zwei  Verdiinnungs- 
wellen  oder  in  eine  Verdiinnungswelle  und  einen  riickwarts  schreitenden 
VerdichtungsstoB  aufgelost  wird,  worflber  das  Nahere  in  §  177  dee 
Bandes  II  von  Riemann- Weber  zu  finden  ist. 

Bei  pi  >  Q^  ist  aber  nur  die  eine  Art  von  Bewegung  mit  vorwarts 
schreitendem  VerdichtungsstoB  moglich.  Hierin  liegt  auch  die  Erkla- 
rung  dafiir,  daB  in  der  Riemannschen  Theorie  nirgends  Verdiin- 
nungsstoBe,  sondem  nur  VerdichtungsstoBe  vorkommen. 

Ahnliche  Erscheinungen  zeigt  die  Theorie  der  elektrolytischen 
Verschiebungen. 

Nimmt  man  die  Quadrat wurzehi  positiv,  also  u^,  u^  negativ,  so 
schreitet  die  Stelle  5  relativ  zu  dem  Gase  vorwarts,  und  wir  habeu, 
wenn  g^  >  g^  ist,  einen  vorwartsschreitenden  VerdichtungsstoB,  wenn 
dagegen  g^  <  g^  ist,  einen  vorwartsschreitenden  VerdiinnungsstoB.  Nun 
zeigt  es  sich,  daB  bei  den  VordichtirngsstoBen  Energie  verloren  geht 
(wie  bei  jeder  unstetigen  Bewegung  in  der  Mechanik).  Bei  Verdiinnungs- 
stoBen  wiirde  aber  Energie  gewonnen  werden,  und  durum  kommen  Ver- 
diinnungsstoBe  in  der  Riemannschen  Theorie  nicbt  vor. 

Der  Vorgang,  wie  er  durch  die  Figur  6  dargestellt  ibt,  ist  daher 
physisch  nicht  umkehrbar,  obwohl  die  Bedingungsgleichungen  auch  fiir 
den  umgekehrten  Bewegungsvorgang  befriedigt  sind. 

Es  zeigt  sich  namlich,  daB  in  dem  Falle  g^  <  g^  noch  ein  zweiter 
und  zwar  stetiger  Zustand  den  Bedingungen  geniigt,  den  man  am  an- 
schaulichsten  darstellen  kann,  wenn  man  x  und  t  (^die  Zeit)  als  Koordi- 
naten  betrachtet. 


Recherches  chronometriques. 

Von 
J.  Andradb  aus  Besan^on. 


Dans  ce  memoire  j'exposerai  d'une  part  le  resume  de  mes  re- 
cherches  sur  quelques  j)roblemes  importants  de  chronometrie  et  d'autre 
part  mes  idees  sur  le  role  d'un  laboratoire  de  recherches  experimentales. 

I.   Quelques  mots  sur  les  fondateurs  de  la  chronometrie.     Recherclies 
sur  quelques  probl^mes  fondamentaux  des  theories  chronometriques. 

J'ai  eu  a  m'occuper,  dans  men  enseignement  de  chronometrie,  de 
divers  problemes  de  la  mecajiique  des  horloges  et  des  chronometres; 
c*est-la  une  science  relativement  recente,  dont  les  premiers  fondements 
ont  eu  pour  but  de  preciser  les  lois  qui  avaient  deja  ete  soupfonnees 
et  appliquees  d^nstinct  par  des  artistes  de  genie  au  premier  rang  des- 
quels  je  nommerai  le  Fran^ais  Pierre  le  Roy  et  FAnglais  Arnold. 

Les  fondateurs  de  ce  que  Ton  pent  appeler  la  dynamique  du 
chronometre,  furent  Tingenieur  Phillips,  Tastronome  Yvon  Villar- 
ceau  et  M.  Caspari,  Tingenieur  hydrographe  qui  dirigeait  encore 
recemment  le  service  chronometrique  de  la  marine  fran9aise. 

A  ces  noms  il  convient  d'ajouter,  au  moins  pour  Finfluence  de 
ses  idees,  Kesal. 

La  theorie  des  horloges,  beaucoup  plus  facile  que  celle  des  chrono- 
metres, a  donne  lieu  au  problfeme  interessant  de  la  synchronisation, 
probleme  dont  la  solution,  devinee  par  Foucault,  precis^e  pour  la 
premiere  fois  par  Cornu,  demandait  encore  un  dernier  eflfort. 

On  pourra  s'etonner  que  la  theorie  des  echappements  qui,  en 
somme,  devrait  etre  commime  aux  horloges  et  aux  montres  ne  soit 
pas  ici  mentionnee. 

C*est  que  le  probleme  des  Echappements  est  un  probleme  de  Thor- 
logerie  dans  lequel  les  theoriciens,  sauf  un  conseil  trfes  general  facile 
a  enoncer,   n'ont  guere  apporte  de   clarte.     Apres  les  fondateurs  de  la 
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dynamique  de  la  montre  sont  venus  ces  techniciene  horlogers  qui  con- 
tinuent  encore  leur  ceuvre  delicate,  plus  difficile  peut-etre  que  roeuvre 
des  fondateurs:  MM.  Grossman  pere  et  fils,  MM.  Berner  qui  sont 
riionneur  de  Tenseignement  technique  en  Suisse,  pour  ne  citer  que 
ceux  que  j'ai  le  mieux  etudies. 

Les  fondateurs  representaient  pour  ainsi  dire  Toeuvre  mathematique 
fondamentale  de  la  theorie  de  lliorlogerie. 

Les  techniciens  suisses  se  placent  entre  eux  et  les  createurs  de 
ce  que  j'appellerai  volontiers  Thorlogerie  physique,  inauguree  recem- 
ment  par  les  travaux  de  M.  Brillouin,  de  M.  Guillaume,  et  conti- 
nuee  par  M.  Ditisheim  pour  ne  citer  que  les  chercheurs  les  plus 
heureux. 

Mes  travaux  personnels  deja  poursuiyis  peuvent  se  rattacher  a  la 
premifere  categoric  de  recherches. 

Le  plan  des  travaux  pour  lesquels  je  n'ai  pas  encore  de  ressources 
mais  dont  je  crois  cependant  devoir  signaler  les  tendances,  se  rattache 
a  rhorlogerie  physique. 

Mes  travaul  d'horlogerie  mathematique,  dont  j'ai  enonc^  les  prin- 
cipaux  resultats  dans  la  „France  horlogere"  et  dans  les  „Archives  des 
sciences  physiques  et  naturelles  de  Geneve"  ont  porte  jusqu'ici  sur 
I'etude  de  I'echappement  de  Graham,  sur  Teflfet  d'inertie  propre  au 
spiral  cylindrique  Phillips  des  chronometres  marins,  et  sur  la  theorie 
de  la  synchronisation. 

Je  me  bomerai  ici  a  Texpose  de  ces  deux  demiers  travaux  qui, 
je  Tespere,  vous  interesseront. 

IL  Effet  d'inertle  du  spiral  cylindrique  Phillips. 

M.  Caspari  a  le  premier  attire  Tattention  sur  cet  eflfet,  et  il  en  a 
le  premier^  assigne  une  valeur  approchee. 

Mais  la  question  doit  etre  reprise^  car  les  calculs  du  savant  auteur 
et  meme  son  analyse  doivent  etre  corriges  et  completes. 

Gonsiderons  un  spiral  cylindrique  de  chronometre  marin,  spiral  a 
spires  tres  rapprochees;  de  la  partie  reguliere  et  cylindrique  du  spiral, 
soit  en  un  point  B,  le  regleur  distrait  par  un  pincement  approprie  du 
metal  deux  courbes  terminales  planes  qui  admettent  un  axe  de  symetrie 
commun,  Tune  PB  s'encastre  en  F  dans  le  bati  du  chronometre,  Tautre 
va  se  detacher  sur  une  spire  beaucoup  plus  eloignee  et  s'encastrer 
dans  le  pivot  du  balancier  du  chronometre. 

Phillips  a  montre  que  si  le  centre  de  gravite  geometrique  de  Tare 
PB  est  place   d*une    maniere   qu'il   a  fait  eonnaitre  par  rapport  a  la 
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longueur  de  Fare  PB  et  aux  points  de  raccord  P  et  B,  la  reaction  de 
Tencastrement  du  piton  se  reduira  a  un  couple  en  sorte  que  lorsque 
le  spiral  est  ecarte  de  la  position  du  point  mort  et  maintenu 
au  repoSy  il  transmet  au  balancier  un  couple  egal  au  premier,  et  dont 
rintensite  est  proportionnelle  a  Tecart  a  du  balancier  au  point  mort. 

C'est-la  une  condition  suffisante  d'isochronisme  de  la  vibration  du 
balancier  qui,  abstraction  faite  des  autres  resistances,  aura  alors  un 
mouvement  pendulaire. 

Les  lois  de  Phillips  ont  ete  verifi^es  par  des  pesees  statiques;  la 
regie  de  Phillips  donne  les  conditions  de  Tisochronisme  statique 
c'est-a-dire  en  negligeant  la  masse  meme  du  spiral. 

J'ai  evalue  la  perturbation  de  cette  masse  sur  Tisochronisme;  ce 
problfeme  avait  ete  etudie  en  1876  par  M.  Caspari;  ce  sayant  a  sup- 
pose que  le  moment  transmis  au  balancier  pendant  le  mouvement 
avait  meme  valeur  que  dans  les  pesees  statiques  de  Phillips,  cette 
hypothese  neglige  ainsi  des  quantites  de  meme  ordre  que  celles  qu'on 
se  propose  d'^valuer,  et  il  est  indispensable  de  tenir  compte  de  Tinertie 
du  spiral  dans  la  distribution  du  moment  de  flexion  le  long  de  la  fibre 
moyenne  de  ce  spiral. 

Les  memoires  de  M.  Caspari  ont  ete  republics  dans  le  volume  du 
Congres  de  Chronometrie  de  IDOO. 

En  1903  dans  la„France  horlogere"  j'ai  repris  la  theorie  de  M.  Caspari 
et  montre  que  si,  a  Tapproximation  que  nous  indiquerons  tout  a  Theure, 
il  est  permis  de  negliger  Teffet  du  deplacement  du  centre  de  gravite 
du  spiral,  il  est  necessaire  de  tenir  compte  de  Tinfluence  de  Tinertie 
du  spiral  dans  la  distribution  du  moment  de  flexion. 

Je  me  contenterai  d'indiquer  ici  le  resultat  de  la  correction  qu'il 
faut  apporter  a  revaluation  de  M.  Caspari;  renvoyant  pour  plus  de 
details  a  mon  memoire  de  la  „France  horlog^re"  ou  a  un  resume  de 
celui-ci  dans  les  ,yAjchives  de  Geneve." 

Soient:  a  Tecart  du  balancier  au  point  mort,  r^  le  rayon  de  la 
portion  cylindrique  du  spiral  au  repos,  p  son  etendue  angulaire  sen- 
siblement  egale  au  rapport  de  sa  longueur  complete  L  k  Vq,,  m  la  masse 
du  ressort  spiral  muni  de  ses  courbes  Phillips;  EI  le  moment  d'elasti- 
cite  du  spiral. 

Je  trouve  pour  le  mouvement  du  balancier  du  chronometre,  dont 
le  moment  d'inertie  est  -4,  Tequation: 

~  .         2       mr^^     "I  d'a        1       mr.,*  1        /<^«y_  _  j?t3_ 

(1)        ^  +  8  J^TJy    "^'i'  ""  3  Jl  +  ^  ^  +  ^  ^^*^  "         ^ 


L'analyse  incomplete  de  M.  Caspari  Tavait  conduit  a  1  equation: 


454  11.  Teil:  Wissenachaftliche  Vortrage. 


(2) 


A  +  I  -?"^ 


t       -\ 


d*a       1       fnTf.*  1       (da\^  -r*  r  ^i^ 


Mrr  'c+i) 


h<^ii'—^'i 


^**        ^  {i    i^V    P  +  «  V^*/  ^ 


Les  equations  (1)  et  (2)  rentrent   d'ailleurs  dans  un   meme  type 
que  nous  ecrirons,  en  faisant 


1+^.,  ^-ii 

(3) 

{'^7)t^-$m'^^<^ 

des  lors,  si  nous  posons: 

^9*f»       =8_       «•_ 

S  } 


rtQ  =  demi-amplitude  du  balancier;  et  si  nous  avons  egard  d'une  part 
a  la  petitesse  de  n^  qui,  dans  Tinterpretation  (1)  et  pour  un  type  usuel  est 

moindre  que  — -,  d'autre   part  a  la   petitesse  de  — ^,  nous  trouverons 

en  integrant  par  la  m^thode  d'approximation  des  series  que  la  duree 
de  Toscillation  simple  du  mouvement  (3)  a  pour  valeur  approchee: 

(3bis)  T=«]/ff vT+ir{i  +  {(-^  +  ~(^-n))n^'f} 

Le  coefficient  de  Tavance  aux  petits  arcs  est  proportionnel  au  co- 
efficient de  \  dans  la  parenthese  prec^dente;  ce  coefficient  sera 

Yg  —  --—    dans  le  mouvement  (1), 
Y  •  -  --~~  dans  le  mouvement  (2), 

notre  coefficient  d'avance  aux  petits  arcs  est  done  a  celui  de 
M.  Gas  pari  sensiblement  dans  le  rapport  de  5  a  3,  or,  pour  les  types 
usuels  de  la  Marine,  M.  Caspari  avait  assigne,  pour  une  reduction  de 
Tamplitude  totale  passant  de  3  demi-tonrs  a  1  demi-tour,  une  avance 
diume  de  P;  cette  avance  diurne  des  chronometres  marins  doit  done 
etre  portee  a  P,  66. 

III.  Mas  reclierclies  sur  la  thiorie  de  la  synclironisation. 

Lorsque  Ton  neglige  Tefiet  propre  de  I'echappement  d'une  horloge 
synchronisee,  la  synchronisation  se  reduit  a  Tetude  d'un  mouvement 
pendulaire  uniformement  amorti,  trouble  par  une  force 
fonction  periodique  du  temps. 

Ce  probleme  celfebre  a  ete  etudie  avec  soin  par  divers  geometres 
ou  physiciens;   sa  solution  analytique  n'oflfre  aucune  difficulte  et  Ton 
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8ait  que  la  force  synchronisante  impose  asymptotiquement  sa  periode 
au  moayement  qui  sans  elle  s'eteindrait  indefiuiment:  oscillations  in- 
definiment  reduites  mais  qui  seraient  encore  isochrones  avec  une  periode 
qui  ne  depend  que  de  la  force  pendulaire  et  du  coefficient  constant 
d'amortissenient,  pourvu  que  celui  ci  soit  modere. 

Les  representations  que  Cornu  a  donnees  de  ce  phenomene  m'ont 
suggere  une  metliode  nouvelle,  tout  a  fait  elementaire  et  aisement 
assimilable  par  les  eleves  de  toute  ecole  d'horlogerie. 

J*ai  donne  cette  metliode  aux  ^Archives  de  Geneve"  (1904)  et  j*en 
ai  resume  une  esquisse  dans  ma  communication  a  la  section  pedago- 
gique  de  ce  congi'^s. 

Si  le  beau  memoire  de  Cornu  epuise  compl^tement  la  theorie  et 
les  verifications  physiques  du  probleme  reduit  a  ses  termes  simples 
enonces  plus  haut,  il  ne  saurait  cependant  constituer  une  theorie  com- 
plete de  la  synchronisation  des  horloges,  car  il  ne  tient  aucun  compte 
de  Techappement  propre  a  Fhorloge  synchronisee. 

Le  probleme  ainsi  pose  semblait  au  premier  abord  beaucoup  plus 
difficile,  et  je  ne  Taurais  probablement  pas  aborde  si  dans  la  theorie 
elementaire  du  probleme  reduit  que  je  viens  de  rappeler  je  n'avais  pas 
trouve  le  germe  d'une  generalisation  feconde. 

Dans  le  probleme  reduit  du  mouvement  amorti  synchronise,  le 
mouvement  periodique  asymptotique,  a  periode  donnee  a  Favance,  re- 
8ult«.it  d^une  transformation  de  figure  tres  simple:  la  transformation 
par  similitude  directe  avec  condensation,  le  point  double  de  cette  trans- 
formation definie  pour  une  epoque  (q  etait  le  point  limite  des  points 
representatifs  de  I'etat  du  mouvement  envisage  aux  epoques: 

to+nT,  (w  =  0,  1,2,3,  ..-,00) 

T  etant  la  periode  synchronisante.  C'etait-la  evidemraent  I'idee  qu'il 
fallait  generaliser;  il  fallait  encore  former  ici  un  crit^rium  de  la  con- 
vergence de  substitutions  repetees  plus  generales,  et  un  criterium  quali- 
tatif  capable  de  nous  renseigiier  meme  dans  Temploi  d'une  methode 
d'approximations  successives.  Dans  cet  ordre  d'idees  un  theoreme  bien 
connu  de  M.  Eoenigs  se  presentait  alors  de  lui-meiiie  a  Tesprit;  ce 
theoreme  concerne  les  substitutions  repetees: 

qui    sont  convergentes    pour   i  =  oo   et   vers  la   valeur    S  pourvu  que 

P  9'(|)  ait  un  module  moindre  que  1, 

2^  que  la  valeur  de  depart  Xq  soit  suffisamment  voisine  de  g. 

Dans  une  courte  note  qui  se  trouve  au  volume  publie  en  Thonneur 
du  jubile  de  M.  le  professeur  Boltzmann  j'ai  montre  que  la  genera- 
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lisation  facile  du  criterium  de  M.  Koenigs  pour  plusieurs  variables  don- 
nait  la  clef  d'une  theorie  complete  de  la  synchronisation  des  liorloges^ 
et  aussi  une  theorie  du  regime  permanent  des  chronomfetres;  cette 
theorie  est  alors  debarrassee  des  hypotheses  trop  speciales  que  Ton  ren- 
contre dans  les  monographies  de  mouvements  faites  par  Villarceau. 

Puis  j'ai  donne  des  conditions  de  synchronisation  un  peu  plus  larges 
aux  Comptes  Rendus  de  TAcademie  des  sciences  de  Paris  en  1903.  Et 
enfin  en  1904  aux  Archives  de  Geneve  j'ai  montre  que  cette  nouvelle 
theorie  permettait  de  comparer  simplement  la  methode  de  Foucault  et 
la  methode  de  Comu. 

Je  resume  ici  cette  comparaison: 

L'^ement  essentiel  de  la  synchronisation  des  horloges  reside  dans 
Famortissement  naturel  ou  augmente  de  Thorloge  a  synchroniser;  et 
pour  produire  la  synchronisation  on  att^nue  le  rapport  de  Teffet  de 
Techappement  a  Tamplitude  vis-a-vis  de  Tamortissement:  ce  resultat 
pent  s'obtenir  soit  par  Tattenuation  de  la  force  de  Techappement  de 
rhorloge  qui  sera  soumise  a  la  force  magnetique  synchronisante^  soit 
par  une  augmentation  artificielle  de  Tamortissement;  la  premiere  me- 
thode est  celle  de  Foucault,  la  seconde  celle  de  Comu. 

Pour  simplifier  Tenonce  de  cette  loi  j'ai  suppose  que  Techappement 
agissait  instantanement  au  point  mort  (hypothfese  habitueUe  de  Villar- 
ceau) et  ce  que  j'appeUe  dans  les  notes  precitees  effet  de  Techappe- 
ment  est  le  rapport  du  moment  de  Timpulsion  dil  a  Techappement  au 
produit  du  moment  d'inertie  du  pendule  multiplie  par  -^,  T  etant  la 
duree  approchee  de  Toscillation  du  pendule. 

Get  effet  devra  etre  double  lorsque  Techappement  agit  dans  les 
deux  sens,  ce  qui  est  le  cas  habituel. 

IV.   Ce  que  devrait  §tre  un  laboratoire  de  chronom^trie  exp^rimentale. 

Les  theories  des  problemes  fondamentaux  de  la  chronometrie  sont, 
nul  ne  le  conteste,  les  guides  les  plus  sftrs  pour  Tart  du  regleur;  certes 
aussi  les  questions  theoriques  de  la  mecanique  horlogere  ne  sont  pas 
epuisees. 

N'oublions  pas  toutefois  que  les  methodes  d'approximation  employees 
dans  la  mecanique  de  la  montre  n'ont  qu'une  approximation  meme 
theoriquement  limitee;  et  Tapproximation  cesse  des  qu'il  n'y  a  plus 
d^huile;  cette  seule  raison  suffit  pour  nous  inviter  a  multiplier  les 
recherches  de  chronometrie  experimentale;  au  premier  abord 
ces  mots  „  Recherches  de  chronometrie  experimentale"  peu  vent  sur- 
prendre,  et  je  dois  m'en  expliquer. 
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Qui  done,  semble-t-il,  a  le  plus  d'interet  a  perfectionner  la  marche 
des  chronometres?  les  artistes  evidemment;  or  les  efforts  de  ceux-ci 
sont  enregistres  par  les  concours  des  observatoires;  le  veritable  champ 
des  recherches  experimentales  c'est  Tatelier  de  Tartiste  clironometrier, 
Tobservatoire  controle  et  atteste  les  progres,  que  voulez  vous  de  plus? 

Gela  est  vrai:  Fobservatoire  controle  et  Tartiste  progresse. 

J'ajouterai  meme  qu'il  y  a  des  artistes  qui,  non  contents  de  reussir, 
veulent  comprendre  les  lois  les  plus  cachees  de  leur  art. 

Exemple:  c'est  un  artiste  M.  Ditisheim  qui  vient  de  nous  ap- 
prendre  comment  Fair  agit  sur  le  mouvement  des  chronometres,  — 
beaucoup  plus  par  la  surcharge  d'une  gaine  entrainee  avec  le  balancier 
que  par  la  resistance  balistique. 

Je  sais  aussi  que  les  artistes  n'ont  pas  attendu  Tanalyse  de  leur 
art  pour  marcher  de  Tavant;  ils  avaient  devine  le  balancier  compen- 
sateur. 

Et  c'est  precisement  pour  cela  que  je  proclame  le  besoin  de  re- 
cherches de  chronometrie  experimentale;  recherches  qui  devront  etre 
aussi  varices  que  possible  et  auxquelles  participeront  un  jour  et  Tin- 
tuition  de  Tartiste  et  la  sagacite  du  physicien. 

Sans  entrer  dans  de  trop  longs  details  je  dirai  de  suite  pourquoi 
des  laboratoires  de  chronometrie  experimentale,  travaillant  sur  des  pro- 
blemes  plus  varies  que  ceux  qui  suffisent  a  Tindustrie  horlogere  du 
moment,  me  paraissent  necessaires  pour  les  progres  meme  de  la  chrono- 
metrie. Et  pour  fixer  nos  id^es,  je  prendrai  comme  exemple  le  pro- 
bleme  du  regulateur  des  chronometres  marins. 

En  supposant  la  bienfacture  parfaite,  les  huiles  longtemps  con- 
stantes,  la  precision  des  chronometres  marins  pouvait,  aux  yeux  d'un 
pur  theoricien,  sembler  compl^tement  definie  il  y  a  quelques  annees  par 
la  connaissance  approfondie  de  Techappement,  et  de  Tappareil  com- 
pensateur. 

Surviennent  les  belles  experiences  de  M.  Brillouin,  photogra- 
phiant  les  mouvements  memes  du  balancier,  et  surprenant  I'effet  ir- 
recusable des  irregularites  des  dentures  du  rouage  sur  Tamplitude  de 
son  oscillation;  par  FefFet  de  ces  irregularites  Tamplitude  pent  varier 
du  vingtieme.  Bien  plus,  ces  variations  s'accentuent  si  le  fini  de 
dentures  est  a  la  main,  poussee  trop  loin,  d'ou:  des  regies  de  bien- 
facture; deduites  de  ces  recherches  nees  cependant  hors  du  comptoir. 

On  savait  que  ces  irregularites  doivent  se  produire,  car  il  faut 
fatiguer  un  pen  le  rouage  soit  par  la  marche  naturelle,  soit  par  une 
marche  factice  du  chronometre  avant  d'obtenir  la  periode  de  marche 
normale;  mais  on  ne  supfonnait  pas  une  telle  variation  de  I'amplitude. 
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Ces  perturbations  de  ramplitude,  ee  repercutent  par  le  defaut  d'iso- 
chronisme  siir  la  marche  de  la  montre. 

Un  echappement  electrique  les  pourrait  certainement  att^nuer;  et 
voici  une  premiere  direction  de  recherclies  experimentales. 

Mais  si  nous  remarquons  que  nous  n'utilisons  que  deux  organes 
regulateurs,  le  pendule  et  le  ressort  spiral  des  chronometres,  ne 
voyons  nous  pas  immediatement  le  secours  immense  que  Tetude  phy- 
sique systematique  de  varietes  plus  etendues  de  mouvements  vibratoires 
conservables  apporterait  aux  chronometriers  de  demain? 

Ces  exemples  peuvent  suffire  a  montrer  Timportance  de  recherches 
chronometriques  experimentales,  nouvelles  et  yariees. 

Nous  avons  deja  a  Tuniversite  de  Besan^on  un  enseignement  de 
chronometrie;  cet  enseignement  auquel  collaborent  Funiversite  et  Tecole 
d'horlogerie  est  I'objet  d'une  sollicitude  eclairee  de  la  part  de  nos  assem* 
blees  regionales,  sollicitude  a  laquelle  je  me  plais  a  rendre  ici  un 
public  hommage. 

Mais  a  cote  de  cette  oeuvre  eminemment  utile,  et  eminemment 
interessante  au  point  de  vue  pedagogique,  oeuvre  ot  disparaissent  les 
barri^res  factices  que  les  administrations  se  plaisent  volontiers  a  etablir 
entre  les  diverses  categories  d'enseignement,  sans  se  soucier  parfois  de 
reconnaitre  qu'on  ne  coupe  point  lesprit  humain  en  deux,  —  a  cote 
de  Tenseignement  proprement  horloger,  nous  voulons  etablir  un  labora- 
toire  de  recberches  chronometriques. 

Nous  voulons  esperer  que  cette  (euvre  nouvelle  mais  urgente 
trouvera  en  France  et  en  particulier  a  Besan(;on  les  uioyens  de  naitre 
et  de  se  developper. 

Et,  a  ce  propos,  je  me  plais  a  rappeler  ce  qui  a  etc  fait  pour  une 
science  plus  favorisee;  il  y  a  quelques  annees  nous  nianquions  en  France 
d'un  observatoire  eleve  sous  un  ciel  clair;  un  ami  oclaire  de  la  science 
fit  surgir  Tobservatoire  de  Nice. 

Nous  avons  besoin  aujourd'hui  d  un  laboratoire  pour  provoquer  une 
suite  de  serieiises  recherches  de  Chronometrie  experimentale. 

J^espere  que  notre  effort  sera  lui  aussi  compris  et  appuye  dans 
notre  pays. 


Die  Qrundlagen  der  Bestimmung  der  Erdgestalt. 

Von 
A.  Borsch  aus  Potsdam. 

Neben  der  Astronomie  war  es  die  Geodasie,  die  schon  seit  den 
altesten  Anfaugen  und  wahrend  der  ersten  Entwicklungsperioden  der 
Mathematik  ein  ausgezeichnetes  und  mit  ihr  eng  verbundenes  Anwen- 
dungsgebiet  dieser  Wissenschaft  bildete,  und  zwar  sowohl  in  der  ein- 
fachsten  Form  als  Feldmessung  und  Felderteilung,  als  auch  in  der 
eigentlichen  Bedeutung  als  Erdmessung.  Als  nach  der  Entdeckung  der 
allgemeinen  Gravitation  durch  Newton,  und  nachdem  dieser  selbst  und 
Uuygens  aus  theoretischen  Griinden  geschlossen  batten,  daB  man  das 
abgeplattete  Rotationsellipsoid  als  die  mathematiscbe  Figur  der  Erde 
anseben  miisse,  —  also  ungefabr  vom  Beginn  des  18.  Jabrbunderts 
an  —  unt^r  Frankreicbs  Vortritt  der  intemationale  Wettstreit  in  der 
Ausfiibrung  von  Gradmessungen  zum  Zwecke  der  Bestimmung  der  Ele- 
mente  des  Erdellipsoids  entbrannt  war,  waren  die  ausfiibrenden  Geo- 
dat^n  zumeist  auch  nocb  Forscber  in  der  tbeoretiscben  Matbematik. 
Erst  uiit  dem  gewaltigen  Aufscbwung,  den  im  vorigen  Jabrbundert  die 
reine  Matbematik  in  alien  ibren  Zweigen  nabm,  ging  fiir  die  Geodasie 
der  Zusammenbang  mit  der  Tbeorie,  zuerst  allmablicb  und  dann  in 
stets  zunebraendem  MaBe  verloren,  so  daB  ibre  Weiterentwicklung  fast 
nur  nocb  den  G^odaten  von  Facb  und  einigen  Astronomen  zufiel.  Eine 
bemerkenswerte  Ausnabme,  deren  alles  umfassender  Geist  bis  Uber  die 
Mitte  des  19.  Jabrbunderts  bineinragt,  wird  durcb  den  Namen  GauB 
bezeicbnet.  In  der  neuesten  Zeit  jedocb  ist  das  Besfreben  allgemeiner 
und  mit  Erfolg  bervorgetreten,  Tbeorie  und  Praxis  einander  wieder  zu 
nabem,  und  zwar  gerade  mit  besonderer  Riicksicbt  auf  die  Geodasie; 
icb  braucbe  z.  B.  nur  daran  zu  erumem,  daB  die  Geodasie  jetzt  in 
PreuBen  ein,  wenn  aucb  nur  fakultativer  Priifungsgegenstand  fQr  die 
Kandidaten  des  boberen  Schulamts,  die  die  Lehrbefahigung  in  der 
Matbematik   erlangen   wollen,   geworden   ist.     Icb   glaube    micb    nicbt 
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zu  irren,  wenn  ich  diesem  Bestreben  die  ftir  mich  ehrenvoUe  Auf- 
forderung  zAischreibe,  vor  Ilinen  einige  vielleicht  allgemeiner  interessie- 
rende  Abselinitte  aus  den  mathematischen  Grundlagen  zur  Bestimmung 
der  Erdgestalt  in  engem  Rahmen  und  notgedrungen  in  nur  ganz  all- 
gemeinen  Ziigen  zu  besprechen.  Sie  werden  es  aber  mit  mir  bedauern, 
daB  der  berufene  Vertreter  dieses  Faches,  Herr  F.  11.  Helmert,  meiu 
verehrter  Chef,  leider  verhindert  war,  Ihnen  seine  Ideen  und  die  Ergeb- 
nisse  seiner  Forscbungen  selbst  vorzutragen. 

Bis  gegen  das  Ende  des  18.  Jahrhunderts  glaubte  man,  durch 
wenige  in  moglichst  verschiedenen  Breiten  gelegene  und  mit  aufierster 
Genauigkeit  ausgefiihrte  Gradmessungen  —  und  zwar  kamen  damals 
fast  nur  Breitengradmessungen  in  Betracht  —  die  Elemente  des  Erd- 
ellipsoids  (halbe  groBe  Achse  und  Abplattung)  bestimmen  zu  konnen, 
eine  Anschauung,  die  besonders  scharf  in  der  hierauf  begrtindeten  Ab- 
leitung  eines  sogenannten  natdrlichen  Langenmafies,  des  Meters,  zu- 
tage  tritt.  Differenzen,  die  sich  in  der  Lange  der  Breitengrade  in 
verschiedenen  Gegenden,  unter  denselben  und  unter  verschiedenen 
Breiten,  gegen  die  theoretischen  Werte  ergaben,  wurden  den  Beobach- 
tungen,  vorzuglich  aber  den  astronomischen  Bestimmungen,  zur  Last 
gelegt;  ich  weise  dazu  z.  B.  darauf  bin,  welch  einen  verhangnisvoUen 
EinfluB  die  nach  den  Beobachtungen  in  den  Wintem  1792/93  und 
1793/94  gefundene  Differenz  von  3"  zwischen  dem  geodatischen  und  astro- 
nomischen Breitenunterscliied  der  nur  etwa  2  km  voneinander  entfemt 
gelegenen  Punkte  Montjouy  und  Barcelona  auf  das  Geschick  Mechains 
ausgeilbt  hat.  Jedoch  fing  man  schou  an,  groBere  Unterschiede  zwi- 
schen den  beobachteten  und  den  aus  den  trigouometrischen  Messungen 
unter  Zugrundelegung  eines  bestimmten  Ellipsoids  berechneten  Breiten 
durch  lokale  Attraktionen,  zimachst  durch  solche  sichtbarer  Massen,  zu 
erklaren;  Orte  mit  solchen  lokalen  Lotstorungen  hielt  man  fiir  unge- 
eignet  zur  Anlegung  astronomischer  Stationen..  Durch  die  infolge  der 
Vervollkommnung  der  Instrumente  und  der  Beobachtungsmethoden 
immer  haufiger  als  solche  erkannten  Lotstorungen  veranlaBt,  kam  man 
gegen  das  Ende  des  18.  Jahrhimderts  auf  die  Idee,  durch  schickliche 
Wahl  der  Lage  und  der  Dimensionen  eines  besonderen  lleferenz-EUip- 
soides  diese  Lotabweichungen  fiir  ein  beschranktes  Gebiet,  wie  z.  B. 
GroBbritannien  und  Irland,  moglichst  klein  zu  machen.  Der  Erfolg  war 
jedoch  gering.  Auch  der  im  Jahre  1838  gemachte  Versuch  Bess  els, 
seiner  ostpreuBischeu  Gradmessung  eine  beliebig  gelegene  und  gestaltete 
Flache  2.  Ordnujfg  anzupassen,  miBlang  trotz  der  geringen  Ausdehnung 
des  betrachteten  geodatischen  Dreiecks  Memel — Konigsberg — Trunz,  da 
in  den  beobachteten  Polhohen   und  Azimuten   noch  Reste   im  Betrage 
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von  mehreren  Sekunden  librig  blieben.  Man  glaubte  aber  gleicbwohl 
noch  langere  Zeit  hindurch,  aus  den  bereits  vorhandenen  Gradmessungen 
mit  einigor  Sicberheit  ein  allgemeines  Erdellipsoid  ableiten  zu  konnen, 
was  scheinbar  die  aus  verschiedenen  Berechnungen  und  unter  Benutzung 
von  z.  T.  verscbiedenem  Material  hervorgegangenen,  ziemlich  libereiu- 
stimmenden  Werte  der  halben  groBen  Achse  und  der  Abplattung  besta- 
tigten,  wie  sie  u.  a.  durch  Walbeck,  Airy  und  Bessel  (1841)  ermittelt 
wurden.  Die  Besselschen  Elements  galten  lange  Zeit  als  die  besten,  und 
auch  heute  liegen  sie  noch  den  Berechnungen  vieler  und  ausgedehnter 
Landesvermessungen  zugrunde.  Indessen  ergaben  neuere  Ableitungen  aus 
den  Jahren  1866  und  1880  durch  A.  R.  Clarke  nach  einer  sorgfaltigen 
Diskussion  der  Ei^ebnisse,  besonders  aber  der  bei  den  einzehien  Grad- 
messungen benutzten  Langeneinheiten,  g^g^n  Bessel  eine  YergroBerung 
der  halben  groBen  Achse  um  etwa  1  km  und  eine  solche  der  Abplat- 
tung von  1  :  299  auf  1  :  293.  Man  war  sich  hierbei,  abgesehen  von 
einigen  anderen  Bedenken^  dariiber  klar,  daB  sich  die  so  bestimmte 
Meridianellipse  nur  den  einzelnen  Gradmessungen  moglichst  gut  an- 
schlieBt,  fiir  jede  einzelne  aber  die  kleine  Achse  nicht  mit  der  Rota- 
tionsachse  der  Erde  zusammenzufallen  braucht^  sondern  ihr  nur  parallel 
gelegt  wird,  wodurch  z.  B.  kontinentale  UnregelmaBigkeiten  in  dor  Ge- 
stalt  der  Erde  verdeckt  werden  konnen.  Bei  einer  nachtraglichen  tri- 
gonometrischen  Verbindung  zweier  Breitengradmessungen  muBte  sich 
dieser  Umstand  beraerkbar  machen.  So  auBerte  er  sich  bei  der  1889 
bewirkten  Verbindung  der  russisch-skandinavischen  mit  der  englisch- 
franzosischen  Gradmessung  dadurch,  daB  sich  eine  windschiefe  Ver- 
drehung  beider  Meridianbogen  gegeneinander  im  Betrage  von  etwa  5" 
ergab,  die  spater  (1900)  auf  einem  anderen  Rechnungswege  bestatigt 
wurde.  Erreichten  die  Abstande  der  kleinen  Achse  der  Meridianellipse 
von  der  Erdachse  fiir  verschiedene  Gradmessungen  mehrere  Kilometer, 
was  von  vornherein  nicht  ausgeschlossen  erscheint,  so  ware  natiirlich 
das  errechnete  Ellipsoid  kauni  als  eine  auch  nur  oberflachliche  Dar- 
stellung  der  Erdgestalt  anzusehen.  Der  hervorragende  EinfluB,  den  die 
ostindische  Gradmessung,  sowohl  infolge  ihrer  Ausdehnung,  als  auch 
auf  Gruud  ihrer  geographischen  Lage  in  der  Niihe  des  Aquators  zwi- 
schen  dem  Indischen  Ozean  und  dem  Himalaya  mit  dem  Hochlande 
von  Tibet,  auf  die  Bestimmung  der  Erdelemente  ausiiben  muBte,  ver- 
mehrte  zunachst  die  Zweifel  an  der  Moglichkeit  einer  genauen  Bestim- 
mung der  Erdgestalt  als  Rotationsellipsoid;  laBt  sich  ihr  doch  liberdies 
ein  Bessel sches  und  ein  Clarkesches  Ellipsoid  fast  gleich  gut  an- 
passen. 

Die  Folgerungen,  die  bereits  aus  den  1828  bekannten  Ergebnissen 
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fiir  die  Weiterentwicklung  und  die  Aufgaben  der  wiesenschaftlielien 
Geodiisie  zu  ziehen  waren,  hat  wohl  GauB  in  der  ,.Bestimmung  dee 
Breiteniinterscliiedes  zwischen  Gottingen  und  Altona"  zuerst  in  voUer 
Klarheit  ausgesproclien.  Ich  glaube  nichts  Besseres  tun  zu  konnen^ 
als  die  betreflfende  Stelle  hior  wortlich  anzufuhren:  „Nach  unsereui 
Dafiirhalten  betrachtet  man  diesen  Gegenstand  [namlich  das  Auftreten 
von  Lotabweichungen]  aus  einem  falschen  Gesichtspunkte,  wenn  man 
bei  solchen  Erscheinungen  immer  nur  von  Lokalablenkungen  der  Lot- 
linie  spricht,  und  sie  also  gleichsam  nur  als  einzelne  Ausnahmen  an- 
sieht.  Was  wir  im  geometrischen  Sinn  Oberflache  der  Erde  nennen^ 
ist  niclits  anderes  als  diejenige  Flache,  welche  iiberall  die  Richtung 
der  Schwere  senkrecht  schneidet,  und  von  der  die  Oberflache  des  Welt- 
meers  einen  Teil  ausmacht.  Die  Richtung  der  Schwere  an  jedem 
Punkte  wird  aber  durch  die  Gestalt  des  festen  Teils  der  Erde  imd 
seine  ungleiehe  Dichtigkeit  bestimmt,  und  an  der  aufiem  Rinde  der 
Erde,  von  der  allein  wir  etwas  wissen,  zeigt  sich  diese  Gestalt  und 
Dichtigkeit  als  hochst  unregelmaBig;  die  UnregelmaBigkeit  der  Dichtig- 
keit mag  sich  leicht  noch  ziemlich  tief  miter  die  auBere  Rinde  er- 
strecken  und  entzieht  sich  ganz  unsern  Berechnungen ,  zu  welchen  fast 
alle  Daten  fehlen.  Die  geometrische  Oberflache  ist  das  Produkt  der 
Gesamtwirkung  dieser  ungleich  verteilten  Elemente,  und  anstatt  vor- 
kommende  unzweideutige  Beweise  der  UnregelmaBigkeit  befremdend  zu 
finden,  scheint  es  eher  zu  bewundern,  daB  sie  nicht  noch  groBer  ist. 
Waren  die  astronomischen  Beobaehtungen  einer  zehn-  oder  hundertraal 
groBeren  Genauigkeit  fahig,  als  sie  gegenwartig  haben,  so  wurden  sie 
diese  UnregelmaBigkeit  ohne  Zweifel  iiberall  nachweisen.  Bei  dieser 
Lage  der  Sache  hindert  aber  nichts,  die  Erde  im  Ganzen  als  ein  ellip- 
tisches  Revolutionssphiiroid  zu  betrachten,  von  dem  die  wirkliche  (geo- 
metrische) Oberflache  iiberall  bald  in  starkern,  bald  in  schwachern, 
bald  in  kiirzern,  bald  in  langem  Undulationen  abweicht.  Ware  es 
moglich,  die  ganze  Erde  rait  einem  trigonometrischen  Netze  gleichsam 
zu  umspinnen.  und  die  gegenseitige  Lage  aller  Punkte  dadurch  zu  be- 
rechnen,  so  wiirde  das  idealische  Revolutionsspharoid  dasjenige  sein, 
auf  welchem  berechnet  die  Richtungen  der  Vertikalen  die  moglich 
beste  Ubereinstimmung  mit  den  astronomischen  Beobaehtungen  giiben." 
Als  mathematische  Erdgestalt  wird  also  eine  der  Niveauflachen 
]r=  constans  definiert,  die  aus  der  Kriiftefunktion  W  der  Erde  ent- 
springen,  und  zwar  etwas  scharfer  ausgedi-iickt  nach  Bess  el:  diejenige 
Flache,  die  die  Oberflache  des  Wassers  eines  mit  dem  Meere  zusammon- 
hiingenden,  die  Erde  bedeckenden  Notzes  von  engen  Kaniilen  bilden 
wiirde,  wobei  aber  das  Wasser  in  relativer  Ruhe  gegeii  den  Erdkorper, 
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also  ohne  Stromungen  imd  ohne  die  Einwirkungen  von  Sonne  und 
Mond  (Ebbe  und  Flut)  und  der  Winde  und  unter  unveranderlichem 
Luftdrucke  an  der  Meeresoberflache  gedacht  wird.  Fiir  diese  Flache 
W^  Wq  ist  dann  spater  von  J.  B.  Listing  der  Name  Geo  id  ein- 
gefahrt  worden. 

GauB  wies  auch  darauf  hin,  daB  zur  Untersuchung  des  Geoids 
nicht  die  Vervielfaltigung  der  Gradmessungen  die  Hauptsache  ist, 
sondern  die  Ausfiihrung  moglichst  ausgedehnter  und  im  Zusammenhang 
stehender  trigonometrischer  und  astronomischer  Messungen;  er  beklagt 
sich  bitter  Gber  die  Schwierigkeiten  mancher  Art,  die  diesem  Zusammen- 
schluB  schon  damals  innerhalb  Deutschlands  und  seiner  Nachbarlander 
entgegenwirkten.  General  Baeyer  suchte  diese  Forderung  zunachst 
fiir  Zentraleuropa  1861  durch  die  Begriindung  der  Mitteleuropaischen 
Gradmessung  zu  erfiillen,  mit  der  ausgesprochenen  Absicht,  die  Krflm- 
mungsverhaltnisse  der  Erde  in  dem  fraglichen  Gebiet  zu  untersuchen. 
Die  Mitteleuropaische  Gradmessung  erweiterte  sich  1867  zur  Euro- 
paischen  und  1886  nach  Baeyers  Tode,  und  nachdem  fast  alle  Kultur- 
staaten  der  Konvention  beigetreten  waren,  zur  Internationalen  Erd- 
messung.  Durch  sie  und  die  groBen  Mittel,  die  ihr  nach  jeder  Rich- 
tung  hin,  besonders  auch  in  der  Personen-  und  Geldfrage,  zur  Ver- 
fiigung  stehen,  angeregt,  konnte  man  der  Frage  nach  der  Moglichkeit 
der  Bestimmung  des  Geoids  oder  wenigstens  einzelner  seiner  Teile, 
sowie  der  Feststellung  der  dazu  notigen  Erfordemisse  theoretischer  und 
praktischer  Natur  naher  treten.  Man  muBte  vor  alien  Dingen  unter- 
suchen, ob  die  Losung  der  Aufgabe  ohne  Hypothesen  iiber  das  Bildungs- 
gesetz  der  Flliche  moglich  sei,  und  ob  fiir  den  Fall,  daB  man  aus  prak- 
tischen  Griinden  gewisse  Hypothesen  zuzulassen  gezwungen  wird,  sich 
ihr  EinfluB  mit  hinreichender  Schiirfe  ermitteln  oder  als  belanglos 
gegeniiber  den  durch  die  Beobachtungsfehler  verursachten  Unsicher- 
heiten  nachweisen  laBt. 

Weil  man  nur  auf  einem  kleineren  Teile  der  Erdoberflache  hin- 
reichend  genaue  Beobachtungen  anstellen  kann,  so  ist  es  zunachst  un- 
moglich,  das  Geoid  als  Gauzes  zu  ermitteln,  da  sich  die  Fllichen  W  = 
coustans  und  insbesondere  das  Geoid  nicht  durch  eine  einzige  analy- 
tische  Funktion  darstellen  lassen.  Denn  die  zweiten  Differentialquotienten 
von  W  und  mit  ihnen  die  Kriimmungsverhaltnisse  werden  bei  sprung- 
weiser  Anderung  der  Dichte,  also  z.  B.  beim  tfbergang  von  Luft  in 
Wasser  oder  von  Wasser  in  Gestein  und  bei  der  Verschiedenheit  in 
der  Dichte  der  Gesteinsarten,  ebenfalls  unstetig.  Drastisch  erlautert 
dies  H.  Bruns  (1878)  durch  den  Ausspruch:  „Eben80wenig,  wie  man 
versuchen  wird,  das  Bild,  welches  eine  geognostische  Karte  gewahrt. 
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mit  einigem  Anspruch  auf  Treue  in  eine  Formel  zu  zwangeii;  ebeneo- 
wenig  wird  man  auf  ein  brauchbares  Resultat  rechnen  dUrfen,  wenn 
man  es  untei-nimmt,  fiir  die  Gestalt  der  Geoide  einen  Ausdruck  zu 
suchen^  der  die  wahre  Form  derselben  bis  auf  Quantitaten  von  der 
Ordnung  der  Beobachtungsfehler  angibt."  Ein  Beispiel  hierfQr  liefert 
der  bereits  erwahnte  Besselsche  Versuch. 

Bevor  ich  aber  zur  Besprechung  der  verschiedenen  Methoden  fttr 
die  BestimmuDg  oder  die  Darstellung  von  Flachenstucken  des  Geoids 
iibergehe,  mu6  ich  noch  einen  kurzen  tfberblick  Uber  die  RoUe  geben^ 
die  die  Ermittelung  der  Intensitat  der  Schwerkraft  bei  den  Dnter- 
suchungen  iiber  die  allgemeine  Erdgestalt  fiir  sich  allein  und  im  Zu- 
sammenhang  mit  den  Gradmessungen  spielt;  ihre  Bedeutung  fiir  Spezial- 
untersuchungen  wird  spater  gleichzeitig  mit  diesen  zur  Sprache  kommen. 

Die  Schwerkraft  g  steht  mit  der  Kraftefunktion  durch  die  Gleichung 

g^-cWIdn 

in  Beziehung,  wo  n  die  nach  aufien  gerichtete  Normale  der  Niveau- 
flache  bedeutet.  Schweremessungen  waren  indessen  mit  ausreichender 
Genauigkeit  bis  in  die  neueste  Zeit  nur  durch  Pendelbeobachtungen  zu 
erlangen  und  dadurch  auf  das  feste  Land  beschrankt. 

Clairaut  leitete  1738  unter  der  Annahme,  daB  ein  homogen  ge- 
schichtetes  Rotationsellipsoid  Gleichgewichtsfigur  der  Erde  sei,  sein  be- 
kanntes  Theorem  ab,  das  die  Abplattung  mit  der  Schwerkraft  am 
Aquator  und  am  Pol  und  mit  der  Schwungkraft  am  Aquator  in  Be- 
ziehung  setzt.  Unter  anderen  habeii  dann  spater  besonders  G.  G.  Stokes, 
H.  Bruns  und  F.  R.  Helmert  zur  Verallgemeinerung  dieses  Theorems 
beigetragen.  Indem  man  fiir  W,  wenn  man  noch  gewisse  plausible 
Annahmen  macht,  nur  die  ersten  Glieder  seiner  Entwicklung  ansetzt, 
so  erhalt  man  unter  Beschrankung  auf  die  Glieder  zweiten  Ranges 
(Bruns)  algebraische  Rotationsflachen  14.  Ordnung  —  Spharoide  —  oder 
durch  Mitnahme  gewisser  Glieder  vierten  Ranges  (Helmert)  ebenfalls 
Rotationsflachen  —  Niveauspharoide  — ,  die  beide  zur  Aquatorebeue 
symmetrisch  sind  und  mit  U  =  constans  bezeichnet  werden  mogen. 
Da  alle  bisherigen  Erfahrungen  gezeigt  haben,  daB  W—  U  fiir  alle 
Punkte  der  Erdrinde  hinreichend  klein  ist,  so  ist  die  Funktion  f/, 
in  der  einen  oder  in  der  anderen  Form,  als  die  angemessenste  erste 
Approximation  fiir  die  Kraftefunktion  W  anzusehen  und  am  ge- 
eignetsten,  sich  von  den  Lot-  und  Schwerestorungen  eine  klare  Vor- 
stellung  zu  machen.  Indessen  weicht  die  Flache  TJ=Wq,  das  Normal- 
spharoid,  in  der  zweiten  Darstellungsart  von  einem  Rotationsellip- 
soid mit    denselben  Achsen  nur   so    wenig  ab    —   die  Maximaldistanz 
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beider  bleibt  z.  B.  bei  einer  Abplattung  von  1  :  299  unter  13  m  — , 
daB  man  in  den  meisten  Fallen  dieses  Normalspharoid  durch  ein  Ellip- 
soid ersetzt  denken  kann.  Die  Bestimmung  eines  allgemeinen  Erd- 
ellipsoids  belialt  daher  auch  jetzt  nocb  eine  gewisse  Bedeutung.  Die 
Flache  J7=  TF^  ist  nnn  gerade  die  Flache,  fiir  deren  Punkte  man  sich 
bei  Anwendung  des  erweiterten  Clairautsclien  Theorems  die  auf  die 
Meeresoberflache  reduzierten  Pendell*angen  gegeben  denkt.  Hierbei 
nimmt  man  an,  daB  diese  ^^ormale  SchwerkralV'  y^  etwa  in  der  Form 

n  =  ^a  (1  +  h  sin  (p^  +  \  sin  9*) 

dargestellt  werden  kann,  wo  9  die  geographische  Breite  bedeutet  und 
die  Schwerkraft  am  Aquator  g^  sowie  \  und  h^  in  passender  Weise 
aus  den  Beobachtungen  abznleiten  sind;  hierdurph  nimmt  die  Formel 
fur  y^  zugleich  den  Charakter  eines  Interpolationsausdmcks  an.  Die 
Berechtigung  dieses  Ansatzes  wird  durch  besondere  Konvergenzunter- 
suchungen  und  auf  Grund  geeigneter  Massenverschiebungen  (Konden- 
sationsmethode  Helmerts)  nachgewiesen.  Das  kleine  Glied  mit  h^  ist 
librigens  vor  kurzem  theoretisch  und  auch  seineii  numerischen  Betrage 
nach  von  E.  Wiechert  und  H.  G.  Darwin  unter  der  Annahme 
hydrostatischer  Schichtung  der  Erdoberflache  berechnet  worden.  Die 
neueste  Bestimmung  der  Abplattung  des  Normalspharoids  aus  den 
Schweremessungen  durch  Helmert  im  Jahre  1901,  die  sich  nur  wenig 
von  seinem  1884  gefundenen  Resultat  uuterscheidet,  ergibt  hierfQr  mit 
einer  relativ  groBen  Sicherheit  1 :  298,3.  Diese  Untersuchung  erstreckte 
sich  getrennt  auf  eine  sehr  groBe  Anzahl  von  Festlands-  und  von 
Kiistenstationen,  die  auf  die  Mittelbreiten  von  5^  bis  75^  in  Intervallen 
von  je  5^  verteilt  sind;  die  Stationen  auf  kleinen  Inseln  in  tiefem 
Wasser  wurden  ihres  besondem  Verhaltens  wegen  vorerst  noch  aus- 
geschlossen.  Die  gute  Ubereinstimmung  der  aus  beiden  Ghnippen  ein- 
zeln  erhaltenen  Werte  der  Abplattung  ist  fiir  die  Schatzung  der  Ge- 
nauigkeit  der  genannten  Zahl  besonders  wertvoll. 

Da  die  Bestimmung  der  Abplattung  aus  den  Gradmessungen,  z.  T. 
schon  wegen  ihrer  jetzigen  Verteilung,  und  auch  ihre  Ableitung  aus 
astronomischen  Daten,  aus  Mondstorungen  und  aus  der  Prazessions* 
konstanten,  deren  Ergebnisse  sich  aber  gleichwohl  dem  neuen  Werte 
nahe  anschlieBen,  ungenauer  ist,  so  ist  der  Helmertsche  Wert  heute 
als  der  beste  anzusehen.  Dagegen  kann  man  aus  hinlanglich  aus- 
gedehnten  Gradmessungen,  etwa  von  tiber  2000  km  Ausdehnung,  unter 
Annahme  des  genannten  Abplattungswertes,  sehr  wohl  die  halbe  groBe 
Achse  des  Erdellipsoids  ableiten.  Vorlaufige  Untersuchungen  im  Zentral- 
bureau    der    Intemationalen   Erdmessung   zu  Potsdam,    bei    denen    vor 
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allem  auch  die  beiden  nenen  grofien  LangengradmessungeD;  die  euro- 
paische  in,  52®  und  die  nordamerikanische  in  39®  Breite  benicksichtigt 
warden^  haben  ftir  die  halbe  grofie  Achse  den  abgemndeten  Wert 
6378  km  ergeben. 

Wenn  die  Schwere  auf  der  ganzen  Erdoberflache  bekannt  ware, 
80  konnte  man  nach  einer  Formel  von  G.  G.  Stokes  (1849)  die 
regionaleii  Erhebungen  N  des  Geoids  gegen  das  Normalspharoid  aus 
den  Schwerestorungen,  d.  h.  aus  den  Abweichungen  der  auf  die  Meeres- 
flaehe  reduzierten  beobachteten  Schwere  von  der  entsprechenden  nach 
der  Formel  ftir  y^  berechneten,  ableiten.  Abgesehen  davon,  dafi  auch 
ftir  die  Zukunfb  nur  in  ganz  besonders  giinstigen  Fallen  eine  solche 
Verteilung  der  Schwerestationen  moglich  sein  wird,  um  mit  einiger 
Sicherheit  N  f(ir  einzelne  Punkte  bestimmen  zu  konnen,  ist  die  Formel 
zur  Ermittlung  der  allgemeinen  Erdgestalt  schon  dadurch  unbrauchbar, 
weil  sie  nur  die  Variationen  des  Radius  vector  liefert,  wahrend  sein 
Mittelwert  anderweit  gegeben  sein  muB.  Dieser  kanii  allein  durch  Grad- 
messungen  ermittelt  werden.  Denn  auch  eine  an  sich  interessante 
Formel,  die  es  erlaubt,  die  mittlere  Krtlmmung  der  Niveauflachen  am 
Beobachtungsort  zu  berechnen,  wenn  dort  g  und  seine  Andenmg  mit 
der  Hohe  bekannt  ist,  kommt  praktisch  nicht  in  Betracht.  Endlich 
kann  aus  Schwerkraftsmessungen  in  Yerbindung  mit  Hohenmessungen 
allein  ein  mittlerer  Erdradius  nur  in  ganz  roher  Weise  abgeleitet 
werden.  Die  Ghradmessungen  werden  daher  auch  aus  diesen  Grtlnden 
ihre  'Unentbehrlichkeit  bei  der  Ableitung  der  allgemeinen  Erdgestalt 
behaupten. 

Seit  der  Einfuhnmg  der  Potentialtheorie  in  die  Untersuchungen 
liber  die  Erdgestalt  dachte  man  natiirlich  sehr  bald  daran,  die  Er- 
hebungen und  Senkuugen  des  Geoids  gegen  das  Normalspharoid,  die 
durch  die  Anziehung  der  sichtbaren  und  verschieden  dichten  Massen 
der  Erdrinde,  hauptsachlich  infolge  des  Gegensatzes  von  Festlandern 
und  Ozeauen,  entstehen  mftssen,  durch  Rechnung,  wenn  auch  zuerst 
nur  in  roher  Scbatzung,  zu  ermitteln.  Nach  den  mehr  theoretischen 
Betrachtungen  von  G.  G.  Stokes  (184:9)  waren  es  besonders  Ph.  Fischer 
(1868)  und  J.  B.  Listing  (1872  und  1878),  die  unter  mancherlei,  z.  T. 
unzutreflfenden  Annahmen  solche  Rechnungen  ansteUten.  So  fand 
Fischer,  daB  sich  an  den  Kiisten  der  Festlauder  das  Geoid  um  600  m 
erhebt,  die  unter  den  Festlandern  bis  auf  1000  m  steigen  konnten; 
nach  Listing  soUten  sogar  die  Depressionen  der  Meeresflache  allein 
iiber  1000  m  betragen,  so  daB  ihm  Storungen  des  Radius  vector  bis 
zur  Amplitude  von  2000  m  moglich  erschienen.  H.  Bruns  stellte  1878 
zuerst   auf  richtigen   Voraussetzungen    beruhende    Untersuchungen    an, 
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wobei  freilich  die  Verteilung  von  Wasser  und  Land  noch  sehr  idealisiert 
angenommen  wurde,  und  fand,  dafi  man  wohl  noch  zugeben  konne^ 
daS  das  Geoid  gegen  das  Normalspharoid  Aus-  und  Einbiegungen  be- 
sitze,  deren  Betrage  zwischen  ±  500  m  enthalten  seien.  Zu  abnlichen 
Kesnltaten  (zwischen  —  400  m  und  +  300  m,  jedeiifalls  aber  auch  unter 
±  500  ni)  kommt  Helmert  1884^  indem  er^  abgesehen  von  andern 
Annahmen,  die  Kontiuente  in  angemessener  Weisedurchftinfabgestumpfte 
Kreiskegel  ersetzt  deukt.  Durch  eingehende  Untersuchungen  iiber  den 
Veriauf  der  Schwerkraft  gelangt  er  aber  zu  der  Ansicht,  dafi  mit  der  An- 
nahme  von  Storungsmassen,  die  der  aufiem  Figur  der  Festlandsmassen 
entsprechen^  das  beobachtete  Yerhalten  der  Schwerkraft^  wonach  sie  sich 
auf  den  kleineren  Inseln  der  Ozeane  stets  grofier  zeigt  als  auf  dem  Fest- 
lande,  unvereinbar  ist.  Es  wird  also  schon  eine  Eompensation  der  Fest- 
lander  durch  unterirdische  Massendefekte  als  wahrscheinlich  angenommen. 
Andererseits  hatte  aber  Faye  (1880  und  1886)  die  Hypothese  aufgestellt, 
dafi  die  Dichtigkeit  gewisser  Erdschichten  unter  den  Ozeanen  grofier 
sei  als  die  der  entsprechenden  unter  den  Festlandern.  Unter  diesen 
Umstauden  wtirden  dann  die  Hohenst5rungen  des  Geoids  nur  Bruch- 
teile  von  +  500  m  betragen.  Die  Ergebnisse  der  Gradmessungen  und 
die  der  Peudelmessungen  in  Vorderindien  hatten  iibrigens  schon  1855 
J.  H.  Pratt  zu  der  Annahme  gefiihrt,  dafi  die  Massenanhaufungen^  welche 
der  aufieren  Begrenzung  der  Kontinentalmassen  entsprecheU;  durch 
Dichtigkeitsverminderungen  bis  zur  Tiefe  von  einigen  hundert  Kilometem 
ausgeglichen  werden. 

Die  grofie  Ausdehnung,  die  die  Schwerkraftsmessungen  erfahren 
haben^  seitdem  es  das  v.  Sternecksche  invariable  Halbsekundenpendel 
ermoglicht^  leicht^  rasch  und  mit  grofier  Genauigkeit  relative  Bestim- 
mungen  der  Schwerkraft  auszufiihren,  in  Verbindung  mit  neuen  Er- 
fahrungen  Uber  die  Verteilung  der  Lotabweichungen  gaben  Helmert 
1890  die  Mittel  in  die  Hand,  in  seiner  ^Schwerkraft  im  Hochgebirge*' 
nachzuweisen,  dafi  die  Abstande  des  Geoids  vom  Normalspharoid  unter- 
halb  der  Grenzen  von  ±  200  m  bleiben,  und  dafi  deshalb  die  Gebirge 
und  auch  die  Kontinente  zum  grofiten  Teil  durch  unterirdische  Massen- 
defekte kompensiert  seien.  Schon  1899  konnte  aber  Helmert  auf 
Grund  seiner  fi'uheren  Untersuchungen  und  aus  den  Ergebnissen  der 
Gradmessungen,  besonders  der  neuen  europaischen  Langengradmessung 
in  52^  Breite,  schliefien,  dafi  sich  alle  Storungen  des  Geoids,  auch  die 
kontinentaler  Natur  und  die  unter  den  Ozeanen,  sogar  in  den  Grenzen 
±  100  m  bewegen  werden.  Diese  jt  100  m  sind  aber  voUkommen  aus- 
reichend,  um  den  Widerspruch  in  den  aus  den  Gradmessungen  und 
den   Peudelmessungen  erhaltenen  Werten  der  Abplattung  zu  erklHren. 

80* 
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Anch  die  yorher  erwahnte  windschiefe  Lage  des  russischen  Breiten- 
bogens  gegeniiber  dem  iranzosiscb-englischezi  wtlrde  sich  auf  eine  durch 
kontinentale  Anziehung  verorsacbte  Erhebung  des  Geoids  in  dem  sOd- 
lichen  Teile  der  ersten  im  Betrage  von  nnter  50  m  zurtlckfiahren  lassen. 

Zur  YoUstandigen  Bestatigung  der  angefQhrten  Zahlen  war  es  aber 
von  der  groBten  Wichtigkeit,  aucb  iiber  den  Tiefen  des  Ozeans  Schwere- 
messungen  ansfQhren  zn  konnen;  doch  zeigten  sich  alle  Vorschlage, 
dies  zu  ermoglichen,  fiir  ungeeignet  und  zu  ungenau.  Erst  1901  gelang 
es  0.  Hecker,  auf  Helmerts  Anregung  bin,  durch  vergleichende 
Beobacbtungen  an  Quecksilberbarometem  und  Siedetbermometem  (nach 
Mohn)  auf  dem  Atlantischen  Ozean  zwischen  Hamburg,  Lissabon  und 
Rio  de  Janeiro  die  Schwerkraft  mit  der  notigen  Sicherheit  zu  be- 
stimmen.  Das  Ergebnis  war,  daB  die  Schwerkraft  auf  dem  tiefen 
Wasser  des  Atlantischen  Ozeans  zwischen  Lissabon  und  Bahia  als 
normal  und  der  kontinentalen  Schwereformel  Helmerts  von  1901 
entsprechend  gefunden  wurde.  Aucb  die  von  Nan  sen  bei  seiner  Polar- 
fahrt  ilber  dem  tiefen  Polarmeer  auf  dem  Eise  angeordneten  Pendel- 
messungen  bestatigen  diese  Erfahrung.  Mankann  also  mit  derPrattschen 
Hypothese  von  der  lib er all  vorhandenen  isostatischen  Lagerung  der  Massen 
der  Erdkruste  (wenn  auch  nur  im  Sinne  einer  allgemeinen  Regel)  als  einer 
Tatsache  rechnen  und  behaupten,  daB  sich  die  radialen  Anomalien  des 
Geoids  in  den  vorher  angegebenen  Grenzen  von  ±  100  m  halten.  Man 
mag  sich  etwa  vorsteUen,  daB  die  Massen-  und  Dicbteunterschiede  der 
physischen  Erdoberflache  im  wesentlichen  durch  Massenverschiebungen 
aus  einer  urspriinglich  homogenen  oder  homogen  geschichteten  Erdrinde 
entstanden  sind.  Natiirlich  braucht  man  sich  diese  Isostasie  nicht  fOr 
jedes  Quadratmeter  der  Erdoberflache  erfullt  zu  denken,  sondem  viel- 
leicht  fur  Kreise  von  einigen  hundet  Kilometem  Radius,  um  von  der 
GroBenordnung  dieser  Zahl  eine  angenaherte  Vorstellung  zu  geben.  Hier- 
auf  weisen  auch  die  auf  Grund  der  Attraktionswirkungen  sichtbarer 
Massen  berechneten  relativen  Lotabweichungen  bin,  die  bei  deren  Berlick- 
sichtigung  bis  auf  25—  40  km  Umkreis  durch  die  beobachteten  Lot- 
abweichungen meistens  angenahert  dargestellt  werden.  Dazu  kommt 
noch,  daB  die  geometrischen  Nivellements  nach  Anbringung  des  nor- 
malen  Teiles  der  durch  die  Nichtparallelitat  der  Niveauflachen  bedingten 
Rediiktionen  ergeben  haben,  daB  die  Mittel wasser  der  Europa  um- 
spiilenden  Meere  bis  auf  Betrage  von  der  Ordnung  der  Beobachtungs- 
fehler  und  bis  auf  solche,  die  durch  lokale  Storungen,  wie  vorherr- 
schende  Winde,  verursacht  werden,  einer  Niveauflache  angehoren. 

Eine  wichtige  Folge  der  skizzierten  Resultate  ist  es,  daB  man  sich 
nunmehr  die  in  der  bisher  liblichen  Weise  berechneten  trigonometrischen 
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MeBsungen  mit  ansreichender  Genauigkeit  als  auf  ein  bestimmtes  Referenz- 
ellipsoid  libertragen  denken  kann,  nachdem  man  notigenfalls  noch  die 
kleinen  Richtungsverbesserungen  wegen  der  Abweicliung  des  Vertikal- 
scbnitts  von  der  geodatiscben  Linie  und  wegen  der  Meereshobe  des 
Objekts  berticksicbtigt  hat.  Sollten  sicb  aber  nacbtraglicb  grofiere 
oder  stark  mit  der  Lage  der  Stationen  veranderliche  Lotabweichungen 
berausstellen^  so  hindert  nicbts^  das  Dreiecksnetz  wiederbolt  mit  Riick- 
sicbt  bierauf  zu  berecbnen  und  so  zum  Ziele  zu  gelangen.  Jedenfalls 
sind  aber  relative  Lotabweicbungen  von  etwa  100"  nur  nocb  in  ganz 
vereinzelten  Fallen  zu  erwarten;  meistens  werden  sie  unter  10" — 20" 
bleiben  und  keinen  sicb  iiber  grofiere  Gebiete  erstreckenden  syste- 
matiscben  Cbarakter  annebmen.  Endlicb  findet  auf  Grund  dieser  Ver- 
baltnisse  aucb  der  Vorscblag  Helmerts  eine  Stiitze:  die  Scbwere- 
messungen  je  nacb  ibrer  speziellen  Verwendungsweise  in  zwei  ver- 
scbiedenen  Arten  auf  das  Meeresniveau  zu  reduzieren.  Bei  ibrer  Be- 
nutzung  fiir  allgemeine  Untersucbungen  (Bestimmung  der  Abplattung) 
bait  er  es  namlicb  fQr  angebracbt^  sie  nur  unter  Beriicksicbtigung  des 
normalen  Teiles  der  Scbwerkrafi»anderung  mit  der  Edbe^  also  wie  in 
freier  Luffc  (nacb  Stokes  und  Faye),  auf  die  Meeresflacbe  zu  uber- 
tragen^  wobei  indessen  in  bestimmten  Fallen  nocb  Kondensationsbetrage 
anzubringen  sind.  Der  Erfolg  bat  aucb  bier  wieder  die  Pratt  scbe 
Hypotbese  bestatigt.  Bei  Untersucbungen  fiber  regionale  Scbwere- 
storungen  soUte  man  aber  die  Wirkung  der  fiber  dem  Meeresniveau 
gelegenen  Massen  beacbten  (nacb  Bouguer,  jedocb  unter  Berfick- 
sicbtigung  der  sogenannten  topograpbischen  R^duktion).  Die  Ver- 
gleichung  der  in  letzter  Art  reduzierten  Scbweremessungen  mit  den 
normalen  Werten  gestattet  im  Grunde  genommen  sodann  nur  die  Er- 
kenntnis  der  auf  die  Meeresoberflacbe  kondensiert  gedacbten,  unter  ibr 
gelegenen  Massenfiberscbfisse  oder  Defekte.  SoUen  also  Hypotbesen 
liber  die  wirklicbe  Massenlagerung  auf  ibre  Zulassigkeit  bin  geprfifl; 
werden^  so  ist  aucb  bierzu  die  Kenntnis  der  Lotabweicbungen  notig. 

Endlicb  will  icb,  wie  scbon  erwabnt,  nocb  etwas  auf  die  Metboden 
eingelien,  die  ffir  die  tatsachlicbe  Darstellung  von  Flacbenstficken  des 
Geoids  in  begrenzten  Vermessungsgebieten  in  Frage  kommen,  und  zwar 
werde  icb  mich  dabei,  der  bistoriscben  Entwicklung  folgend^  im  all- 
gemeinen  auf  die  Vorscblage  bescbranken,  die  ein  in  sicb  abgescblossenes 
Bild  gewabren  und  die  mit  den  Namen  Yvon  Villarceau,  H.  Bruns 
und  F.  R.  Helmert  verknfipfk  sind. 

Villarceau  bat  zwei  Wege  angegeben,  um  die  „wabre  Figur  der 
Erde"  aus  Lotabweicbungen  zu  bestimmen.  Ffir  die  erste  Metbode 
(1868)   setzt  er  voraus^  dafi  die  trigonometriscben  Messungen  ein  auf 
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ein  bestimmtes  Referenzellipsoid  projiziertes  Dreiecksnetz  ergeben  baben^ 
dafi  aof  samtlicben  Dreieckspnnkten  Breite  und  Lange  oder  Azimut 
bestimmt  sind^  deren  Werte  auch  als  ftlr  das  Ellipsoid  gtQtig  an- 
genommen  werden^  und  dafi  diese  Stationen  sowobl  in  ein  trigono- 
metrieches  als  auch  in  ein  geometrisches  Nivellement  (durch  Zenitdistanz- 
messungen  und  yermittels  des  Niyellierinstruments)  einbezogen  sind. 
Durch  das  trigonometrische  Nivellement  warden  unter  Berilcksichtigung 
des  Einflusses  der  Lotabweichungen  auf  die  gemessenen  Zenitdistanzen 
die  Hohen  iiber  dam  Referenzellipsoid,  das  man  am  besten  an  einer 
bestimmten  Stelle  mit  dem  Mittalwasser  des  Meeres  zusammenfallen 
lafit,  erhalten,  wahrend  das  geometrische  Nivellement  direkt  Meeres- 
hohen  lief  ere.  Die  Differenzau  beider  Hohen  geben  bis  auf  eine  Eonstante, 
die  man  in  geeigneter  Weise  bestimmen  kann,  die  Hohen  der  Gaoid- 
punkte  fiber  den  entsprechenden  des  Ellipsoids.  Es  ist  dies  also  eine 
Bestimmung  des  Geoids  durch  Punkte,  die  bei  gentlgend  dichter  Lage 
der  Stationen  zu  einer  graphischen  Darstellung  des  Geoids  durch  Kurven 
fiihrt,  die  die  Punkte  gleichen  Geoidabstands  verbinden,  in  ahnlicher 
Weise,  wie  die  Darstellung  des  Gelandes  auf  einer  Karte  durch  Niveau- 
kurven  erlangt  wird.  Villarceau  ist  sich  dabei  der  Yemachlassigungen 
bewuBt,  die  durch  die  tlbliche  Raduktion  der  Grundlinien  auf  die  Meeres- 
flache  statt  auf  das  Ellipsoid  und  durch  den  Einflufi  der  Kriimmung 
der  Lotlinien  auf  die  astronomiechen  Daten  fiir  das  Ellipsoid  entstehen. 
Dazu  kommt  noch,  dafi  er  aufier  der  Moglichkeit  der  Projektion  das 
Dreiecksnetzes  auf  das  Ellipsoid  auch  annimmt,  dafi  das  in  der  damals 
iiblichen  Weise  beobachtete  und  berechnete  geometrische  Nivellement 
Meereshohen  gibt,  wahrend  dies  nur  angenahert  der  Fall  ist,  da  hierzu 
aufierdem  die  Eenntnis  der  Schwere  langs  des  Nivellementsw^es  not- 
wendig  ist.  Besonders  aber  kommt  in  Betracht,  dafi  die  Resultate  des 
trigonometrischen  Nivellements,  hauptsachlich  infolge  der  Unsicherheit 
iiber  die  wirklichen  Refraktionsbetrage,  denen  der  Lichtstrahl  unter- 
worfen  ist,  zu  ungenau  sind. 

Villarceau  macht  deshalb  (1871  und  1873)  noch  einen  Vorschlag, 
worauf  er  iibrigens  schon  1868  hingewiesen  hatte,  bei  dem  er  auf  beide 
Arten  von  Nivellements  verzichtet,  indem  er  durch  die  aus  den  astro- 
nomischen  Beobachtungen  ihrer  Richtung  nach  gegebenen  Vertikalen 
eine  Flache  legt,  die  sie  rechtwinklig  schneidet,  also  eine  Bestimmung 
durch  VertikaUinien.  Er  entwickelt  die  Distanz  des  Geoids  vom  Ellip- 
soid, wieder  bis  auf  eine  Konstante,  einmal  nach  einfachen  und 
doppelten  trigonometrischen  Reihen  und  sodann  nach  Potenzen  der 
geodatischen  Breiten-  und  Langendifferenzen  gegen  einen  Zentralpunkt, 
und  zwar  im  zweiten  Fall  fiir  Winkel-  und  fiir  Linearmafi.    Abgesahen 
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davon,  dafi  solclie  Reihen  nur  schwach  konvergieren  und  daher  praktiscb 
kaum  anwendbar  eind^  wird  also  Yorausgesetzt^  daB  j\^  eine  analytische 
Funktion  ist.  Dies  tritt  darin  hervor,  daB,  wenn  |  und  ?;  die  Lot- 
abweichungen  fiir  einen  Piinkt  im  Meridian  und  im  Parallel  und  B 
und  L  seine  Breite  und  Lange  bezeichnen,  bei  der  Bestimmung  der 
Reihenkoeffizienten  von  der  Gleichung  d^/dL  =  —  drj/cB  Gebrauch  ge- 
macht  wird,  was  beides  mit  c^N/dBcL  identisch  sei.  Da  diese  An- 
nahme  aber  nicht  korrekt  ist,  so  haben  solche  Entwicklungen  nur  einen 
interpolatorischen  Charakter;  das  Geoid  wird  aber  von  der  ermittelten 
Flacbe  in  sebr  merklicher  Weise  abweichen  konnen.  Villarceau  ver- 
einfacht  seine  analytische  Methode  selbst  scbon,  indem  er  sie  fiir  die 
Herstellung  von  Meridian-  und  Parallelbogenprofilen  einricHtet. 

H.  Bruns  hat  es  in  seiner  durchaus  auf  der  Potentialtheorie  be- 
ruhenden  „Figur  der  Erde''  (1878)  als  die  Aufgabe  der  wissensehaft- 
lichen  Geodasie  bezeichnet,  die  Eraffcefunktion  der  Erde  hypothesenfrei 
zu  ermitteln.  Er  findet,  daB  die  der  neueren  Geodasie  zur  VerfQgung 
stehenden  Hilfsmittel,  namlich 

1.  Astronomische  Bestimmungen  (Polhohen,  Langen,  Azimute), 

2.  TriaDgulation  (Horizontalwinkel,  Grundlinien), 

3.  Trigonometrisches  Nivellement  (Messung  von  Zenitdistanzen), 

4.  Geometrisches  Nivellement, 

5.  Bestimmungen  der  Intensitat  der  Schwerkraft, 

fiir  eine  solche  Losung  der  Aufgabe,  soweit  sie  iiberhaupt  moglich  ist, 
hinreichend  aber  auch  notwendig  sind.  Das  eigentliche  Endergebnid 
der  geodatischen  Operationen  wird  danach  nur  bestehen  konnen  1)  in 
einem  Verzeiclmis  von  Koordinaten  von  moglichst  vielen  Punkten  eines 
Geoids  nebst  den  dazugehorigen  Werten  von  W  und  g  und  2)  in  einer 
graphischen  Darstellung.  Und  zwar  bestimmen  die  trigonometrischen 
Messungen  und  das  trigonometrische  Nivellement  die  Gestalt  eines 
Gradmessungspolyeders,  dessen  Eckpunkte  die  Beobachtungsstationen 
sind  und  dessen  Orientierung  zur  Bichtung  der  Erdachse  durch  zwei 
astronomische  Bestimmungen,  z.  B.  Polhohe  und  Azimut,  oder  zwei 
Polhohen  usw.,  erhalten  wird.  Die  astronomischen  Beobachtungen 
geben  die  Richtung  der  durch  die  Polyedereckpunkte  gehenden  Verti- 
kalen  und  das  geometrische  Nivellement  in  Verbindung  mit  Schwere- 
messungen,  die  langs  der  Nivellementswege  aus/ufiihren  sind,  Differenzen 
der  Eraftefunktion  W—  Wq,  wo  Wq  zu  der  durch  den  Nullpunkt  der 
Hohen  gehenden  Niveauflache,  also  etwa  der  mittleren  Meeresfiache  an 
einem  bestimmten  Punkte,  gehort;  es  folgt  dies  einfach  aus  der  Gleichung 
dW  =  —  gdh,  Der  Abstand  der  Polyeder  von  der  Rotationsachse  der 
Erde   laBt   sich    dagegen   nicht   ermitteln.      Da   diese  Losung,   als    der 
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Anschauang  entbehrend^  nur  wenig  befriedigen  kann^  so  kommt  noch 
die  Konstruktion  einzelner  Geoidpunkte  hinzu.  Aus  den  W—  Wq  erhalt 
man  namlich  durch  Division  mit  g^,  wo  g^^  einen  bestimmten  Mittel- 
wert  ans  den  Werten  von  g  langs  der  Normalen  auf  das  Oeoid  be- 
deutet;  Meereshohen  H.  Tragi  man  diese  auf  den  Yertikalen  von  den 
Polyederecken  aus  ab^  so  erhalt  man  dadurch  die  Eoordinaten  der  den 
einzelnen  Stationen  entsprechenden  Punkte  eines  bestimmten  Geoids. 
Diese  Punkte  bilden  ein  Netz  von  Geoidpunkten  erster  Ordnung^  welches 
dann  als  Grundlage  fQr  die  Einschaltung  beliebig  vieler  neuer  Punkte 
mittels  trigonometrischer  Messungen  und  geometrischer  Nivellements 
dient.  Hierbei  treten  aber  ein  paar  Unsicherheiten  auf^  die  erstens 
durch  die  Schatzung  von  g^  und  zweitens  durch  das  Abtragen  von  H 
auf  den  Vertikalen  anstatt  auf  den  Normalen  zum  Geoid  entstehen, 
jedenfalls  aber  von  geringem  EinfluB  sind. 

Auch  hier  ist  es  das  trigonometrische  Nivellement,  das  durch  seine 
geringe  Genauigkeit  bis  jetzt  der  wirklichen  Ausfiilirung  der  Brunsschen 
Methode  die  groBten  Hindemisse  bereitet.  Man  konnte  ja  die  Langen 
der  Dreiecksseiten  verkleinem,  etwa  im  Durchschnitt  auf  15  km,  und 
dadurch  eine  groBere  Genauigkeit  erzielen.  Die  entstehende  Mehrarbeit, 
und  da  auBerdem  alle  Punkte  astronomisch  bestimmt  werden  miissen, 
machen  aber  selbst  fiir  kleinere  Gebiete  das  Verfahren  praktisch  un- 
ausfiihrbar.  Jedenfalls  hat  indessen  die  Brunssche  Arbeit  das  grofie 
Yerdienst,  die  mathematischen  Grundlagen  der  Geodasie  und  ihre  er- 
reichbaren  Ziele  klar  und  scharf  dargelegt  zu  haben. 

Die  Schwierigkeiten,  die  sich  der  hypothesenfreien  Bestimmung 
des  Geoids  entgegenstellten,  haben  F.  R.  Helmert  veranlaBt,  sich  in 
seinen  „Theorien  der  hoheren  Geodasie*^  (1880  und  1884)  wieder  mit 
der  Methode  der  Lotabweichungen  zu  beschaftigen.  Insbesondere  kam 
er  zu  dem  Ergebnis,  daB  sich  die  Bestimmung  von  Meridianprofilen 
des  Geoids  durch  ein  sogenanntes  astrononiisches  Nivellement 
wegen  der  leicht  und  mit  hinreicheuder  Genauigkeit  in  kurzer  Zeit 
ausfiihrbaren  Breitenbestimmungen  empfiehlt.  Liegen  die  Breitenstationen 
nur  80  dicht,  daB  man  zwischen  ihnen  den  Verlauf  der  Lotabweichungen 
hinreichend  genau  durch  eine  Kurve  darstellen  kann,  so  erhalt  man 
aus  einer  mechanischen  Quadratur  oder  aus  einer  llachenermittlung 
mit  dem  Planimeter  in  einfacher  Weise  das  Geoidprofil,  bezogen  auf 
das  zugrunde  gelegte  Referenzellipsoid,  das  in  dem  Punkte,  wo  die 
Lotabweichung  im  Meridian  zu  Null  angenommen  wurde,  das  Geoid 
beriihrt.  Werden  in  einer  zu  untersuchenden  Gegend  diese  Meridian- 
profile  hinreichend  dicht  nebeneinander  angelegt,  so  geniigt  ein  in 
ahnlicher  Art  abgeleitetes  Westostprofil,  um  eine  graphische  Darstellung 
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des  Oeoids  durch  Niyeankurven  zn  konstroieren.  Einige  Beispiele 
zeigten  sofort  die  Anwendbarkeit  dieser  Methode.  Ein  erstes  grofieres 
Beispiel  konnte  aber  Helmert  1888  durch  die  Eonstraktion  des  Geoid- 
profils  im  Meridian  des  Brockens  von  Sopbienboi  in  Schleswig  (Breite 
55,4®)  bis  znm  Lanserkopf  bei  Innsbruck  (47,2®)  liefem.  Gegen  ein 
das  Geoid  in  Sopbienhoi  beruhrendes  Clarkesches  Ellipsoid  erhebt 
sich  das  erste  im  Harz  auf  etwa  4  m,  bis  zur  bayerischen  Hochebene 
auf  6  m,  um  in  den  Yoralpen  am  Lanserkopf  10  m  Abstand  zu  er- 
reichen. 

Auch  bei  diesen  Untersuchungen  wird  noch  nicht  auf  die  Lot- 
kriimmung  Riicksicht  genommen,  jedoch  wird  ihr  Einflufi  als  so  gering 
nachgewiesen,  daB  er  den  allgemeinen  Charakter  der  ermittelten  Flache 
nicht  zu  andem  vermag,  weil  die  in  den  Werten  von  N  hieraus  ent- 
stehenden  Fehler  nicht  erheblich  sind.  Die  Lotkriimmungen  erhalten 
aber  eine  ganz  andere  Bedeutung,  wenn  man  fQr  das  Geoid  den  mog- 
lichst  genauen  Verlauf  der  Kriimmungsverhaltnisse  erforschen  will. 

Eine  angenaherte  Beriicksichtigung  der  Lotkriimmung  bei  der 
Ableitung  der  Lotabweichungen  dadurch,  dafi  man  die  Breiten  nur  um 
ihren  normalen  Teil  verbessert,  der  durch  die  Annahme,  dafi  die  Niveau- 
flachen  eine  Schar  koaxialer  EUipsoide  seien,  definiert  wird,  hat  wegen 
des  weit  groBeren  Einflusses  der  wirklichen  Massenanordnung  nur  wenig 
Wert,  zumal  da  fiir  die  Lotabweichungen  im  Parallel  etwas  Ahnliches 
nicht  existiert.  Im  Jahre  1895  schlug  deshalb  P.  Pizzetti  vor,  diese 
Reduktion  mittels  der  Schwerkraft,  die  hierzu  in  ihrem  Verlauf  auf 
der  physischen  Erdoberflache  geniigend  genau  ermittelt  sein  muB,  aus- 
zufuhren,  da  ihre  horizontale  Anderungsgeschwindigkeit  in  einer  ein- 
fachen  Beziehung  zur  Lotkriimmung  steht.  Da  er  aber  selbst  findet, 
daB  diese  Reduktion  schon  wegen  der  mangelnden  Eenntnis  der  Dichtig- 
keitsverhaltnisse  Bedenken  imterliegt,  so  schlagt  er  weiter  vor,  auf  eine 
die  betrefFende  Gegend  in  freier  Luft  durchschneidende  Niveauflache  zu 
reduzieren,  wodurch  allerdings  die  Frage  nach  den  Abweichungen  des 
Geoids  vom  Ellipsoid  nicht  gelost  wird.  Nach  Helmert  entstehen  aber 
auch  hierbei  Bedenken,  und  zwar  erstens  schon  bei  der  Reduktion  der 
beobachteten  Schwerkrafte  auf  dasselbe  Niveau  (z.  B.  an  Boschungen, 
wo  sich  die  Ableitungen  der  Schwere  nach  der  Breite  und  Lange  beim 
Ubergang  von  Luft  in  Erde  unstetig  andem),  und  weil  andererseits 
die  Annahme  der  Proportionalitat  der  Kriimmungsbetrage  der  Lotlinien 
mit  den  Hohenunterschieden  im  Gebirge  nicht  zutrifft. 

In  allemeuester  Zeit  (1901  und  1902)  ist  aber  von  Helmert  ein 
Verfahren  angegeben  worden,  kleine  Flachenstiicke  des  Geoids  aus  Lot- 
abweichungen mit  Riicksicht  auf  LotkrUmmung  zu  bestimmen,  das  die 
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Eenntnis  der  Lotabweichungen  and  der  Intensitat  der  Schwerkraft  im 
ganzen  betrachteten  Grebiet  an  der  physischen  Erdoberflache^  oder  doch 
wenigstens  eine  derartig  dichte  Lage  der  Beobachtungsstationen  yoraas- 
setzt,  daB  man  zwischen  den  beobachteten  Lotabweichungen  und  Schwere- 
storungen  hinreichend  genau  interpolieren  kann.  Diese  Methode  be- 
steht  darin^  daB  an  die  in  gewohnlicher  Weise  aus  astronomischen 
Nivellements  ermittelten  Erhebungen  N  des  Geoids  fiber  dem  Referenz- 
ellipsoid  kleine  Eorrektionen  angebracht  werden,  deren  Ermittlung  mit 
HiKe  der  Schwerkraft  in  ahnlicher  Weise  erfolgt,  wie  die  Ableitung 
der  Meereshohen  aus  den  durch  geometrisches  Nivellement  gefundenen 
Unterschieden  der  Kraftefunktion.  Ihre  Genauigkeit  hangt^  aufier  von 
dem  Einflusse  der  Beobachtungsfehler  und  von  dem  vielleicht  noch  un- 
zureichenden  Beobachtungsmaterial,  von  der  Sicherheit  ab,  mit  der  die 
mittlere  Schwerkraft  in  jeder  Lotlinie  innerhalb  einer  gewissen  Strecke 
geschatzt  werden  kann.  Die  hierbei  begangenen  Fehler  werden  aber 
meistens  unterhalb  der  aus  den  zuerst  genannten  Ursachen  entspringenden 
bleiben  und  sind  fiberdies  lokaler  Natur,  indem  sie  immer  nur  den 
einzelnen  Punkt  beeinflussen  und  sich  nicht  fortpflanzen. 

Die  Konstruktion  des  Geoids  aus  den  Meridian-  und  Westostprofilen 
durch  eine  Karte  mit  Kurven  N  ==  constans  erfolgt  dann  in  der  schon 
frfiher  angegebenen  Weise,  wobei  die  N  bis  auf  eine  alien  gemein- 
same  Konstante  bestimmt  sind,  die  jedoch,  bei  sonstiger  freier  Ver- 
fiigung,  klein  und  von  der  Ordnung  der  Variationen  der  N  sein  mu6. 
Die  Lotabweichungen  A'  ffir  Punkte  des  Geoids  lassen  sich  dann  aus 
A'  =  dN/ds^y  wo  ds^  dem  Linearelement  auf  dem  Ellipsoid  entspricht, 
oder  auch  aus  bekannten  Formeln  der  Interpolationsrechnung  ermitt^ln. 
1st  A  die  entsprechende  Lotabweicliung  auf  der  physisclien  Erdober- 
flache,  so  erhJilt  man  aus  A  —  A'  auch  nachtraglich  noch  indirekt  den 
Betrag  der  Lotkrfimmung. 

AuBer  einer  Anzahl  von  Meridianprofilen  sind  bis  jetzt  folgende 
mehr  oder  minder  vollkommene  Versuche,  das  Geoid  aus  Lotab- 
weichungen zu  bestimmen,  ausgefuhrt.  worden: 

1.  Von  C.  G.  Andrae  1H83  fur  den  Harz  (groBte  Variation  von 
N:2m), 

2.  Von  General  Pomerantzew  1897  fur  das  Ferganagebiet  in 
Zentralasien  (groBte  Variation  von  iV":  13  m  bei  einer  groBten 
relativen  Lotabweichung  in  Breite  von  76"  fur  llOkm  nahezu 
meridionaler  Entfemung), 

3.  Von  J.  B.  Messerschmitt  1901  fur  die  Schweiz  (grofite 
Variation  von  N\bm)  und  endlich 
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4.    Von  der  U.  S.  Coast  and  Geodetic  Survey  1903  fiir  den  ost- 
licben  Teil  der  U.  S.  A.  (groBte  Variation  von  N:  6  m). 
Eine  Bearbeitung  des  Geoids  im  Harzgebiet^  fUr  das  scbon  seit  30  Jahren 
Beobacbtungsmaterial  gesammelt  wird^   nach    dem  neuesten  Verfahren 
Helmerts  ist  im  Geodatischen  Institut  bei  Potsdam  im  Gange. 

Aus  diesen  Einzeluntersuchungen  kann  man  wobl  ebe^falls  schliefien^ 
daB  die  Prattscbe  Hypotbese  so  weit  erffillt  sein  wird,  dafi  die  Maxi- 
malwerte  von  N  wahrscbeinlich  nicht  fiber  ±  100  m  liegen  werden. 
Um  so  mebr  ist  zu  erwarten,  daB  man  jetzt  Stficke  des  Geoids,  trotz 
der  verbleibenden  Hypotbesen,  so  genau  bestimmen  kann,  daB  die  noch 
vorhandenen  Unsicherbeiten  fast  nur  durch  die  unvermeidlicben  Be- 
obacbtungsfehler  verursacbt  werden. 

Somit  wurde  das  Ziel  der  wissenscbaftlicben  Geodasie,  wie  es 
wenigstens  heute  aofgefaBt  wird,  aucb  praktiscb  zu  erreicben  sein. 


Fldchtige  Aufiiahmen  mittels  Photogrammetrie. 

Von 
S.  FiNSTERWALDEK  aus  Mtbichen. 

Als  flilchtig  mogen  solche  Aufiiahmen  bezeichnet  werden,  bei 
welchen  die  Standpunkte  des  Instrumentes  nicht  durch  eigene  Messungen 
boheren  Genanigkeitsgrades  festgelegt  werden.  Die  photograpbiscben 
ATi£Qahmen  sollen  je  nacb  der  Art  des  beniitzten  Instrumentes  folgender- 
mafien  unterscbieden  werden:  1.  Aufnabmen  obne  jede  Orientierung, 
wie  sie  das  von  einer  perspektivisch  ricbtig  zeicbnenden  Linse  erzeugte 
Negativ  darstellt;  2.  Aufiiabmen  mit  inn  ere  r  Orientierung,  bei  welcben 
die  Lage  der  Linse  gegeniiber  der  licbtempfindlicben  Platte  bekannt 
ist  (Aufiiabmen  dieser  Art  werden  bei  fi-eibandiger  Benutzung  eines 
Apparates  von  bekannten  Abmessungen  erzielt);  3.  Aufiiabmen  mit 
innerer  und  auBerer  Orientierung,  bei  welcben  aucb  die  Stellung  des 
Apparates  im  Kaum  gegenuber  der  Lotlinie  und  den  Himmelsricbtungen 
gegeben  ist.  Der  Teil  der  auBeren  Orientierung,  welcber  sicb  auf  die 
Lotlinie  beziebt,  ist  leicbt  imd  sehr  genau  mittels  der  Libelle  zu  er- 
mitteln;  als  Hilfsmittel  fiir  die  Orientierung  gegen  die  Himmelsricb- 
tungen kommt  nur  die  Bussole  in  Betracht.  Je  nacbdem  nur  der  erste 
oder  beide  Teile  der  aiiBeren  Orientierung  gegeben  sind,  sprecben  wir 
von  unvollstandiger  oder  vollstandiger  auBerer  Orientierung. 

Den  soeben  gekennzeicbneten  Arten  der  Aufiiabmen  entsprecbend 
sind  folgende  Fragestellungen  der  fliichtigen  Pbotogrammetrie  zu  er- 
ortem. 

Erst  ens:  die  Rekonstruktion  des  Gegenstandes  aus 
nicbt  orientierten  Bildern.  Wie  icb  an  anderer  Stelle  gezeigt 
babe*),  sind  vier  Bilder  des  Gegenstandes  notwendig  und  ausreicbend, 
um  diesen  selbst  (soweit  er  auf  wenigstens  zweien  der  Bilder  sicbtbar 
ist)  samt  der  Lage  der  Standpunkte  zu  ibm  bis  auf  den  MaBstab  und 


*)  Die  geometrischen  Grondlagen  der  Photogrammetrie.    Jahresbericht    der 
Deutschen  Mathematiker-Vereinigung  far  das  Jahr  1897,  VI,  2,  S.  14.    Leipzig  1899. 
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die  Stellung  im  Raum  festznlegen;  jedoch  ist  die  wirkliche  Ausfahrung 
der  Rekonstraktion  mit  den  derzeitigen  mathematischen  Hilfsmitteln 
noch  nicht  gelimgen.  Das  Problem  kommt  auf  die  Aufgabe  hinaus; 
einen  Kegelschnitt  im  Raum  zn  finden,  der  4  vorgegebene  Paare  sich 
sclmeidender  Geraden  trifit. 

Zweitens:  die  Rekonstruktion  des  Gegenstandes  aus 
Bildern  mit  innerer  Orientierung.  Hierbei  geniigen  bereits  zwei 
Bilder  um  die  Gestalt  des  Gegenstandes  nnd  die  Lage  der  beiden 
Standpunkte  in  bezug  auf  denselben  bis  auf  den  MaBstab  nnd  die 
Stellung  im  Raum  zu  finden.  Immerhin  ist  auch  in  diesem  Falle  die 
Durchfiihrung  der  Konstruktion  bisher  nur  auf  dem  Wege  des  Tastens 
gelungen  .*) 

Drittens:  die  Rekonstruktion  des  Gegenstandes  aus 
Bildern  mit  innerer  und  auBerer  Orientierung.  Auch  bier  sind 
zwei  Bilder  zur  Wiederherstellung  des  Gegenstandes  notwendig,  aber 
man  findet  dann  nicht  bloB  die  Form  des  Gegenstandes  und  die  Lage 
der  Standpunkte  in  bezug  auf  denselben^  sondem  auch  die  Stellung 
desselben  im  Raum.**)  Der  MaBstab  bleibt  natiirlich  auch  hier  un- 
bestimmt.  Von  diesem  dritten  Problem  soil  im  folgenden  ausschlieBlich 
die  Rede  sein. 

Ist  die  auBere  Orientierung  vollstandig  gegeben^  so  ist  die  Rekon- 
struktion sehr  einfach  auszufiihren.  Man  bedient  sich  dazu  am  besten 
des  Hilfsmittels  der  gnomonischen  Projektion.  Man  wahle  einen  Pimkt  0 
und  eine  Horizontalebene  e  in  der  Entfemung  ^^Eins'^  davon.  Jede 
Richtung  wird  daon  durch  den  Punkt  dargestellt,  in  welchem  die 
Parallele  zu  ihr  durch  den  Punkt  0  die  Horizontalebene  e  schneidet. 
Die  Standpunkte  der  beiden  Aufnahmen  soUen  mit  0^  und  0,  be- 
zeichnet  werden.  Die  gnomonische  Projektion  der  Standlinie  0^0^  sei 
alsdann  der  Punkt  O^j  in  der  Ebene  e.  Von  den  Standpunkten  0^ 
und  Oj  werden  die  Strahlen  nach  einem  Punkt  P  des  Gegenstandes, 
der  auf  beiden  Bildern  sichtbar  ist,  gezogen.  Die  gnomonischen  Projek- 
tionen  der  Richtungen  O^P  und  O^P  seien  P^  und  Pj.  Da  die  drei 
Richtungen  O^^Py  O^P  und  0^0^  in  einer  Ebene  liegen,  miissen  die 
drei  gnomonischen  Bilder  P^,  P^,  O^j  in  einer  Geraden  liegen.  Sind 
die  beiden  Au&ahmen  vollstandig  orientiert,  so  kann  man  P^  und  P, 

*)  S.  Finsterwalder:  Eine  Gnmdaofgabe  der  Photogrammetrie  and  ihre 
Anwendung  auf  Ballonau&ahmen.  Abhdlgn.  der  K.  Bayr.  Akad.  der  Wiss.  IT  Kl. 
24.  Bd.  2.  Abt.  S.  226.     Mdnchen  1908. 

**;  S.  Finsterwalder:  Eine  ueue  Art  die  Photogrammetrie  bei  fltichtigeu 
Aufnahmen  zn  verwenden.  Sitzber.  der  K.  Bayr.  Akad.  der  Wiss.  II.  Kl.  34.  Bd. 
S.  103.     MvLnchen  1904. 
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au8  den  Bildem  ohne  weiteres  finden  und  in  der  Verbindungslinie  P^  P^ 
erhalt  man  einen  geometrischen  Ort  fiir  O^g.  Die  Bilder  eines  zweiten 
Objektpunktes  Q  liefem  einen  zweiten  Ort  fiir  O^^,  das  somit  als  Schnitt 
zweier  Geraden  erhalten  wird.  0  0,,  gibt  dann  die  Richtung  der  Stand- 
linie  O^O^]  man  kann  sie  noch  yon  beliebiger  Lange  annehmen  und 
aus  ihr  nach  den  gewohnlicben  Regeln  der  Photogrammetrie  Grundrifi 
und  Hohe  der  einzelnen  Objektpunkte  P,  Q  usw.  bestimmen.  Aber  auch 
ohne  Zuhilfenahme  einer  weiteren  Konstruktion  lafit  sich  die  Holie  s^ 
(les  Objektpunktes  P  aus  der  gnomonischen  Projektion  bereehnen.  Sind 
^17  ^%f  ^p  ^®  Hohen  der  Ptinkte  Oj,  0^  und  P,  so  besteht  die  einfache 
Beziehung : 

In  ahnlicher  Weise  lassen  sich  auch  die  beiden  anderen  Koordinaten 
Xp  und  y^  bereehnen,  wenn  man  neben  der  gnomonischen  Projektion 
auf  die  Horizontalebene  e  auch  noch  jene  auf  zwei  Vertikalebenen 
parallel  zur  XZ-  und  YZ-Ebene  zeichnet.  Zu  diesem  Behufe  genttgt 
es  die  Figur  in  der  Horizontalebene  e  durch  zwei  Linien  im  Abstand 
,,Eins"  vom  (Jrundrisse  Oq  des  Punktes  0  parallel  zu  deu  Koordi- 
natenebenen  zu  schneiden.  Sind  P[,  F^  und  0[^  die  Schnittpunkte  der 
Linie  parallel  zur  FZ-Ebene  mit  OqP^,  OqP^  und  O^O^^y  so  wird: 

^j  •''1     /I'     T>' 

und  ahnlich  ist  die  Formel  fiir  y^.  Wird  die  Richtung  der  Standlinie 
parallel  zu  einer  Koordinatenebene,  z.  B.  horizontal,  so  geht  die  erst- 
genannte  Formel  iiber  in: 

wo  b  die  Lange  der  Basis  bedeutet. 

Diese  bequemen  Konstruktionen  gelten  nur  dann,  wenn  die  au£ere 
Orientierung  des  Apparates  vollstandig  ist,  wenu  er  also  mit  Libellen 
und  Bussole  ausgeriistet  ist.  Indessen  kann  man  auch  fiir  den  praktisch 
wichtigen  Fall  der  unvoUstandigen  auBeren  Orientierung,  wobei  nur 
die  Lage  des  Apparates  gegen  die  Lotlinie  bekannt  ist,  ein  einfaches 
Verfahren  der  Kekonatruktion  angeben.  Es  ist  namlich  in  diesem  Falle 
die  gnomonische  Horizontalprojektion  der  Strahlen  eines  jeden  der 
beiden  Bilder  leicht  zu  ermitteln,  man  kennt  nur  zunachst  noch  nicht 
den  Winkel,  unter  welchem  die  beiden  getrennten  Projektionen  um  den 
gemeinsamen  Mittelpunkt  0^  zu  drehen  sind,  damit  sie  zusammen  die 
gnomonische  Horizontalprojektion  des  gesuchten  Objektes  darstellen. 
Dazu  ist  notwendig,  daB  die  Verbindungslinien  gleichbenannter  Punkte 
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der  getrennten  Projektionen,  wie  PiP^,  QiQ^  nsf.  durch  einen  ge- 
meinsamen  Punkt  0^^  geten,  der  dann  die  gnomonische  Projoktion  der 
Standlinie  0^  0^  gibt.  Es  geniigen  bereite  3  Paare  solcher  Punkte,  um 
0^2  zu  bestimmen,  aber  die  Berechnung  des  Winkels,  unter  dem  die 
beiden  getreimten  Projektionen  gegeneinander  gedreht  werden  mtissen, 
damit  sich  die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  in  einem  Punkte 
schneiden,  fiihrt  auf  eine  allgeraeine  Gleichung  6.  Grades .*)  Ihre  Auf- 
losung  ersetzt  man  im  praktischen  Falle  durch  ein  einfaches  graphisclies 
Naheruugsverfahren,  indeni  man  die  eine,  auf  Pauspapier  gezeichnete 
Projektion  so  auf  die  andere  legt,  dafi  die  Mittelpunkte  sich  decken, 
und  so  lange  dreht,  bis  die  Bedingung  erfiiUt  ist.  Die  Verbesserung  des 
so  erhaltenen  Naherungswertes  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
auf  Grund  einer  groBen  Zahl  entsprechender  Punkte,  deren  Verbindungs- 
linien sich  in  einem  Punkt  schneiden  miissen,  laBt  sich  in  ahnlicher 
Einfachheit  durchfiihren  wie  beim  sogenannten  Pothenotschen  Problem. 
Nur  ganz  selten  sind  die  wiederherzustellenden  Objekte  von  der  Art, 
daB  sie  von  zwei  Punkten  aus  geniigend  libersehen  und  daher  aus  zwei 
Aufnahmen  rekonstruiert  werden  konnen.  Fast  immer  braucht  man 
eine  groBere  Zahl  von  Standpunkten,  die  dann  unter  sich  paarweise  in 
Verbindung  gesetzt  werden  miissen.  Die  gnomonische  Projektion  gibt 
ein  einfaches  Mittel  an  die  Hand,  die  Verbindung  so  zu  bewirken,  daB 
keine  schadliche  Anhaufung  der  bei  den  einzelnen  Konstruktionen 
unvermeidlichen  Fehler  entsteht.  Betrachten  wir  zunachst  drei  Stand- 
pimkte  Oj,  Oj,  O3.  Es  gibt  dann  drei  Standlinien,  O^O^y  0^0^,  f^z^iy 
denen  in  der  gnomonischen  Projektion  drei  Punkte  O^g,  Ojj,  0^^  ent- 
sprechen.  Da  die  Standlinien  in  einer  Ebene  liegen,  so  liegen  die  drei 
Punkte  auf  einer  Geraden.  Einem  Objektpunkte  P  gehoren  drei  Strahlen 
O^Fj  OgP,  (\P  zu,  welche  die  Punkte  Pj,  Pj,  P,  als  gnomonische 
Bilder  haben.  Letztere  bilden  ein  Dreieck,  dessen  Seiten  durch  die 
Punkte  Ojj,  0.^^,  Ogj  gehen.  Einem  zweiten  Objektpunkte  Q  gehort 
ein  Dreieck  QiQ^Q^  zu,  dessen  Seiten  durch  die  gleichen  auf  einer 
Geraden  liegenden  Punkte  gehen  und  das  infolgedessen  perspektiv 
zu  PjPgPg  ist.  Das  perspektivische  Zentrum  beider  Dreiecke  ist  das 
gnomonische  Bild  der  Verbindungslinie  PQ,  Liegt  noch  ein  dritter 
Objektpunkt  JR  vor,  so  entstehen  in  ahnlicher  Weise  drei  perspektivische 
Zentren,  die  wieder  auf  einer  Geraden  liegen,  welche  selbst  das  gno- 
monische Bild  der  Ebene  PQli  ist  und  deren  Stellung  im  Raum  be- 
stimmt.  Diese  Beziehungen  und  eine  Menge  anderer,  die  aus  der  tFber- 
tragung  stereometrischer  Konstruktionen  am  Objekt  auf  die  gnomonische 

*)  Vergl.  das  vorhergehende  Zitat.     S.  108. 
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Projektion  folgen,  gestatten  zunachst  alle  auf  WinkelverhaltniBse  des 
Objektes  beziiglichen  Fragen  aus  der  gnomonischen  Projektion  zu  be- 
antworten^  sie  ermoglichen  in  einfacheter  Weise  die  Aufsuchnng  des 
Bildes  eines  Objektpunktes  auf  einer  Au&ahme^  wenn  die  Bilder  des- 
selben  auf  zwei  andem  Au&ahmen  bekannt  sind^  und  sie  erleichtem  wesent- 
lich  die  Orientierung  einer  dritten  Aufhahme  gegenilber  zwei  andem, 
schon  gegeneinander  orientierten  Aufaahmen.    Von  besonderer  Bedeutung 

aber  werden  diese  Bezieh- 
ungen,  wenn  eine  grofiere 
Anzahl  n  von  Standpunk- 
ten  Yorliegt.   Es  gibt  dann 

!*fi'  Punkl.   0„    di. 

raden  liegen  miissen.  Bei 
der  aufeinanderfolgenden 
Konstruktion  der  Punkte 
0^  hat  man  darauf  zu 
sehen,  daB  diese  Lagen- 
6  beziehung  genau  einge- 
halten  wird,  denn  nur  dann 
laBt  sich  aus  den  Punkten 
0-j^  ein  in  sich  wider- 
spruchloses  Netz  von  n 
Standpunkten  0-  herstellen, 
2  das  spater  als  feste  Gruud- 
lage  fiir  die  Rekonstruk- 
tion  des  Objektes  aus  den 
einzelnen  Bildeni  dienen 
kann. 

Als  Beispiel  fiir  die  aus- 
einandergesetzte  Methode 
diene  eine  Aufuahme  des  Talschlusses  des  Val  di  Genova  im  Quellgebiet 
der  Sarca  in  der  Adamellogruppe  der  siidlichen  Ostalpen,  welche  ich  im 
Jahre  1895  behufs  Feststellung  derLage  der  Gletscherzungen  derVedretta 
del  Mandrone  und  der  Vedretta  della  Lobbia  ausgefiihrt  babe.  Anbei 
(siehe  Fig.  1)  sind  8  Aufnahmen  von  6  bezw.  7  verschiedenen,  durch  Ziffem 
bezeichnet^n  Standpunkten  sanit  Hauptvertikale  und  Horizont  in  ein 
Fiinftel  der  natiirlichen  GroBe  in  Strichzeichnuug  wiedergegeben.*)     Die 


Vedrfittft  dti  M^rdnone 


Wdfetta  del  Mandrone 


Fig.  1. 


*)  Die  Aufnahmen  geschahen  mittclH  eines  vom  Verfasser  angegebenen  Photo- 
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Bildweite  in  dieser  Verkleinenmg  betragt  30  mm.  Der  Standponkt  2*  ist 
gegeniiber  2  durch  direkte  Messungen  festgelegt^  er  scheidet  also  fiir 
diese  Betrachtungen  auB.  Die  abrigen  6  Standpunkte  sind  unter  sich 
nicht  yerbonden  und  mit  Ausnahme  der  Sicht  2  bis  5  ist  keine  Sicht 
zwischen  ihnen  moglich.  Samtliche  Aufaahmen  sind  nur  gegen  die 
Lotlinie  orientiert.  Die  urspriingliche  Absicht,  sie  in  das  vorbandene 
Kartenmaterial  einzupassen,  scheiterte  an  der  Unzolanglichkeit  desselben 
und  so  blieben  sie  8  Jahre  unbenutzt  liegen.  Die  Verarbeitung  nach 
der  neuen  Methode  gescbah  schlieBlich  auf  dem  Wege,  daB  je  zwei  von 
den  Aufnabmen,  auf  welchen  gemeinsame  Punkte  erkennbar  waren, 
nach  der  vorbin  auseinandergesetzten  Naherungsmethode  gegeneinander 
orientiert  wurden.  Auf  diese  Weise  entstanden  in  der  gnomonischen 
Projektion  Fig.  2  der  Reibe  nacb  die  10 Punkte  0^^,  0^8,  0^^,  Oj^,  0,4,  O34, 
O25,  Ogg,  0,6  und  Or,i,  welche  fiinfmal  zu  dreien  auf  Geraden  liegen  muBten. 
Die  feblenden  funf  Punkte  Ojg,  Ogg,  O^g,  Ojg  und  O45,  welche  Paaren 
von  Bildem  entsprachen,  auf  welchen  gemeinsame  Punkte  nicht  vor- 
kommen,  lieBen  sich  durch  einfaches  Linienziehen  erganzen.  Hierauf 
wurde  ein  vorlaufiger  Mafistab  ermittelt,  wobei  der  barometrisch  ge- 
messene  Hobenunterscbied  zwischen  der  hochsten  und  der  tiefsten  Station 
(ca.  1650  m)  als  Grundlage  diente.  Daran  schloB  sich  die  Rekon- 
struktion  des  Netzes  der  Standpunkte  aus  der  gnomonischen  Projektion 
im  MaBstab  1 :  10  000  und  die  Bestimmung  einiger  Gipfelpunkte.  Nun- 
mebr  konnten  die  beiden  trigonometrischen  Punkte:  Lobbia  bassa  2959  m 
und  Como  Stablel  2868  m  sicher  identifiziert  und  nacb  ibrer  bekannten 
Entfemung  der  MaBstab  verbessert  werden.  Die  gegenseitige  Lage  der 
Standpunkte  und  ihre  Hoben  sowie  die  endgiiltige  Konstruktion  der 
Gletscberzungen  ist  aus  Pig.  3  zu  erseben. 

Die  auseinandergesetzte  Methode  der  fliichtigen  Aufnabme  ist  an 
das  Vorbandensein  grofierer  Hobenunterscbiede  zwischen  Standpunkten 
und  Objektpunkten  geknilpft.  Nur  in  diesem  Falle  gibt  sie  zufrieden- 
stellende  Ergebnisse.  Ist  das  Objekt  eben  und  liegen  die  Aufnahme- 
punkte  in  der  gleichen  Ebene,  so  hort  die  Moglicbkeit  der  Rekonstruktion 
aus  zwei  Aufnabmen  auf.  Die  gnomonische  Projektion  verfliichtigt  sich 
dabei  ins  Unendliche.  Der  Umsbind,  daB  Richtungen  von  geringer 
Neigung  durch  sehr  fern  gelegene  Punkte  gnomonisch  abgebildet  werden, 
wird  iibrigens  scbon  bei  Konstruktiouen  lastig,  die  sonst  noch  ein  gaiiz 
zufriedensteUendes  Ergebnis  liefern.  Diese  Schwierigkeit  vermeidet  man 
in  fast  alien  Fallen  der  Praxis,   wenn  man  statt  oder  neben  der  gnu- 

theodolits,  der  bei  Festhaltung  der  vertikalen  Bildebeiie  eine  weitgehendo  Ver- 
schiebung  des  Horizoutes  in  vertikaler  Bichtung  zulSLbt.  Vergl.  ZeiUchrit't  fiir 
Instrumentenkimde  1896,  S.  371. 

Verh   d.  lH.  Int^niftt.  M«them.-Kongr.   Heidelberg  1904.  31 
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monischen  Projektion  die  polarreziproke  Figur  derselben  in  bezug  anf 
einen  Ereis  vom  Radius  )/--  1  mit  dem  Mittelpunkt  im  Zentrom  der 


i 


Gnonomi&che  ProjektioTi 
des  Netzes  der  photogrammetrischen  Slandpunkte. 

Emheit'SmnL 


Ulntergnmd  des  Val  di  Genova 
(AdaTnellognq>pe) 


'3ql^« 


Projektion  zeichnet.     Wenn  dann  keine    der  Verbindungslinien  zweier 
Standpunkte  oder  Verbindungsebenen  dreier  Standpunkte  eine  Neiguug 
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gegen  die  Hoiizontalebeiie  groBer  als  45^  hat^  so  findet  die  Figur 
innerhalb  eines  Kreises  vom  Radius  Eins  Platz.  Man  kann  dann  auch 
die  graphische  Naherungskonstruktion,  welche  bei  unvollstandiger  Orien- 
tierung  gegen  die  Lotlinie  notig  wird,  an  der  reziproken  [Figur  aus- 
fiihren  und  sie  besteht  nun  darin,  ein  Dreieck  um  einen  vorgegebenen 
Punkt  in  der  Ebene  eines  anderen  Dreiecks  so  lange  zu  drehen^  bis 
die  Schnittpunkte  entsprechender  Seiten  auf  einer  Geraden  liegen.  In 
dieser  Form  ist  die  Konstruktion  in  der  Tat  noch  bequemer  auszufiihren 
als  in  der  ursprtlnglichen. 

Bei  den  vorstehenden  Erorterungen  und  insbesondere  bei  dem 
Beispiele  wurde  in  erster  Linie  auf  die  Verhaltnisse  bei  der  allgemein 
iiblichen  Gelandeaufeahme  Riicksicht  genommen.  Neuerdings  sind  die 
Methoden,  welche  die  Orientierung  gegen  die  Lotlinie  auch  im  Luft- 
ballon  ermoglichen,  praktisch  soweit  ausgebildet,  daB  die  Neigung  des 
Apparates  im  Moment  der  Aufiiahme  bis  auf  wenige  Minuten  ermittelt 
werden  kann.  Das  gnomonische  Bild  der  Yisierlinien  einer  solchen 
Aufhahme  ist  nichts  anderes  als  eine  perspektivische  Umzeichnung 
derselben  fUr  eine  horizontale  Bildebene.  Die  zur  Zeit  vorhandenen 
Perspektographen  gestatten  noch  nicht,  eine  solche  Umzeichnung  mit 
der  hier  notigen  Genauigkeit  vorzunehmen.  Dagegen  ist  diese  Moglich- 
keit  auf  optischem  Wege  vorhanden,  und  die  optische  Werkstatte  von 
ZeiB  in  Jena  ist  gegenwartig  mit  der  AusfQhrung  eines  von  Herm 
V.  Rohr  und  dem  Yerfasser  gemeinsam  konstruierten  Linsensystems  be- 
schaffcigt;  welches  solche  Umzeichnungen  bei  einem  Neigungswinkel  der 
beiden  Bildebenen  zwischen  0®  und  50*^  noch  genau  und  scharf  aus- 
zufiihren imstande  sein  wird.  Hierdurch  wird  der  hier  auseinander- 
gesetzten  Methode  der  fltichtigen  Aufhahme  ein  neues  Feld  erschlossen. 


M^ 


Cber  Fltlssigkeitsbewegung  bei  sehr  kleiner  Reibung. 

Von 

L.  Prandtl    ans    Hannover. 
(Hierzu  eine  Figurentafel.) 


In  der  klassischen  Hydrodynamik  wird  vorwiegend  die  Bewegang 
der  reibungslosen  Fliissigkeit  behandelt.  Von  der  reibenden  Fliissigkeii 
besitzt  man  die  DifFerentialgleichung  der  Bewegung,  deren  Ansatz  durch 
physikalische  Beobachtungen  wohl  bestatigt  ist.  An  Losungen  dieser 
Differentialgleicbung  hat  man  aufier  eindimensionalen  Problemen,  wie 
sie  u.  a.  von  Lord  Rayleigh*)  gegeben  warden,  nur  solche,  bei  denen 
die  Tragheit  der  Fliissigkeit  vemachlassigt  ist,  oder  wenigstens  keine 
RoUe  spielt.  Das  zwei-  und  dreidimensionale  Problem  mit  BerQck- 
sichtigung  von  Reibung  und  Tragheit  harrt  noch  der  Losung.  Der 
Grund  hierfiir  liegt  wohl  in  den  unangenehmen  Eigenschaften  der 
Differentialgleicbung.     Diese  lautet   in  Gibbsscher  Vektorsymbolik**) 

q{^  +  voVv)+V{V+p)^kV'v  (1) 

(v  Geschwindigkeit,  q  Dichte,   V  Kraftefunktion,  p  Druck,  k  Reibungs- 

konstante);    dazu   kommt   noch    die  Kontinuitatsgleichung:  filr  inkom- 

pressible  Fliissigkeiten,   die  hier  allein  behandelt  werden  sollen,   vsrird 

einfach  ,.  ^ 

div  1?  =  0. 

Der  Differentialgleicbung  ist  leicht  zu  entnehmen,  daB  bei  ge- 
niigend  langsamen  und  auch  langsam  veranderten  Bewegungen  der 
Faktor  von  q  gegeniiber  den  andem  Gliedem  beliebig  klein  wird,  so 
daB  hier  mit  geniigender  Annaherung  der  EinfluB  der  Tragheit  ver- 
nachlassigt  werden   darf.     Umgekehrt  wird    bei  geniigend   rascher  Be- 

•)  Proceedings  Lond.  Math.  Soc.  11  S.  67  =  Papers  I  S.  474  f. 
**)  a  o  b  skalares  Produkt,  axb  Vektorprodukt,  V  Hamiltonscher  Diffe- 
rentiator (v  =  ^i-  +i^  +  f  -^)' 
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wegung  das  in  v 

digkeit  infolge  Or 

als  ganz  nebensl^ 

in  Frage  kommr 

fast  immer  zu 

reibungslosen 

bekannten  Lo 

fahrung  Qbe? 

die  sich  nach  der  Theorie  ..*>. 

Ich  babe  mir  nun  die  Aufgabe  gestellt,  sytn^A^^. 
gesetze  einer  Fliissigkeit  zu  durchforschen,  deren  Reibung  cJs  senr  a»t.„.. 
angenommen  wird.  Die  Reibung  soil  so  klein  sein^  dafi  sie  dberall 
yemacblassigt  werden  darf,  wo  nicht  etwa  groBe  Gescbwindigkeits- 
unterschiede  auftreten,  oder  eine  akkumulierende  Wirkung  der  Reibung 
stattfindet.  Dieser  Plan  hat  sich  als  sehr  fruchtbar  erwiesen,  indem 
man  einerseits  auf  mathematische  Formulierungen  kommt,  die  eine  Be- 
waltigung  der  Probleme  ermoglichen,  andrerseits  die  tJbereinstimmung 
mit  der  Beobachtung  sehr  befriedigend  zu  werden  verspricht.  Um 
eines  gleich  hier  zu  erwahnen:  wenn  man^  z.  B.  bei  der  stationierenden 
Bewegung  um  eine  Eugel  herum,  von  der  Bewegung  mit  Reibung  zur 
Grenze  der  Reibungslosigkeit  fibergeht^  so  erhalt  man  etwas  ganz 
anderes  als  die  Dirichlet- Bewegung.  Die  Dirichlet-Bewegung  ist 
nur  mehr  ein  Anfangszustand^  der  alsbald  durch  die  Wirkung  einer 
auch  noch  so  kleinen  Reibung  gestort  wird. 

Ich  gehe  nun  zu  den  Einzelfragen  (iber.  Die  Kraft  auf  den  Ein- 
heitswiirfel,  welche  von  der  Reibung  hernihrt,  ist 

ir  =  *W,  (2) 

bezeichnet  man  mit  w  ==  ^  ^^^  ^  ^®^  Wirbel,  so  ist  nach  einer  be- 
kannten vektor-analytischen  Umformung  unter  Beriicksichtigung^  dafi 
div  V  =  0  ist:  K  =  2kTotw.  Hieraus  ergibt  sich  ohne  wei teres,  dafi 
fiir  tv  =  0  auch  IC  =  0  wird,  d.  h.  dafi  auch  bei  beliebig  starker  Rei- 
bung die  wirbelfreie  Bewegung  eine  mogliche  Bewegung  darstellt;  wenn 
sie  trotzdem  sich  in  gewissen  Fallen  nicht  erhalt,  so  liegt  das  daran, 
dafi  sich  vom  Rande  her  wirbelnde  Fldssigkeit  in  die  wirbelfreie  hinein- 
schiebt. 

Bei  einer  beliebigen  periodischen  oder  zjklischen  Bewegung  kann 
sich  bei  langerer  Dauer  die  Wirkung  der  Reibung,  auch  wenn  sie  sehr 
klein  ist,  anhaufen. 

Man  mufi  daher  filr  den  Beharrungszustand  verlangen,  dafi  die 
Arbeit  von  K,  also  das  Linienintegral  Jk  o  ds  langs  jeder  Stromlinie 


dus   gleich  Null  wird; 

i  man 

rPi)' 

'denen   eine    Stromfonk- 
^..  jB  der  Helmholtzschen 

Wirbelgesetze  eme  tku^v^.  b  Verteilung  des  Wirbels 

herleiten.     Bei  der  ebenen  Bewegong  ernait  aaisji**) 

dfv      (F,+ft)-(F,+Pi). 

2kjv  o  da 

bei  geschlossenen  Stromlinien  wird  dies  gleich  Null;  also  ergibt  sich 
hier  das  einfache  Resultat^  daB  innerhalb  eines  Gebietes  von  ge- 
BcblosBenen  Stromlinien  der  Wirbel   einen  konstanten  Wert  annimmt. 

Bei  axialsjmmetrischen  Bewegungen  mit  Stromung  in  Meridian- 
ebenen  wird  far  gesclilossene  Stromlinien  der  Wirbel  proportional  dem 
Radius:  w  =  cr;  dies  ergibt  eine  Kraft  K  =  Akc  in  Richtung  der  Achse. 

Die  bei  weitem  wichtigste  Frage  des  Problems  ist  das  Verhalten 
der  Fliissigkeit  an  den  Wanden  der  festen  Eorper.  Den  physika- 
lischen  Vorgangen  in  der  Grenzschicht  zwiscben  fltissigkeit  und 
festem  Korper  wird  man  in  geniigender  Weise  gerecht,  wenn  man 
annimmt,  dafi  die  Fliissigkeit  an  den  Wanden  haite,  dafi  also  dort 
die  Greschwindigkeit  liberall  gleich  Null  bezw.  gleich  der  Eorper- 
geschwindigkeit  sei.  Ist  nun  die  Reibung  sehr  klein  und  der  Weg 
der  Fliissigkeit  langs  der  Wand  nicht  allzu  lang,  so  wird  schon  in 
nachster  Nahe  der  Wand  die  Geschwindigkeit  ihren  normalen  Wert 
haben.  In  der  schmalen  Ubergangsschicht  ergeben  dann  die  schrofiFen 
Geschwindigkeitsunterschiede  trotz  der  kleinen  Reibungskonstanten  merk- 
liche  Wirkungen. 

Man  behandelt  dieses  Problem  am  besten,  indem  man  in  der  allge- 
meinen  Differentialgleichung  planmafiige  Vemachlassigungen  vomimmt. 
Nimmt  man  k  als  klein  von  der  zweiten  Ordnung,  so  wird  die  Dicke 
der  Cbergangsschicht  klein  von  der  ersten  Ordnung,  ebenso  die  Normal- 
komponente    der    Geschwindigkeit.     Die   Querunterschiede  des   Druckes 


•)  Vgl.  Encyklop&die  der  mathem.  WiBsensch.  IV  14,  7. 

**)  Nach  Helmholtz  ist  der  Wirbel  eines  Teilchens  danemd  dessen  L&nf^e 
in  der  Richtung  der  Wirbelachse  proportional;  also  ist  bei  der  station&ren  ebenen 
Bewegong  auf  jeder  Stromlinie  ('V;  =  const.)  w  konstant,  also  w^fiip);  hiermit 
wird 

Jk  od8  =  2 kjrot  wod8  =  2kf"(^)Jrot  ^  o  d«  =  2kf\ip)Jv  o  d«. 
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konnen  yemachlassigt  werden,  ebenso  eine  etwaige  Eriimmung  der 
Stromlinien.  Die  Druckverteilung  wird  unserer  tTbergangsschiclit  von 
der  freien  Fliissigkeit  aofgepragt. 

Fiir  das  ebene  Problem,  das  ich  bisher  allein  behandelt  habe,  er- 
halt  man  beim  stationaren  Zustand  (X-Richtung  tangential,  F-Ricbtung 
normal,  u  and  v  die  entsprecbenden  Geschwindigkeitskomponenten)  die 
DifFerentialgleicbung 

^  \    raj    '       dyJ       dx  ry*' 


dazu  kommt  nocb 


ox      dy 


1st,  wie  gewohnlich,  ~  durcbaus  gegeben,  femer  fur  den  Anfangsquer- 
scbnitt  der  Verlauf  von  u,  so  laBt  sicb  jede  derartige  Aufgabe  nume- 
riscb  bewaltigen,  indem  man  durcb  Quadraturen  aus  jedem  u  das  zu- 

geborige  p—  gewinnen    kann;    damit    kann    man    mit   Hilfe    eines    der 

c  X 

bekannten  Nabenmgsverfahren*)  immer  wieder  um  einen  Scbritt  in 
der  X-Richtung  weiterkommen.  Eine  Scbwierigkeit  besteht  dabei  aller- 
dings  in  verschiedenen  am  festen  Rande  auftretenden  Singolaritaten. 
Der  einfachste  Fall  der  bier  bebandelten  Bewegungszustande  ist  der, 
daB  das  Wasser  an  einer  ebenen  diinnen  Platte  entlang  stromt.  Hier 
ist    eine    Reduktion    der  Variablen   moglicb;    man   kann  u  =f  (   *_.  ) 

setzen.  Durcb  numeriscbe  Auflosung  der  entstebenden  Differential- 
gleicbung  kommt  man  auf  eine  Formel  fiir  den  Widerstand 

iJ  =  l,l...fel/MV 
{b  Breite,  I  Lange  der  Platte,  Uq  Gescbwindigkeit  des  ungestorten  Wassers 
gegeniiber  der  Platte).     Den  Verlauf  von  u  gibt  Fig.  1. 


Fig.  1. 


Fig.  2. 


Das  fiir  die  Anwendung  wicbtigste  Ergebnis  dieser  Untersucbungen 
ist  aber  das,  daB  sicb  in  bestimmten  Fallen  an  einer  durcb  die  auBeren 
Bedingungen  vollstandig  gegebenen  Stelle  der  Flussigkeitsstrom  von  der 
Wand   ablost  (vgl.  Fig.  2).     Es   scbiebt   sicb    also    eine   Fltlssigkeits- 

•)  Vgl.  z.  B.  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Physik  Bd.  46  S.  486  (Kutta). 
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schicht^  die  dnrch  die  Reibung  an  der  Wand  in  Rotation  yersetzt  ist^ 

in  die  freie  Fltlssigkeit  hinaus  und  spielt  dort,  eine  YoUige  Umgeetal- 

tung  der  Bewegung  bewirkend^  dieselbe  Rolle  wie  die  Helmholtzschen 

Trennungsschicliten.     Bei  einer  Veranderong  der  Reibungskonstanten  k 

andert   sich   lediglich   die   Dicke  der  Wirbelschicht  (sie  ist  der  Grofie 

kl 

—    proportional)^  alles  iibrige   bleibt  unverandert;    man   kann    also, 

wenn  man  will;  zur  Grenze  ft  =  0  iibergehen  und  bebalt  immer  noch 
dieselbe  Stromungsfigur. 

Wie  eine  nahere  Diskussion  ergibt,  ist  die  notwendige  Bedingong 


K 


Fig.  8. 


Fig.  5 


Fig.  4. 


Fig.  6. 


f(ir  das  Ablosen  des  Strahles  die,  daB  langs  der  Wand  in  der  Richtnng 
der  Stromung  eine  Drucksteigerung  vorhanden  ist.  Welche  GroBe  diese 
Dnicksteigerung  in  bestimmten  Fallen  haben  muB,  kann  erst,  aus  der 
noch  vorzunehmenden  numerischen  Auswertung  des  Problems  ent- 
nommen  werden.  Als  einen  plausiblen  Grund  fiir  das  Ablosen  der 
Stromung  kann  man  angeben,  daB  bei  einer  Drucksteigerung  die  freie 
Fliissigkeit  ihre  kinetische  Energie  zum  Teil  in  potentielle  umsetzt. 
Die  Ubergangsschicht^n  haben  aber  einen  groBen  Teil  ihrer  kinetischen 
I'^nergie  eingebiiBt;  sie  besitzen  nicht  mehr  genug,    um   in  das  Gebiet 
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hoheren  Druckes  einzudringeii;  und  werden  daher  diesem  seitlich  aus- 
weichen. 

Nach  dem  Vorhergehenden  zerfallt  also  die  Behandlung  eines 
bestimmten  StromungSYorganges  in  zwei  miteinander  in  Wechsel- 
wirkung  stehende  Teile:  einerseits  hat  man  die  freie  Fliissigkeit,  die 
als  reibungslos  nach  den  Helmholtzschen  Wirbelgesetzen  behandelt 
werden  kann^  andrerseits  die  ^ergangsschichten  an  den  festen  Grenzen^ 
deren  Bewegung  durch  die  freie  FlQssigkeit  geregelt  wird,  die  aber 
ihrerseits  durch  die  Aussendung  von  Wirbelschichten  der  freien  Be- 
wegung das  charakteristische  Geprage  geben. 

Ich  habe  versucht,  in  ein  paar  Fallen  den  Vorgang  durch  Zeichnen 
der  Stromlinien  naher  zu  verfolgen;  die  Ergebnisse  machen  indes  auf 
quantitatiye  Richtigkeit  keinen  Anspruch.  Soweit  die  Bewegung  wirbel- 
frei  ist,  benutzt  man  mit  Vorteil  beim  Zeichnen  den  Umstand,  daB  die 


Fig.  7. 


Fig.  8. 


Stromlinien  mit  den  Linien  konstanten  Geschwindigkeitspotentials  ein 
quadratisches  Eurvennetz  bilden. 

Fig.  3  und  4  zeigen  den  Beginn  der  Bewegung  um  eine  in  die 
Stromung  hineinragende  Wand  in  zwei  Stadien.  Die  wirbelfreie  An- 
fangsbewegung  wird  durch  eine  von  der  Eante  des  Hindemisses  aus- 
gehende  imd  sich  spiralig  aufwickelnde  Trennungsschicht  (gestrichelt) 
rasch  umgestaltet;  der  Wirbel  riickt  immer  weiter  ab  und  laBt  hinter 
der  zum  SchluB  stationaren  Trennungsschicht  ruhendes  Wasser  zuriick. 

Wie  sich  der  analoge  Vorgang  bei  einem  Ereiszylinder  abspielt^ 
ist  aus  Fig.  5  und  6  zu  ersehen;  die  von  der  Reibung  in  Rotation 
versetzten  Fliissigkeitsschichten  sind  wieder  durch  Strichelung  kenntlich 
gemacht.  Die  Trennungsflachen  erstrecken  sich  auch  hier  im  Be- 
harrungszustande  ins  Unendliche.  All  diese  Trennungsflachen  sind  be- 
kanntlich  labil;  ist  eine  kleine  sinusformige  Stoning  vorhanden^  so 
entstehen  Bewegungen^  wie  sie  in  Fig.  7  und  8  dargestellt  sind.  Man 
sieht,  wie  sich  durch  das  Ineinandergreifen  der  FlOssigkeitsstrSme  deut- 
lich  gesonderte  Wirbel  ausbilden     Die  Wirbelschicht  wird  im  Innem 
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dieser  Wirbel  aufgerollt^  wie  in  Fig.  9  angedeutet  ist.  Die  Linien 
dieser  Figur  sind  keine  Stromlinien,  sondem  solche^  wie  sie  etwa 
durch  Beigabe  von  gefarbter  Fliissigkeit  erhalten  wtirden. 

Ich  will  nun  noch  kurz  yon  Versuchen  berichten^  die  ich  zum 
Vergleich  mit  der  Theorie  untemommen  habe.  Der  Versuchsapparat 
(in  Fig.  10  in  AufriB  und  GrondriB  dargestellt)  besteht  aus  einer 
ly,  m  langen  Wanne  mit  einem  Zwiscbenboden.  Das  Wasser  wird 
durch  ein  Schaufelrad  in  Umlauf  yersetzt  und  tritt^  durch  einen  Leit- 

apparat  a  und  vier  Siebe  b  geordnet 

und  beruhigt^   ziemlich  wirbelfrei  in 

den  Oberlauf  ein;  bei  c  wird  das  zu 

untersuchende  Objekt  eingesetzt.     Im 

Wasser  ist  ein  aus  feinen  glanzenden 

^8  ^  Blattchen  bestehendes  Mineral  (Eisen- 

glimmer)  suspendiert;  dadurch  treten 

alle  einigermaBen    deformierten    Stellen    des    Wassers,    also   besonders 

alle  Wirbel  durch  einen   eigentiimlichen  Glanz   hervor,    der   durch  die 

Orientierung  der  dort  befindlichen  Blattchen  hervorgerufen  wird. 

Die  auf  der  Tafel  zusammengestellten  Photogramme  sind  auf  diese 
Weise  erhalten.  Bei  alien  geht  die  Stromung  von  links  nach  rechts. 
Nr.  1 — 4  behandelt  die  Bewegung  an  einer  in  die  Stromung  hineinragen- 

den  Wand.  Man  erkennt  die 
Trennungsflache^  die  von  der 
Kante  ausgeht;  sie  ist  in  1 
noch  sehr  klein,  in  2  bereits 
mit  starken  Storungen  iiber- 
deckt,  in  3  reicht  der  Wirbel- 
iiber  das  ganze  Bild,  4  zeigt 
den  ^^Beharrungszustand'^;  man 
bemerkt  auch  oberhalb  der 
Wand  eine  Storung;  da  in  der 
Ecke  infolge  der  Stauung  des 
Wasserstroms  ein  hoherer  Druck  herrscht,  lost  sich  (vgl.  S.  488)  mit  der 
Zeit  auch  hier  der  Fliissigkeitsstrom  von  der  Wand  ab.  Die  verschiedenen 
im  „wirbelfreien'*  Teil  der  Stromung  sichtbaren  Streifen  (besonders  in 
Nr.  1  und  2)  riihren  davon  her,  daB  beim  Beginn  der  Bewegung  die 
Fliissigkeit  nicht  voUig  ruhig  war.  Nr.  5  und  6  gibt  die  Stromung  um 
ein  kreisformig  gebogenes  Hindemis,  oder,  wenn  man  will,  durch  einen 
stetig  verengten  und  wieder  erweiterten  Kanal.  Nr.  5  zeigt  ein  Stadium 
kurz  nach  Beginn  der  Bewegung.  Die  obere  Trennungsflache  ist  zu 
einer  Spirale  aufgewundeU;   die  untere  langgestreckt  und  in  sehr  regel- 


rf^^^to^^^^tt^ 
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Fig.  10. 
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maBige  Wirbel  zerfallen.  Auf  der  konvexen  Seite  nahe  am  rechten  Ende 
bemerkt  man  den  Beginn  einer  sich  ablosenden  Stromung;  Nr.  6  zeigt  den 
Beliarrungszustand^  bei  dem  sich  die  Stromung  ungefahr  in  engstem 
Querschnitt  ablest. 

Nr.  7 — 10  zeigt  die  Stromung  um  ein  kreiszylindrisches  Hindemis 
(einen  Pfahl).  Nr.  7  zeigt  den  Beginn  der  Ablosung^  8  und  0  weitere 
Stadien;  zwischen  den  beiden  Wirbeln  ist  ein  Strich  sichtbar,  dieser 
besteht  aus  Wasser,  das  vor  Beginn  der  Ablosung  der  tTbergangsschicht 
angebort  hatte.  Nr.  10  zeigt  den  Beharrungszustand.  Der  Schweif 
von  wirbelndem  Wasser  hinter  dem  Zylinder  pendelt  bin  und  her, 
daher  die  unsymmetrische  Augenblicksgestalt.  Der  Zylinder  enthalt 
einen  langs  einer  Erzeugenden  verlaufenden  Spalt;  stellt  man  diesen 
so,  wie  in  Nr.  11  und  12  und  saugt  mit  einem  Schlauch  Wasser  aus 
dem  Zylinderinnem  ab,  so  kann  man  die  tTbergangsschicht  einer  Seite 
abfangen.  Wenn  sie  fehlt,  muB  auch  ihre  Wirkung,  die  Ablosung,  aus- 
bleiben.  In  Nr.  11,  das  zeitlich  Nr.  9  entspricht,  sieht  man  nur 
einen  Wirbel  und  den  Strich.  In  Nr.  12  (Beharrungszustand)  schlieBt 
sich,  obwohl,  wie  man  sieht,  nur  ein  verschwindender  Teil  des  Wassers 
ins  Innere  des  Zylinders  tritt,  die  Stromung  bis  zum  Schlitz  eng  an  die 
Wand  des  Zylinders  an;  dafdr  hat  sich  aber  jetzt  an  der  ebenen  AuBen- 
wand  der  Wanne  eine  Trennungsflache  gebildet  (eine  erste  Andeutung 
dieser  Erscheinung  ist  bereits  in  11  zu  sehen).  Da  in  der  sich  er- 
weiternden  DurchfluBoffnung  die  Geschwindigkeit  abnehmen  muB  und 
daher  der  Druck  steigt*),  sind  die  Bedingungen  ftlr  ein  Ablosen  der 
Stromung  von  der  Wand  gegeben,  so  daB  auch  diese  au£Fallende  Er- 
scheinung in  der  vorgetragenen  Theorie  ihre  Begriindung  erhalt. 

*)  Eb  ist  i  pv*  +  F+  p  =  const,  auf  jeder  Stromliiiie. 


Ein  Gelenkmechanismus  zur  Teilung  des  Winkels. 

Von 
A.  KEBfPE  aus  Rotterdam. 


Der  vorliegende  Gelenkmechanismus  bezweckt  die  Teilung  des 
Winkels  in  beliebig  viele  gleiche  Teile,  namlich  so^  daB^  wenn  mit  ihm 
gewisse  Kurven  gezogen  sind^  es  nur  einer  Transversale  bedarf^  um  den 
Winkel  in  alio  mogliehen  Teile  geteilt  zu  haben  (Fig.  1). 

Das  Hauptsachlicbe  an  diesem  Instrumente  sind  die  zwei  oder  drei 


Rauten  (Fig.  2),  die  derartig  gestellt  sind,  da6  die  rechte  Seite  der 
zweiten  mit  der  Diagonale  der  ersten  zusammenfallt,  die  rechte  Seite 
der  dritten  mit  der  Diagonale  der  zweiten  usw. 

Der  Motor  des  Ganzen  ist  eine  untere  Raute  H^MAG^j  deren 
Seite  AM  m  M  und  0  zwei  feste  Punkte  hat.  Alles  andere  kann  sich 
gelenkmaBig  bewegen. 

Wenn  nun  der  Mechanismue  in  eine  beliebige  Stellung  gebracht  wird, 
so  ist  ersichtlich,  daB  alle  verlangerten  Diagonalen  der  Rauten  die  ver- 
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langerte  untere  Seite  der  motorischen  Baute  in  Punkten  A^jB^,  Cj  ubw. 
(Fig.  2)  so  Bchneiden,  daB  eine  Reihe  gleichschenkliger  Dreiecke  ent- 
steht,  die  ftir  unsere  zu  zeichnenden  Eoryen  yon  der  hoehsten  Wichtig- 
keit  ist;  denn  wenn  der  Schnittpunkt  der  yerlangerten  K^^M  und  G^^O  — 
Punkt  A^  also  —  einen  Kreis  beschreibt^  beschreibt  gleichzeitig  der 
Schnittpunkt  B^  (Schnittpunkt  von  I^M  und  G^  OB^  die  Kurve  B^y  der 
Schnittpunkt  C^  (Schnittpunkt  von  I^M  und  G^OC^)  die  Kurve  C^  usw., 
welche  Kurven  einen  willkflrlichen  Winkel  /t  respektive  in  3,  5,  9  usw. 
2"  +  1  gleiche  Teile  teQen.  Es  ist  dies  in  Fig.  3  far  5  =  2*  +  1  dar- 
gestellt;  Fig.  4  stellt  die  Eurven  von  Fig.  2  im  ganzen  Umrifi  dar.  Ich 
habe  die  Kreisbewegung  von  A^  (Fig.  2)  erleichtert  mittels  zweier  Zahn- 
rader,   mit  Kj^M  und  G^A  fest  verbunden,  deren  Umfange  zueinander 


sich  verhalten  wie  1 : 2  und  die  respektive  in  M  und  0  ihre  Mittel- 
punkte  haben.  Immer  doch  ist  i  KMA^^  2 iMAA^.  Werden  also 
diese  Zahnrader  in  Bewegung  gesetzt,  mittels  eines  dritten  Zahnrades^ 
zwischen  beiden  angebracht^  so  geht  A^  den  Kreisumfang  entlang,  B^ 
beschreibt  die  Kurve  B^  und  C^  die  Kurve  C^.  Es  bewegt  sich  also 
der  ganze  Mechanismus  imd  der  Kreis ;  die  Kurve  B^  (3-Teiler),  die 
Kurve  C^  (5-Teiler)  etc.  entstehen  gleichzeitig.  Ein  Schreibstiftchen, 
richtig  angebracht;  zieht  ihre  Spuren  kontinuierlich. 

Ich  habe  sie  Schleifenkurven  genannt;  der  eigentiimlichen  Schleifen 
wegeU;  die  jeder  in  verschiedener,  aber  ganz  regelmaBiger  Zahl  an- 
gehoren. 

Die  Kurve  B^  ist  der  Lima9on  von  Pascal^  das  ganze  System  also 
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eine  Enveitenyig  der  Lehre  dieser  Kurve,  und  wie  dieser  den  Winkel 
in  3  gleiche  Teile  teilt,  so  teilen  die  Kurven  C^  usw.  diesen  in 
5,  9, 17, ...  2"+  1   gleiche  Teile  (Fig.  4  und  Fig.  1  rechte  Halfte). 

Wenn  nun  dieser  Gelenkmeclianismus  180®  um  OMK  gedreht 
wird  (Fig.  5),  so  bekommt  man  eine  Reihe  Kurven  L^,  N^  usw.,  die  auf 
ahnliche  Weise  entstehen  wie  die  vorhergehenden  und  durch  die  auf- 
einanderfolgenden,  gleiehschenkligen  Dreiecke  denselben  Winkel  fi  in 
3, 7,15,  ••  2"—  1  gleiche  Teile  teilen,  wie  es  Fig.  6  und  Fig.  1 
(linke  Halfte)  in  den  Kurven  G,  H  usw.  zeigen:  es  ist  in  Fig.  6  der  Fall 
veranschaulicht,  wo  ft  in  7  (2'  -—  1)  gleiche  Teile  geteilt  ist.  Auch  hier 
gilt:  wahrend  der  Schnittpunkt  F^  (Fig.  5)  der  verlangerten  K^M  und 
6?!  0  den  Bj-eis  OM  beschreibt,  beschreibt  der  Schnittpunkt  L^  der  ver- 
langerten Diagonale   I^M  und  G^O  eine  Kurve  L^   als  geometrischen 


Ort  aller  L^  so,  daB  F^M^F^L^  ist,  und  gleichzeitig  beschreibt  jS\ 
eine  solche  so,  daB  L^M^L^N^  ist  usw.  Nur  ist  hier  zu  bemerken, 
dafi  der  erzeugende  Kreis,  dem  aUe  nachfolgenden  Kurven  ihre  Ent- 
stehimg  verdanken,  nicht  seinen  Mittelpunkt  in  Jf ,  sondem  in  0  hat, 
und  die  Zahnriider  zur  B^reisbewegung,  wo  von  oben  die  Rede  war,  um- 
gelegt  werden  miissen.  Die  2"  —  1  Teiler  in  ihrem  ganzen  UmriB  ge- 
zogen  werden  in  Fig.  7  dargestellt:  es  ist  die  Kurve  G^g^  mit  zwei 
Schleifen  der  3-Teiler,  die  Kurve  5"^//,  mit  sechs  Schleifen,  der  7-Teiler. 

Alles  zusammen  genommen  haben  wir  also:  der  Gelenkmechanis- 
mus  links  gelegt  beschreibt  die  2"+  1  Teiler;  derselbe  rechts 
gelegt  beschreibt  die  2^—  1  Teiler. 

In  Fig.  1  sind  aUe  diese  Kurven  gezogen  und  es  erhellt  augenblick- 
lich,  dafi  man  nur  L  ^  in  JIf  zu  legen  braucht  und  seinen  Schenkel  MH^ 
durch  M  hindurch  zu  verlangem,  um  mittels  der  Trans versale  -Hjt^ 
die  beliebige  Teilung  in  gleiche  Teile  voUbracht  zu  haben.     Denn  es 
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Fig.  7. 

reicht^  weil  man  immer  ans  Winkeln  >  90^  durch  Halbienmg 
Winkel  <  90®  herleiten  kann;  es  ist  dies  in  teclinischer  Hin- 
sicht  ein  groBer  Vorteil; 

daB^  wenn  sie  gezogen  sind^  die  Korven  lithographisch  zu  yer- 
yielfaltigen  sind  und  ein  fOr  aUemal  eine  Teilnngstafel  darbieten. 


Es  ist  noch  zn  bemerken,  dafi  der  yorliegende  Gelenkmechanismus 
selir  zu  yereinfacben  ist^  indem  man  nur  zwei  Rauten  IKMH  und 
HMOG  (Fig.  2  und  Fig.  5)  anwendet.  Sie  brauchen  nur  so  benutzt 
zu  werden,  daB  —  MO  (Fig.  2)  ist  wieder  eine  feste  Linie  —  wahrend 
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der  oben  genannte  Schnittpunkt  A^  den  Kreisnmfang  beschreibt^  der 
Schnittpunkt  B^  den  3-Teiler  bescbreibt;  nachber:  wenn  man  K^M  in 
den  Stand  I^M  verlegt,  so  wird  I^M  den  Stand  I^M  annehmen  und 
folglich  der  Punkt  A^  in  B^  und  B^  in  C^  tlbergeben;  wird  also 
A^{B^)  den  3-Teiler  bescbreiben,  so  beschreibt  B^^{C^)  den  5  Teiler  usw., 
es  wird  also  leicht  jede  folgende  Kurve  aus  der  vorbergehenden  kon- 
struiert. 

Das  namlicbe  ist  zu  sagen  von  den  2"—  1  Teilem  (Fig.  5), 
wo  wieder  der  vereinfachte  Mecbanismus  180®  um  OMK  gedrebt 
werden  mufi. 

Dieser  Mecbanismus  ist  zwar  bedeutend  einfaeber  als  der  vorber- 
gebende^  allein  den  UmriB  einer  Kurve  von  einem  Scbnittpunkte  zweier 
Geraden  genau  bescbreiben  zu  lassen  bat  seine  Scbwierigkeiten  in  t«cb- 
niscber  Hinsicbt.  Indessen:  aucb  diesen  Scbwierigkeiten  ist  mit  Zabn- 
ntdem^  deren  Umfange  sicb  zueinander  verbalten  wie  2:3;  4:5;  8:9  etc., 
abzubelfen,  nor  muB  dann  die  Yonicbtung  so  sein,  dafi  die  aufein- 
ander  wirkenden  Rader  leicbt  verwecbselt  werden  konnen,  und  aucb  dies 
wird  nicbt  unmoglicb  sein. 

Das  weitere  iiber  die  stetige  Konstruktion  dieser  Kurven  und  deren 
Tbeorie  ist  zu  finden  in:  Zeitscbrift  fiir  Matbematik  und  Pbysik 
49.  Bd.,  3.  und  4  Heft  1903.  Weiter  in  den  Memoires  de  la  So- 
ciete  royale  des  Sciences  de  Liege,  2.  serie,  tome  XX,  1898,  und 
in  dem  klassiscben  Werke:  Uber  spezielle  algebr.  und  transc. 
Kurven  von  Gino  Loria  (Deutscb  ubersetzt  von  Scbutte,  Leipzig, 
B.  G.  Teubner,  1902). 

(Nacb  dem  Vortrage  wurden  beigegebene  Figuren  mittels 
eines  Zeifiscben  trefflicben  Reflektors  auf  einen  Scbirm  projiziert.) 


y.  Sektion. 

Einfahrung  in  die  Geschichte  der  Mathematik;   Hinweis  auf 

neue  Resultate. 

Von 
M.  Cantor  aus  Heidelberg. 


Der  vorbereitende  AusschuB  hat  fGr  die  Eroflhungssitzung  der 
einzelnen  Sektionen  aufier  den  mit  der  Konstituierung  yerbundenen 
Geschaften  einen  Vortrag  eines  der  Einfiihrenden  vorgesehen,  und  mir 
wurde  in  unserer  Sektion  durch  Vereinbarung  der  Einfiihrenden  unter- 
einander  die  Ehre  zugeteilt,  diesen  Vortrag  vor  Ihnen  zu  halten.  Wenn 
ich  die  Absicht  des  Ausschussee  recht  verstehe,  wollte  er  durch  seinen 
BeschluB  nicht  bloB  einen  Vortrag  fur  die  Eroffnungssitzung  sichem^ 
sondem  auch  eine  gewisse  Direktive  ffir  den  Inhalt  desselben  geben^ 
der  eine  Art  von  Einleitung  in  das  Gebiet  geben  moge^^  das  der 
Sektion  zugewiesen  ist.  In  diesem  Sinne  fasse  ich  wenigstens  meine 
Aufgabe  auf. 

Man  spricht  nicht  selten  vom  organischen  Werden,  vom  organischen 
Wachstum  einer  Wissenschaft.  In  der  Tat  gleicht  die  Mathematik 
einem  stattlichen  Baume^  der  nach  oben  hoher  und  hoher  strebt,  gleich- 
zeitig  aber  auch  seine  Wurzein  tiefer  und  tiefer  hinabtreibt^  um  immer 
gesichertere  Grundlagen  zu  gewinnen.  Auch  die  Disziplin^  welche  ich 
in  diesem  Augenblick  besonders  zu  beachten  habe,  zeigt,  wenn  auch 
nicht  ganz  in  dem  soeben  angegebenen  Sinne,  ein  doppeltes  Wachstum. 
Nach  vorwarts  und  nach  riickwarts  hat  die  Geschichte  der  Mathematik 
an  Ausdehnung  gewonnen. 

Nach  vorwarts  sind  Jahrzehnte,  welche  fiir  die  Altesten  unter 
uns  Gegenwart  waren,  zur  Vergangenheit  geworden  und  bei  der  un- 
gewohnlich  raschen  Entwicklung  des  mathematischen  Denkens  seit  einem 
halben  Jahrhundert  so  sehr  zur  Vergangenheit,  daB  ihre  Ergebnisse  der 
Geschichte    anheimgefalien    sind.     Kopfschiittelnd    Iriigt    der    moderue 
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Mathematiker,  wie  es  mit  jener  Zeit  beschaffen  war,  in  welcher  Funk- 
tionenlehre  und  projektive  Geometrie,  Invarianten  und  Gruppentheorie, 
um  nur  einige  wenige  modeme  Sammelnamen  zu  erwalinen^  noch  nicht 
Yorhanden  waren.  Kaum  begreiflich  ist  ihm  vielleicht,  wie  Euler, 
wie  Lagrange,  wie  GauB,  Geisteshelden  die  aueli  ihm  mit  dem  Lorbeer 
der  Unsterblichkeit  geschmiickt  erscheinen,  ohne  jene  Hilfsmittel  aus- 
kommen  konnten.  Als  wunderbare  Mar  erscheint  ihnen,  dafi  Abel 
1829,  Galois  1832,  Cauchy  1842,  Riemann  gar  erst  186G  vom  Leben 
Abschied  nahmen.  Sie  aUe  bilden  flir  ihn  bereits  geschichtliche  Merk- 
punkte.  Aber  nicht  minder  nach  riickwarts  hat  in  dem  angedeuteten 
Zeitraume  die  Geschichte  der  Mathematik  an  Ansdehnung  gewonnen. 
Das  Grabscheit  des  Altertumsforschers  hat  auch  ftir  den  Mathematiker 
Wissenswertes  zutage  gefordert,  die  Lehrer  der  Sprachkunde  haben 
Texte  verstandlich  und  zum  Gemeingut  gemacht,  welche  in  dem  Zanber- 
sehlafe  von  Jahrtausenden  geruht  batten.  Ihnen  alien  sind  wir  zum 
grofiten  Danke  verpfliehtet. 

Vielleicht  haben  wir  auch  umgekehrt  einigen  Anspruch  auf  Dank 
uns  erworben,  wo  der  Mathematiker  dem  Sprachkundigen  Vorspann- 
dienste  zu  leisten  imstande  war  und  ihm  half  ans  Licht  ziehen^  was 
jenem  mehr  oder  weniger  dunkel  bleiben  mufite,  weil  er  mit  dem 
Sprachinhalte  weniger  vertraut  als  mit  der  Sprache  war.  Nicht  als  ob 
Gleichgewicht  zwischen  Leistung  und  Gegenleistung  stattf  ande.  Es  mag 
ja  sein,  daB  der  Orientalist  bei  Bestimmung  des  Alters  der  im  Pentateuch 
zusammengeschweiBten  EinzelbestandteUe  von  der  Bemerkung  Gebrauch 
machen  kann,  das  Vorkommen  der  Zahlen  6,  60  und  ihrer  Vielfachen 
bezeuge  die  Entstehung  des  betreffenden  Verses  in  oder  nach  dem 
Babylonischen  Exil.  Es  mag  ebenso  dem  lateinischen  Lexikographen 
erwiinscht  sein,  darauf  aufmerksam  gemacht  zu  werden,  das  Wort 
sexcenties  in  der  Bedeutung  von  auBerordentlich  oft  konne  nicht 
friiher  vorkommen,  als  seit  der  Einfiihrung  chaldaischer  Kulte  in  Rom. 
Die  griechische  Literaturgeschichte  hat  moglicherweise  als  unumstoB- 
liche  Wahrheit  festzuhalten,  die  Lebenszeit  Herons  von  Alexandria 
milsse  so  bestimmt  werden,  daB  vielleicht  Vitruvius  unter  Augustus, 
jedenfalls  aber  romische  Feldmesser  des  Kaisers  Trajan  seine  Metrica 
benutzen  konnten.  Vielleicht  lieBen  bei  aufmerksamem  Nachsuchen  sich 
noch  einige  weitere  Beispiele  auffinden.  Von  einem  solchen  werde  ich 
sogleich  reden.  Aber  im  allgemeinen  liegt  die  Sache  so,  daB  der  Ge- 
schichtschreiber  der  Mathematik  sich  mit  den  Jahres-  oder  Jahrhimdert- 
zahlen  abfinden  muB,  welche  der  Literarhistoriker  ihm  liefert.  Fiir  die 
Richtigkeit  jener  Zahlen  ist  der  letztere  verantwortlich,  und  der  Mathe- 
matiker ist  unter  Umstanden  genotigt,  diesen  oder  jenen  Schriftsteller 
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einem  andem  Eapitel  seiner  DarBtellung  einzuyerleiben^  als  es  vorher 
der  Fall  war,  wenn  die  Meinung  der  Literarhistoriker  iiber  sein  Zeit- 
alter  sich  anderte.  Ich  erinnere  an  den  zu  Serenos  von  Antinoeia  ge- 
wordenen  Serenos  von  Antissa,  der  dadurch  um  einige  Jahrhunderte 
herabgedriickt  erscheint  und  vermutlich  der  Zeit  zwischen  Pappos  und 
Theon,  also  dem  IV.  nachcliristliclien  Jahrhunderte^  angehort.  Der  ge- 
waltigste  Umschwimg  hat  sich  in  dieser  Beziehong  in  der  Geschiehte 
der  indischen  Geometrie  voUzogen.  Wenn  die  die  iUtesten  geometrischen 
Vorschriften  enthaltenden  Qulvasutras,  wie  man  gegenwartig  allgemein 
annimmt,  im  IV.  oder  V.  vorchristlichen  Jahrhunderte  niedergeschrieben 
sind,  inhaltlich  aber  noch  weiter,  etwa  bis  ins  X.  Jahrhundert^  zuriick- 
gehen,  so  ist  an  eine  Anregung  durch  alexandrinische  Schriftsteller, 
die  man  friiher  annahm^  selbstredend  in  keiner  Weise  zu  denken.  Aber 
gerade  hier  ist  vielleicht  der  Mathematiker  imstande^  wiederum  be- 
firuchtend  auf  die  philologisch-historische  Forschung  einzuwirken  und 
ihr  seinerseits  neue  Fragen  zur  Beantwortung  vorzulegen,  und  das  ist 
das  vor  wenigen  Augenblicken  durch  mich  angekiindigte  weitere  Beispiel. 
Es  ist  nicht  tunlich  hier  auf  diesen  weitfiihrenden  Gegenstand  ein- 
zugehen,  aber  ich  darf  mich  wohl  auf  meinen  ihn  behandebiden  Aufsatz 
in  dem  Archiv  der  Mathematik  und  Physik  beziehen. 

Ich  beabsichtige  ja  ohnehin  nicht,  Sie  heute  einzuladen  in  Gemein- 
schaft  mit  mir  irgend  einem  besonderen  geschichtlichen  Gegenstande 
Ihre  Aufmerksamkeit  zuzuwenden.  Ich  will  vielmehr  nur  feststellen, 
was  Sie  aUe,  die  Sie  zur  Konstituienmg  der  V.  Sektion  zusammen- 
getreten  sind,  ebenso  gut  wissen  wie  ich,  dafi  die  Geschiehte  der 
Mathematik  unter  den  mathematischen  Teildisziplinen  einen  Platz  ein- 
nimmt,  dafi  sie  ihn  aber  auch  verdient.  Universitas  litterarum, 
Universalitat  der  Wissenschaft  kennzeichnet  die  Hochschule,  welche 
deshalb  mit  geringer  Wortanderung  den  Namen  der  Universitat  an- 
genommen  hat.  Ausblicke  nach  anderen  Wissenscbaften  offnen  sich 
alier  Orten.  Aufgaben  werden  von  der  einen  Wissenschaft  gestellt, 
welche  die  andere  zu  losen  hat.  Das  sind  die  Briicken,  die  von  einem 
engeren  Gebiete  nach  zahlreichen  Grenzgebieten  hiniiberfUhren.  Auch 
der  Geschiehte  der  Mathematik  fehlt  es  nicht  an  Beziehungen,  nicht 
an  Anwendung.  Das  Bewufitsein  ihrer  Berechtigung,  die  vor  einem 
Menschenalter  da  und  dort  noch  in  Frage  gestellt  wurde,  ist  heute  ein 
allverbreitetes;  und  ihm  ist  die  Tatsache  entspruugen,  dafi  in  Ziirich^ 
in  Paris,  in  Heidelberg  bei  der  Zusammenkunft  der  alien  Landeni  ent- 
stammenden  Mathematiker  eine  eigene  Kongrefiabteilung  den  geschicht- 
lich  mathematischen  Bestrebungen  zur  Verfugung  gestellt  worden  ist. 
Das  Bewufitsein   der  Ikrechtigung  der  Geschiehte  der  Mathematik  als 
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eines  besonderen  Wissensgebietes  bat  aber  aucb  soDstige  Folgen  gehabt^ 
auf  die  mir  ein  kurzes  Eingeben  geboten  scheint,  well  dadurch  voraus- 
sichtlich  Erorterungen  hervorgerufen  werden,  aus  welchen  wir  zu  lemen 
Gelegenheit  haben  diirften.  Ich  will  nicht  betonen^  dafi  an  einer  ganzen 
Reibe  von  Uniyersitaten  Yorlesangen  iiber  Oeschichte  der  Mathematik 
in  mebr  oder  weniger  haufiger  Wiederkehr  gehalten  werden.  Worfiber 
werden  keine  Vorlesungen  gehalten,  oder  wenigstens  angekiindigtl  Aber 
eine  deutsebe  Hochscbule  ist  dariiber  hinausg^angen.  Sie  wissen,  dafi 
ich  Munchen  meine,  wo  Eollege  von  Braunmilhl  ein  historisch- 
mathematiscbes  Seminar  gegriindet  hat.  Es  kann  uns  nur  lehrreich 
Bein^  wenn  er  nns  iiber  die  Einrichtung  dieser  seiner  Griindiing  nnd 
iiber  die  Erfolge,  die  er  damit  erzielt  hat,  Auskunft  erteilen  will. 

Ein  Zweites,  was  ich  andeuten  mochte,  ^ist  das  Vorhandensein  be- 
sonderer  regelmafiig  erscheinender  Zeitschriften  fiir  Geschichte  der 
Mathematik.  Die  alteste  derartige  Zeitschnffc,  das  Bulletino  Bon- 
compagni,  hat  zwar  mit  dem  Jahrgange  1887  zu  erscheinen  auf- 
gehort;  die  historisch-literarische  Abteilung  der  Zeitschrift 
fiir  Mathematik  und  Physik  ist  Ende  1900  eingegangen.  Aber 
noch  bestebt  das  italienische  Bolletino  di  bibliografia  e  storia 
delle  scienze  mathematiche  sowie  die  mehr  international  gehaltene 
Bibliotheca  mathematica.  Es  hiefie  Eulen  nach  Athen  tragen, 
hielte  ich  es  fiir  notwendig  von  diesen  beiden  Zeitschriffcen  weiteres 
zu  berichten,  deren  Wert  alien  Mitgliedem  unserer  Sektion  geniigend 
bekannt  ist.  Vielen  von  uns  ist  auch  vor  etwa  einem  halben  Jabre 
ein  Rundschreiben  zugegangen,  in  welchem  von  einem  neuen  Unter- 
nehmen  die  Rede  war,  und  dariiber  ein  paar  Worte  zu  sagen  ist  viel- 
leicht  nicht  liberfliissig.  Es  handelt  sich  um  die  Griindung  einer 
wissenschaftlichen  Gesellschaft  fiir  Geschichte  der  Natur- 
wissenschaften  und  der  Technik  mit  ziemlich  weitgesteckten  Zielen, 
zu  deren  Erreiehung  unter  anderem  auch  eine  illustrierte  Monatschrift 
als  Mittel  in  Aussicht  genommen  ist.  Der  Unterzeichner  jenes  Rund- 
schreibens,  Herr  Ingenieur  Feldhaus,  befindet  sich  unter  uns.  Ich 
darf  annehmen,  es  sei  ihm  willkommen  uns  iiber  seinen  Plan  kurz 
berichten  zu  konnen,  der  iiber  die  Pflege  der  Geschichte  der  Mathematik 
wesentlich  hinausgeht. 

Noch  viel  weiter  geht  freilich  ein  anderer  Gedanke,  den  uns 
niemand  besser  zu  entwickeln  vermag,  als  dessen  gegenwartiger  Trager, 
mein  verehrter  Freund  Paul  Tannery.  Sie  wissen  ja,  dafi  es  in 
Frankreich  einen  eigenen  Lehrstuhl  fiir  die  Geschichte  der  exakten 
Wissenschaften  gibt.  Sie  wissen  ferner,  dafi  dieser  Lehrstuhl  neu  zu 
besetzen   war,   und  dafi  unter    den   beiden  Wettbewerbem,    welche  fiir 
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denselben  in  Aussicht  gcnommen  waren,  nicht  der  Mathematiker^  sondern 
der  Chemiker  den  Sieg  davon  trug.  Ich  habe,  und  wir  alle  haben  das 
Recht  den  gegenwartigen  Inbaber  des  Lehrstuhles  niclit  zu  kennen, 
dessen  Arbeitsgebiet  dem  imsrigen  viel  zu  fern  liegt.  Herrn  Tannery 
und  seine  iiberaus  zahlreicben  Verdienste  kennen  wir  urn  so  besser, 
und  ich  bin  fiberzeugt  im  Sinne  aller  Anwesenden  zu  sprechen,  wenn 
ich  sage,  wir  wiirden  es  verstanden  und  aufs  freudigste  begniBt  haben, 
ware  Herr  Tannery  emannt  worden.  Was  ich  wenigstens  aber  nicht 
verstehe,  ist  die  Tatsache,  dafi  um  einen  Lehrstuhl  ein  Wettbewerb 
zwischen  einem  Mathematiker  und  einem  Chemiker  iiberhaupt  moglich 
ist.  Vielleicht  darf  ich  noch  bestimmter  mich  ausdrtickeu:  ich  verstehe 
nicht  die  Moglichkeit  einer  von  einem  Einzelnen  gelehrten  his  to  ire 
generale  des  sciences  und  habe  diesen  Zweifel  auch  Herrn  Tannery 
brief lich  ausgesprochen,  als  er  mir  die  Programmabhandlung  zuschickte, 
welche  er  unter  diesem  Titel  in  der  Revue  de  synthese  historique  ver- 
offentlicht  hat.  Ich  wiirde,  und  ich  meine  sagen  zu  diirfen,  wir  wiirden 
Herrn  Tannery  dankbar  sein,  wenn  er  von  der  Anordnung  seines  Buches, 
welches  1905  bereits  erscheinen  soil,  uns  einige  Andeutungen  zu  geben 
fur  tunlich  hielte. 

Das  sind  die  ErSrterungen,  welche  in  die  Wege  zu  leiten  ich  fdr 
den  Zielpunkt  meines  einfiihrenden  Vortrages  gehalten  habe.  Dieselben 
werden  sicherlich  nur  bestatigen,  daB  unserer  Sektion  ein  groBes 
und  schones  Arbeitsfeld  zugewiesen  ist,  daB  die  Geschichte  der  Mathe- 
matik  hinreicht  eine  Lebensaufgabe  zu  bilden. 
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der  oben  genannte  Sdmittpunkt  A^  den  Ereisumfang  beschreibt,  der 
Sclmittpunkt  B^  den  3-Teiler  beschreibt;  nachber:  wenn  man  K^^M  in 
den  Stand  I^M  verlegt,  so  wird  I^M  den  Stand  I^M  annehmen  und 
folglicb  der  Pnnkt  A^  in  B^  und  B^  in  C^  (Ibergeben;  wird  also 
^i(-Bi)  den  3-Teiler  beschreiben,  so  bescbreibt  B^^C^)  den  5-Teiler  usw., 
es  wird  also  leicbt  jede  folgende  Kurve  aus  der  vorhergebenden  kon- 
struiert. 

Das  namlicbe  ist  zu  sagen  von  den  2"—  1  Teilem  (Fig.  5), 
wo  wieder  der  vereinfacbte  Mecbanismus  180°  nm  OMK  gedrebt 
werden  muB. 

Dieser  Mecbanismus  ist  zwar  bedeutend  einfacher  als  der  vorher- 
gebende^  allein  den  Umrifi  einer  Kurve  von  einem  Scbnittpunkte  zweier 
Oeraden  genau  beschreiben  zu  lassen  hat  seine  Scbwierigkeiten  in  tecb- 
niscber  Hinsicbt.  Indessen:  aucb  diesen  Scbwierigkeiten  ist  mit  Zahn- 
nldem^  deren  Umfange  sicb  zueinander  verbalten  wie  2:3;  4:5;  8:9  etc., 
abzubeKen,  nur  muB  dann  die  Yoryicbtung  so  sein,  dafi  die  aufein- 
ander  wirkenden  Rader  leicbt  verwecbselt  werden  konnen,  und  aucb  dies 
wird  nicbt  unmoglicb  sein. 

Das  weitere  iiber  die  stetige  Konstruktion  dieser  Kurven  und  deren 
Tbeorie  ist  zu  finden  in:  Zeitscbrift  fur  Matbematik  und  Pbysik 
49.  Bd.,  3.  und  4  Heft  1903.  Weiter  in  den  Memoires  de  la  So- 
ciete  royale  des  Sciences  de  Liege,  2.  serie,  tome  XX,  1898,  und 
in  dem  klassiscben  Werke:  tJber  spezielle  algebr.  und  transc. 
Kurven  von  Gino  Loria  (Deutscb  ubersetzt  von  Scbiitte,  Leipzig, 
B.  G.  Teubner,  1902). 

(Nacb  dem  Vortrage  wurden  beigegebene  Figuren  mittels 
eines  ZeiBscben  trefflicben  Reflektors  auf  einen  Scbirm  projiziert.) 


Y.  Sektion. 

EinfQhrung  in  die  Geschichte  der  Mathematik;  Hinweis  auf 

neue  Resultate. 

Von 
M.  Cantor  aus  Heidelberg. 


Der  vorbereitende  AusschuB  hat  fiir  die  EroffiiungBsitzung  der 
eiuzeluen  Sektionen  auBer  den  mit  der  Konstituierung  yerbundenen 
Geschaften  einen  Vortrag  eines  der  Einfiihrenden  vorgesehen,  und  mir 
wurde  in  unserer  Sektion  durch  Vereinbarung  der  Einfiihrenden  unter- 
einander  die  Ehre  zugeteilt,  diesen  Vortrag  vor  Ihnen  zu  halten.  Wenn 
ich  die  Absicht  des  Ausschusses  recht  verstehe,  wollte  er  dnrch  seinen 
Beschlufi  nicht  blofi  einen  Vortrag  ftir  die  Erofl&iungssitzung  sichem^ 
sondem  auch  eine  gewisse  Direktiye  fiir  den  Inhalt  desselben  geben, 
der  eine  Art  von  Einleitung  in  das  Gebiet  geben  moge^,  das  der 
Sektion  zugewiesen  ist.  In  diesem  Sinne  fasse  ich  wenigstens  meine 
Aufgabe  auf. 

Man  spricht  nicht  selten  vom  organischen  Warden,  vom  organischen 
Wachstum  einer  Wissenschaft.  In  der  Tat  gleicht  die  Mathematik 
einem  stattlichen  Baume,  der  nach  oben  hoher  und  hoher  strebt,  gleich- 
zeitig  aber  auch  seine  Wurzeln  tiefer  und  tiefer  hinabtreibt,  um  immer 
gesichertere  Grundlagen  zu  gewinnen.  Auch  die  Disziplin,  welche  ich 
in  diesem  Augenblick  besonders  zu  beachten  habe,  zeigt,  wenn  auch 
nicht  ganz  in  dem  soeben  angegebenen  Sinne,  ein  doppeltes  Wachstum. 
Nach  vor  warts  und  nach  riick  warts  hat  die  Geschichte  der  Mathematik 
an  Ausdehnung  gewonnen. 

Nach  vorwarts  sind  Jahrzehnte,  welche  fiir  die  Altesten  unter 
uns  Gegenwart  waren,  zur  Vergangenheit  geworden  und  bei  der  un- 
gewohnlich  raschen  Entwicklung  des  mathematischen  Denkens  seit  einem 
haiben  Jahrhundert  so  sehr  zur  Vergangenheit,  daS  ihre  Ergebnisse  der 
Geschichte    anheimgefailen    sind.      Kopfschiittelnd    fragt    der    moderue 
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15  nov.  1638  (C.  D.,  II,  p.  424,  19;  444,24);  elles  se  reduisent  a  ceci. 
Descartes  affirm  o  que  cette  courbe  est  une  hyperbole,  et  que  ceux  qui 
ne  Tont  pas  reconnu  se  sont  grandement  mepris;  il  s'etonne  notamment 
que  Debeauno  s'y  soit  trompe,  apr^s  avoir  constats  que  cette  courbe 
satisfaisait  a  la  definition  des  lignes  du  premier  genre,  donnee  dans  la 
Geometrie. 

Oeci  suppose  que  T^quation  de  cette  premiere  courbe  de  De- 
beauue  arait  t'te  obtenue  sous  forme  finie;  quant  a  la  deuxieme,  c'est 
la  oourbe  logarithmique  du  probleme  connu;  la  troisieme,  egalement 
logtirithmique,  est  suffisammeiit  determinee  par  les  indications  de  Des- 
cartes; enfin  pour  la  quatrieme,  il  dit  qu'il  ne  Ta  point  examinee,  et 
quo  I">eboaune  aimera  probablement  mieux  desormais  la  cbercher  lui- 
mt^mo. 

Do  cot  ensemble  de  donn^es,  on  ^tait  naturellement  ameno  a.  suppo- 
sor  quo  Debeaune  avait  propose  en  mSme  temps  quatre  problemes  in- 
vonioB  des  tangentes;  que  pour  le  premier,  tr^s-simple,  lui  et  les  geo- 
uu'^iroR  do  Paris  auraient  immediatement  obtenu  la  solution  sous  forme 
d*uno  equation  du  second  degre  entre  les  coordonn^es,  sans  s'apercevoir 
toutofois  que  cette  equation  representait  une  hyperbole;  pour  les  trois 
autroB  au  contraire,  I'interyention  de  Descartes  aurait  et^  r^clamee. 

Or  les  choses  se  passerent  tout  autrement.  Tout  d'abord  (a  savoir 
vers  le  commencement  de  septembre  1638)  Debeaune  ne  proposa  que 
deux  questions:  la  premiere  etait  un  probleme  direct  des  tangentes, 
dans  un  cas  oii  il  ne  paryenait  point  a  appliquer  la  methode  de  Des- 
cartes; la  seconde  etait  le  probleme  inverse  classique.  Debeaune,  dans 
uiio  premiere  lettre  (perdue)  a  Mersenne,  lui  avait  demande  de  sou- 
mettre  ces  deux  difficultes  a  Descartes;  mais  le  Minime  commenfa  par 
les  communiquer  aux  geometres  de  Paris.  Quant  au  troisieme  et  au 
quatrieme  probleme,  Debeaune  les  posa  directement  a  Descartes,  dans 
une  lettre  que  nous  n'avons  malheureusement  pas,  mais  qui  dut  etre 
ecrite  au  commencement  de  fevrier  1639  et  accompagner  Tenvoi  des 
Notes  sur  la  Geometrie.  Mersenne  qui  servait  d'intermediaire  pour 
la  correspondance,  dut  en  avoir  connaissance  (lettre  6.,  p.  537);  mais 
ces  nouveaux  problemes  ne  paraissent  point  avoir  jamais  ete  commu- 
niques aux  geometres  de  Paris.  Desormais,  Debeaune  n'attend  de 
ceux-ci  que  ce  qu'ils  pourront  faire  pour  sa  seconde  ligne;  et  c*est 
pour  cela  qu*il  tiendra  soigneusement  secrete  la  solution  de  Descartes 
(la  lettre  du  20  fev.  1639),  qui  Ta  compl^tement  satisfait. 

2.  Ainsi  nous  avons  tout  d'abord  a  eclaircir  Thistoire  de  la  pre- 
miere ligne  de  Debeaune,  qui  constituait  jusqu'a  present  une  enigme 
decevante. 
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Ties  autographes  de  Debeaune  ne  contiennent  pas  Tenonce  du  pro- 
hleme  relatif  a  cette  ligne.  Mais  je  Tai  retrouve  (cf.  C.  D.  t.  V,  p.  514) 
dans  le  ms.  fr.  12262  de  la  Bibl.  Nat.,  au  fond,  il  est  identique  avec 
colui  qui  est  developpo  dans  les  Notae  breves  (1®  edit.  1649, 
p.  147 — 1»W),  conime  exemplc  pour  la  r^gle  des  tangentes  de  Descartes. 
A  la  fin,  Debeaune  remarque  que  la  courbe  est  une  hyperbole,  dont  il 
a  donn^  plus  haut  la  construction.  On  retrouve  en  effet  cette  con- 
struction a  la  p.  132,  dans  TObservatio  secunda  sur  la  synthese 
des  lieux  plans. 

Une  partie  des  calculs  des  Notae  breves  se  retrouve  litteralement 
dans  la  lettre  A.     La   question  d'identification  est  done  bien  trancbee. 

En  fait,  Debeaune  avait  defini  un  lieu  g^om^trique  par  une  rela- 
tion simple  qui  conduit  immediatement  a  Tequation: 

(1)  x^  —  xy  —  by  =  0 

II  demandait  de  trouver  la  tangente,  et  il  proposait  ce  probl^me  comme 
difficulte  concemant  la  methode  de  Descartes. 

Pour  expliquer  en  quoi  consistait  la  difficulte  qu'il  rencontrait,  il 
faut  rappeler  la  marche  des  calculs  indiques  par  Descartes  pour  la 
determination  de  la  tangente. 

Soit  une  equation:  F(Xy  y)  =•  0,  telle  que  (1).  Descartes  introduit 
la  longueur  s  de  la  normale  par  rapport  a  Taxe  des  y,  et  la  longueur 
V  —  y  de  la  sous-normale  par  rapport  au  meme  axe.  Elles  sont  liees 
par  la  relation: 

(2)  s^^x^  +  v^-2vy  +  y\ 

En  eliminant  x,  par  exemple  entre  (1)  et  (2),  Descartes  obtient  une 
equation  {j\)  qu'il  ordonne  en  y,  et  dont  les  coefficients  contiennent  les 
quantites  v  et  s.  II  identifie  cette  Equation  avec  une  autre  de  meme 
dogre  en  y,  qu*il  forme  avec  des  coefficients  ind^termines  de  fa^on 
qu'il  y  ait  deux  racines  egales  a  e.  Au  moyen  des  identites  ainsi 
etablies,  il  elimine  les  coefficients  indetermines,  ainsi  que  Sj  et  arrive 
finalement  a  une  equation  (4)  en  v  et  y. 

Dans  les  exemples  qu'il  donne,  T^quation  (3)  est  tantot  du  second, 
tantot  du  6®  degr^.  Or,  pour  le  cas  propose  par  Debeaune,  elle  est  du 
quatrifeme  degre.  N'ayant  plus  de  modele  sous  les  yeux,  et  ne  s'etant 
pas  encore  bien  assimile  la  methode  nouvelle  des  coefficients  indeter- 
mines, le  geom^tre  de  Blois  s'etait  trouve  derout^. 

Cela  pent  nous  faire  sourire,  et  n'est  ^videmment  pas  de  nature 
a  relever  Debeaune  a  nos  yeux.  Mais  il  est  juste  d^ajouter  qu'il  par- 
vint  a  debrouiller  la  question  sans  aides,  ce  qu'il  annonce  a  Mersemie 
dans  la  lettre  A.     Seulement  il  le  prie  de  demander  &  Descartes  d'ex- 
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pliquer  comment  il  se  fait  que  la  courbe  (1)  reiitre  dans  le  premier 
genre  d^fiui  par  Fauteur  de  la  Goometrie,  alors  que  cette  courbe 
n'est  aucune  des  sections  coniques.  Comment  etait-il  tombe  dans  cette 
erreur? 

C'est  que  la  discussion  de  Toquation  du  second  degre,  telle  que 
I'ayait  r^digee  Descartes,  presente  des  lacunes.  En  particulier,  il  n'a 
pas  considere  le  cas  d^une  asymptote  parallele  a  un  axe,  et  il  ramene 
Tequation  generale  a  la  forme 

y  ==  ?» X  +l/m*  •\-  ox  —      x^ J 

qui  devient  illusoire  quand  m  =  0.  C'etait  le  cas,  Debeaune  devant, 
pour  appliquer  la  ra^thode  de  Descartes,  resoudre  ^equation  (1)  par 
rapport  a  :r. 

Dans  sa  lettre  B,  le  10  oct.  1638,  Debeaune  persiste  toujours  dans 
son  opinion;  il  ne  fut  detrompe  que  par  Tavis,  re^u  de  Descartes,  que 
la  courbe  etait  une  hyperbole.  Le  13  nov.  (lettre  D),  il  en  envoya 
la  demonstration  a  Mersenne,  en  le  priant  de  la  communiquer  a  Ko- 
berval,  et,  s'il  le  jugeait  bon,  a  Beaugrand  et  a  Descartes;  en  meme 
temps,  il  a  la  prudence  de  lui  recommander  de  ne  pas  envoyer  en 
Hollande  ce  que  Roberval  avait  redige  sur  la  premiere  ligne,  afin 
de  ne  pas  I'exposer  aux  railleries  de  Descartes,  comme  n'ayant  pas 
reconnu  Thyperbole.  Precaution  inutile!  Mersenne  n^avait  pu  tenir 
sa  plume  et  avait  d^ja  ecrit  a  Descartes  que  les  geometres  de  Paris 
doutaient  de  son  assertion. 

3.  Les  premieres  questions  de  Debeaune  ne  piiraissent  pas  avoir 
He  envoyees  par  Mersenne  a  Descartes  avant  le  IS  sept.;  Descartes 
repondit  le  11  octobre  dans  une  piece  (perdue)  jointe  a  sa  lettre  an 
Minime  du  meme  jour  (C.  D.,  II,  420,  8).  Cette  piece  contenait  Tavis 
que  la  premiere  ligne  de  Debeaune  etait  une  hyperbole,  et  des  lors 
Descartes  s^etait  probablement  dispense  de  faire  le  calcul  do  la  tan- 
gente;  en  meme  temps  qu'il  s^excusait  sans  doute  de  ne  pouvoir  s'oc- 
cuper  immediatement  de  la  seconde  ligne. 

Ce  n'est  que  le  15  novembre  (C.  D.  II,  424,  1:;  et  444,  29)  qu'il 
repondit  a  Mersenne  au  sujet  de  la  lettre  A  de  Debeaune;  il  se  con- 
tenta  de  confirmer  son  assertion,  tout  en  prevoyant  que,  sur  le  vu  de 
la  premiere  reponse,  Debeaune  s'etait  deja  detrompe. 

Cependant  deux  autres  geometres  s'etaient  occupes  de  la  question 
proposee  par  Debeaune  pour  sa  premiere  ligne.  Tout  d'abord  Beau- 
giand:  Debeaune,  des  la  lettre  A,  accuse  en  effet  reception  d'lme  com- 
munication de  celui-ci,    qui    avait    trouve    la   tangente.      Cela  lui   etait 
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facile^  car  il  connaissait  la  methode  de  Fennat^  que  Debeaune  ignorait 
encore;  mais  Beaugrand  donnait  cette  tangente  sans  demonstration; 
aussi  Debeaune,  qui  n'avait  pose  le  probleme  que  pour  avoir  une  me- 
thode gen^rale,  ne  se  montre  nullement  satisfait. 

Roberval  envoja  plus  tard  une  solution  plus  detaillee,  dont  De- 
beaune le  remercie  dans  la  lettre  B;  peut-etre  cette  solution  etait-elle 
egaJement  obtenue  a  Taide  de  la  methode  de  Fermat;  en  tout  cas  Ro- 
berval  avait  offert  a  Debeaune,  de  lui  communiquer  cette  methode,  ce 
que  ce  dernier  s^empresse  de  reclamer.  Mais  quelle  qu'eftt  ^te  en  tout 
cas  la  methode  d'invention  suivie  par  Roberval,  il  n'avait  point  fait 
connaitre  son  analyse  et  s'^tait  bom^  a  une  solution  synthetique. 

En  resume,  ni  Fun  ni  I'autre  ne  s'etaient  encore  assimil^  les  pro- 
c^des  de  Descartes  autant  que  Debeaune  I'avait  d^ja  fait. 

4.  L'liistoire  de  la  premifere  ligne  de  Debeaune  pent  etre  con- 
sideree  desormais  comme  suffisamment  ^claircie. 

En  ce  qui  concerue  la  seconde,   la  pifece  C  nous  foumit  Fenonce 
exact,  assez  different,  comme  forme,  de 
ceux  que  Ton  donne  d'ordinaire.     Voici 
cet  enonce: 

„Soit  la  courbe  AXE,  de  laquelle 
le  sommet  soit  A,  Faxe  A  YZ,  et  que  la 
[)ropriete  de  cette  courbe  soit  telle, 
qu'ayant  pris  en  icelle  tel  point  qu'on 
voudra,  comme  X,  duquel  soit  menee  B  G  A"  ~ir  Z 
la  ligne  droite  X  Y  perpendiculairement  fig.  i. 

ordonnee  a  Faxe,  et  par  le  mOme  point 

X  ay  ant  mene  la  touchante  (r  XN,  sur  laquelle,  au  point  X,  elevant  la 
perpendiculaire  XZ  jusqua  Faxe,  il  y  ait  mcme  raison  de  ZY  k  YX 
que  d'une  ligne  donnee,  commo  AB,  k  la.  ligne    YX  moins  A  F." 

Posant  ^y-!/y     Xr=a;,     AB  =  ft, 

et,  comme  Descartes,  AZ  =^  Vy     XZ  =  s, 

Debeaune  arrive  immediatement  a  la  relation 

(o)  ".-y  =  ../_. 

^   ^  X  x  —  y 

La  meme  piece  C  contient  la  solution  que  Debeaune  avait  cru  trouver, 
pour  obtenir  Fequation  en  x,  y,  de  sa  ligne,  ainsi  qu'il  Favait  annonce 
a  Mersenne  des  le  25  sept.  1638  (lettre  A). 

II  elimine  x  entre  la  condition  (5),  et  la  relation  cartesienne  (2) 
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D  arrive  ainsi  a  une  equation  du  quatrieme  degre  en  y,  qu'il  identifie 
avec  une  equation  a  coefficients  indetermines,  ayant  deux  racines  egales. 
Entre  les  relations  aussi  etablies^  il  elimine  les  coefficients  indetermines^ 
ainsi  que  s,  et  aboutit  a  une  equation  du  troisieme  degre  en  v  et  y. 
Eliminant  maintenant  v  entre  cette  equation  et  la  condition  (5),  il 
obtient  finalement  une  equation  en  Xj  y: 

((J)  x'  +  ifi-  Sy)x'  -(Py  +  Sy')x  ^^^y-f  =  0, 

qui  est  pour  lui  Tequation  cherchee.  D  montre  ensuite  comment  on 
pent  construire  la  courbe  par  points,  etc. 

Les  calculs,  tr^s-longs,  sont  bien  menes,  et  Ton  ne  pent,  en  tons 
cas,  denier  a  Debeaune  une  reelle  habilete  comme  algebriste. 

U  est  ^videmment  possible  d'arriver  aujourd'hui  au  meme  resultat 
que  lui  par  une  voie  beaucoup  plus  abregee. 

Soit  en  general  une  relation  donnant  x  en  fonction  de  y  et  de  v: 
(7)  x  =  F{y,v). 

Substituons  dans  (2)  et  prenons  les  d^rivees  par  rapport  a  y, 
comme  si  5  et  i/  etaient  constants,  on  aura 

^  ^  X  dy 

Eliminant  v  entre  (7)  et  (8),  on  a  une  equation 

(9)  9'(«,y)  =  o. 

C'est  celle  qu'a  trouvee  Debeaune;  elle  correspond  ainsi  a  un  j^rocede 
parfaitement  general  et  precis,  mais  auquel  il  est  difficile,  je  crois,  de 
donuer  une  signification  geometrique  presentant  quelqu'interet. 

5.  Roberval,  des  avant  le  10  octobre,  avait  determine  Tasymptote 
(a*  =  y  +  /3)  de  la  courbe:  resultat  qui  n'ofirait  pas  de  difficultes  majeures, 
mais  qui  n'est  point  absolument  negligeable.  II  diflFera  sa  reponse  a 
Debeaune,  et  laissa  ainsi  celui-ci  reconnaitre  de  lui-meme  son  erreur,  ce 
qu'il  fit  des  le  13  novembre  (lettre  D).  Roberral  s'acbama  encore 
assez  longtemps  sur  ce  probleme,  mais  n'aboutit  pas;  d'abord  il  crut 
que  la  ligne  etait  une  hyperbole  (C.  D.  II,  502,  19),  puis  il  soutint  que 
le  probleme  n*etait  pas  determine. 

A  un  moment  donne  (lettre  F),  il  aurait  cm  qu*une  droite  satis- 
faisait  a  la  question,  et  en  effet  I'^quation 

V  —  y       dx  p 

X     '^  dy^  x  —  y 

admet  comme  solution  particuliere 

v=^y  +  x,     x^y  +  fi,     if==l- 
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Mais  la  droite  ne  passe  pas  par  le  sommet,  comme  le  demandait  De- 
beaune.  A  cette  date  nous  sommes  au  commencement  de  mars  1039, 
Roberval  serait  done  retombe  snr  la  droite  primitivement  determinee 
par  lui  comme  asymptote.  Ceci  montre  assez  que  toute  sa  science 
etait  en  defaut. 

Voila  a  pen  pr^s  tout  ce  que  Ton  sait  des  tentatives  de  Roberval. 
Beaugrand  r^ussit  encore  moins;  Debeaune  ne  parle  de  lui,  au  sujet  de 
cette  second e  ligne,  qu'a  propos  dun  incident  de  sa  correspondance 
avec  Descartes,  incident  sur  lequel  je  reviendrai  tout-a  rbeure.  Enfin 
les  lettres  de  Debeaune  ne  confirment  nullement  que  le  probleme  ait 
ete  propose  a  Fermat,  comme  Tindiquerait  un  passage  d'une  lettre  de 
Descartes  (C.  D.  II,  562,  14),  tandisque,  dans  celles  de  Fermat,  on  ne 
trouve  rien  concemant  cette  question. 

6.  Lorsqu'il  eut  connaissance  de  la  lettre  A,  otL  Debeaune  decla- 
rait  s'etre  satisfait  au  sujet  de  ses  lignes,  Descartes  se  jugea  dispense 
de  s'occuper  de  la  seconde;  mais,  des  le  25  octobre,  Mersenne,  sans 
Tautorisation  du  geomfetre  de  Blois  et  centre  son  desir,  envoya  en 
Hollande  la  piece  C.  Descartes,  en  repondant  le  15  novembre,  con- 
stata  „le  cercle  logique"  (C.  D.  II,  p.  438—439)  dans  lequel  Debeaune 
etait  tombe;  cependant  il  apprecia  fayorablement  le  mathematicien  qui 
essayait  d*appliquer  les  methodes  de  la  Geometric,  et  il  „admire  que 
Debeaune  en  etit  pu  tant  apprendre  du  pen  que  lui-meme  avait  ecrit." 

Sa  reponse  se  croisa  avec  une  lettre  (malheureusement  perdue) 
que  Debeaune  adressa  pour  lui  a  Mersebne  en  meme  temps  que  la 
lettre  D  (13  nov.  1638).  Debeaune  dut  y  parler  beaucoup  moins  de 
ses  lignes  que  des  Notes  qu'il  redigeait  sur  la  Geometric,  et  surtout 
de  son  projet  d'essayer  la  machine  proposee  dans  la  Dioptrique  pour 
la  taille  des  verres  de  lunette.  Nous  avons  la  reponse  de  Descartes 
(C.  D.  II,  p.  451),  qui  ne  touche  que  ce  dernier  sujet,  et  doit  etre 
incomplete;  en  tons  cas  sa  date  exacte  nous  manque,  de  meme  que 
celle  de  la  lettre  qu'il  ecrivit  en  meme  temps  a  Mersenne  (C.  D.  II, 
p.  466  et  suiv.). 

Cependant,  dans  la  lettre  D,  Debeaune  avait  prie  Mersenne  d'in- 
sister  aupres  de  Descartes  pour  obtenir  de  lui  Tinvention  de  la  seconde 
ligne,  qu'il  affirme  presenter  pour  lui  un  interet  tb^orique  tres  grand, 
en  dehors  de  la  question  mathematique  elle-meme.  C'est  probablement 
des  lors  dans  sa  reponse  que  Descartes  lui  demanda  si  pour  Tusage 
qu'il  voulait  faire  de  cette  ligne,  il  ne  pouvait  se  servir  de  la  droite 
satisfaisant  a  Tequation  de  condition.  II  avait  done  fait  la  remarque  qui 
avait  frappe  Roberval,  et  Debeaune  declare  Tavoir  faite  lui-meme 
auparavant. 


510  II-  Teil:  Wissenschaftliche  YortriLge. 

Mais  cette  observation  de  Descartes  commnniqnee  par  Mersenne 
a  Beaugrand  donna  a  celui-ci  Toccasion  d'accuser  le  pbilosophe  d'avoir 
indique  une  fausse  solution.  Debeanne  retablit  les  faits^  et  dans  one 
lettre  du  9  Janvier  1639  (C.  D.  11,  491)  Descartes  declara  a  Mersenne 
qu'il  ne  crojait  pas  devoir,  pour  son  compte,  s'occuper  davantage  de 
Beaugrand. 

7.  Malheureusement,  entre  le  13  nov.  1638  et  le  26  fev.  1639,  la 
correspondance  entre  Debeaune  et  Mersenne  pr^sente  une  interruption 
qui  ne  pent  guere  s'expliquer  que  par  la  perte  de  lettres  ecrites  pen- 
dant cet  intervalle.  En  tout  cas  ce  fut  vers  la  fin  de  Janvier  ou  le 
commencement  de  fevrier  1639  qu'il  envoya  ses  Notes  a  Descartes 
(lequel  ne  les  refut  qu'apres  le  9  fevrier),  et  c'est  probablement  en 
meme  temps  qu'il  lui  adressa  la  lettre  (perdue)  a  laquelle  le  pbilosophe 
repondit  le  20  fevrier.  Nons  savons,  par  cette  reponse,  que  cette  lettre 
de  Debeaune  contenait  une  proposition  sur  Taire  de  Tune  de  ses  lignes 
courbes,  aire  trouvee  sans  que  T^quation  ett  ete  obtenue  sous  forme 
finie.  C'est  en  meme  temps  qu'il  dtit  proposer  a  Descartes,  comme 
questions  semblables,  sa  troisieme  et  sa  quatri^me  ligne,  au  sujet 
desquelles  on  ne  retrouve  aucune  mention  anterieure. 

L'invention  de  la  quadrature  par  Debeaune  est  particulierement 
interessante,  en  ce  qu'elle  montre  qu'il  avait  reconnu  de  lui-meme  au 
moins  une  partie  de  la  relation  entre  le  probl^me  inverse  des  tangentes 
et  celui  des  quadratures.  On  ne  pent  d'ailleurs  concevoir  cette  in- 
vention sans  admettre  qu'il  ait  considere  le  triangle  infinitesimal  forme 
par  les  diflFerenees  de  I'abscisse  et  de  Tordonnee,  et  par  le  segment  corre- 
spondant  de  la  tangente. 

Cette  consideration,  qu^il  a  pu  emprunter  a  la  methode  de^  tan- 
gentes de  Fermat,  iniiis  a  laquelle  il  a  tree  bien  pu  arriver  proprio 
Marte,  lui  foumissait  d'ailleurs  immediatement  la  quadrature  au  moius 
dans  le  cas   de  la  troisieme   courbe,  pour  laquelle   il  avait  pose   la 

condition : 

V  —  y       X 

Comme  on  a  immediatemeut,  par  les  triangles  semblables, 

V  —  y       Jx 
X  Jy' 

on  en  deduit  pour  Taire, 

2Jx^dy  =  HfiJx  =  (ix. 

8.  La  lettre  F,  ecrite  avant  que  la  reponse  de  Descartes  ne  fut 
pai-venue    a   Debeaune,    nous    oifre   une   transformation   de  la  question 
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posee  par  celui-ci,  qui  n'est  pas  moins  interessante  en  ce  qu'elle  nous 
montre  qu'il  avait  pleine  conscience  de  la  generalite  du  probl^me: 

„Mais  pour  eclaircir  la  matiere,  soit  quelconque  ligne  courbe  A  By 
son  sommet  A,  son  axe  AD,  la  ligne  DB  perpendiculairement  or- 
donnee  sur  icelui;  la  tangente  de  la  courbe  au  point  B,  CB,  qui  ren- 
contre I'axe  prolonge  au  point  C.  On  a  methode,  ayant  une  equation 
qui  explique  le  rapport  d'entre  les  lignes  -47)  et  DB,  de  trouver  la 
ligne  CD.  Je  demande  au  contraire  la  methode,  ayant  une  equation 
qui  explique  le  rapport  d'entre  CD  et  DB,  de  pou- 
voir  trouver  la  ligne  AB,  Et  pour  exemple  par- 
ticulier,  faisant  DB  =  x,  et  la  ligne  prise  a  discre- 

dx 
tion  GH==  p,  que  nous  ayons  la  ligne  CD  =  ^        ; 

je  demande  la  ligne  J.Z)." 

Dans  cet  exeraple  particulier,  oil  CD  est,  non 
plus  la  sous-normale ,  mais  la  sous-tangente  sur 
Taxe  des  Y  (ce  qui  se  rapproche  de  la  methode  de 
Fermat): 

Serait-ce  la  la  quatrieme  ligne  de  Debeaune? 

Mais,  pour  nous,  ce  dernier  probleme  se  ramene,  comme  au  reste 
celui  de  la  troisieme  ligne,  a  une  quadrature  immediate.  Pour  la 
seconde  ligne,  au  contraire, 

dy       x^jy 

dx^   ~  §  '' 

les  variables  ne  sont  pas  separees,  il  y  a  la  une  complication  caracte- 
ristique;  or  nous  ne  trouvons  aucun  indice  que  Debeaune  soit  parvenu 
a  effectuer  la  separation  au  moyen  d*un  changement  de  coordonnees, 
comme  Ta  fait  Descartes  dans  sa  lettre  du  20  fevrier  1639. 

Je  ne  m'arreterai  pas  a  la  solution  contenue  dans  cette  lettre  qui  est 
bien  connue,  et  que  j'ai  au  reste  specialement  annotee  dans  la  nouvelle 
edition  de  la  Correspondance  de  Descartes.  Je  me  borne  a  rap- 
peler  que  si,  dans  cette  solution,  on  ne  lit  pas  le  mot  de  logarith- 
mes  (non  re9u  encore  en  Geometric),  ceux-ci  n'en  sont  pas  moins 
definis  par  Descartes  d'une  fa9on  tout-a-fait  analogue  a  celle  de  Napier, 
ce  (jui  suppose  une  connaissance  exacte  de  Tinvention  de  ce  dernier. 

9.  La  reponse  de  Descartes  satisfit  enti^rement  Debeaune,  comme 
il  le  declare  a  Mersenne  dans  la  lettre  G  (26  mars  1639).  Mais  on 
y  voit  en  meme  temps  qu41  se  propose  de  construire  efFectivement  sa 
seconde  ligne  par  points,   en  suivant  les  indications  de  Descartes;  de 
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mSme;  dans  la  lettre  E^  il  ne  desirait  de  Roberval  que  y^  description 
de  sa  ligne  par  points^'. 

U  suit  de  la  que  si  Debeaune  avait  propose  sa  premiere  ligne 
(probleme  direct  des  tangentes)  dans  un  but  purement  geometrique  — 
j'entends  pour  approfondir  la  methode  publiee  par  Descartes  — ,  pour 
sa  seconde  ligne  (probleme  inverse),  il  avait  au  contraire  en  vue  une 
application  particuliere. 

II  est  bien  malaise  de  preciser  cette  application.  Mais  Tordre 
d'idees  auquel  elle  appartenait  est  tres  clairement  indique  dans  les 
lettres  de  Debeaune,  malgre  des  reticences  calculees,  et  il  est  bien  cer- 
tain par  ces  lettres  que  le  probleme  inverse  des  tangentes  ne  s'est  pas 
presente  a  son  esprit  comme  un  simple  renversement  de  la  methode 
de  Descartes;  il  a  ^te  amene  a  le  formuler  en  vue  du  developpe- 
ment  de  conceptions  mecaniques. 

Pour  bien  faire  comprendre  ce  qui  en  est,  je  dois  faire  remarquer, 
au  prealable,  que  dans  les  lettres  de  Debeaune  a  Mersenne,  la  question 
des  lignes  du  geometre  de  Blois  ne  joue  qu'un  role  assez  secondaire.  A 
cote  d'autres  questions  mathematiques,  il  entretient  le  Miuime  de  sujets 
tr^s  varies,  optique,  experiences  sur  la  refraction,  mais  surtout  me'canique. 

Les  Nuove  Scienze  de  Galilee  venaient  de  paraitre  vers  le  mi- 
lieu de  1638,  et  elles  avaient  attire  Tattention  de  Debeaune  au  moins 
aussi  vivement  que  les  Essais  de  Descartes:  „Je  reviens  a  Galilee^' 
ecrit-il  a  Mersenne  le  13  nov.  1638,  et  comme  il  ne  lui  en  avait  pas 
parle  dans  la  lettre  immediatement  precedente,  il  faut  qu'il  Tait  fait  au 
moins  dans  la  premiere  perdue  du  commencement  de  septembre.  Cette 
fois,  il  touclie  la  question  de  la  resistance  du  milieu  dans  le  mouve- 
ment  des  projectiles  et  celle  du  point  d'egalite  quil  promet  d'ex- 
pliquer  plus  au  long.  Plus  tard  il  insistera  a  plusieurs  reprises  au- 
pres  du  Minime  pour  avoir  communication  des  notes  critiques  de  Des- 
cartes sur  le  nouvel  ouvrage  de  Galilee  (c  a.  d.  la  lettre  a  Mersenne 
du  11  oct.  16:38.  C.  D.  II,  p.  380—388).  II  dit,  a  cette  occasion,  qu'il 
n'est  pas  en  plusieurs  clioses  de  I'avis  du  savant  italien,  mais  Mersenne 
ecrit  au  contraire  a  Descartes  qu'en  mecanique,  Debeaune  suit  les 
pensees  de  Galilee  (C.  D.  II,  p.  443,  4).  C'est  qu'il  a  eu,  entre  les 
mains,  des  septembre  1633,  une  piece  dont  nous  devons  regretter  la 
perte,  a  savoir  une  ebauche  d'un  traite  redige  par  Debeaune  (lettre  A), 
ebauche  que  Tanteur  communiqua  egalemeut  a  Roberval  pour  avoir  son 
avis  (lettre  B).  II  la  donne  comme  „un  petit  traite  de  pensees  rudes 
et  mal  polies,  c'est -a- dire  ecrites  comme  elles  sont  nees,  sans  avoir  ete 
agencees,  ni  mises  en  copie  par  aucune  transcription.** 

10.    Or,    en   partant    de    ses    questions    geometriques ,    il    declare 
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(lettre  A)  qu^il  s'agit  pour  lui  d'une  science  qu'il  desire  avoir  et  qui 
lui  serait  grandement  utile  pour  expliquer  ses  pensees.  Sa  seconde 
ligne  est  ^^un  excellent  probl^me  et  dont  les  usages  sont  admirables, 
comme  il  fera  voir,  si  M.  Descartes  en  prend  la  peine"  (lettre  D). 
Cependant  il  ne  voudrait  pas  communiquer  lusage  de  ses  lignes  a  d autre 
qu  a  Mersenne  et  c  est  pour  cela  qu'il  n'a  pose  la  question  que  comme 
geometrique  (lettre  E).  II  en  a  besoin  pour  prouver  Tisochro- 
nisme  des  vibrations  des  cordes  et  des  oscillations  du  pen- 
dule,  qu'il  croit  (avec  Galilee)  rigoureusement  de  meme  duree  quels 
que  soient  les  arcs  d'amplitude  (lettre  F).  Au  reste,  il  a  mftri  des  pen- 
sees  et  se  propose  de  refaire  son  traite  sur  un  autre  plan.  Quand  il 
a  reiju  la  solution  de  Descartes,  il  annonce  (lettre  6)  qu'apres  avoir 
construit  sa  seconde  ligne,  il  en  deduira  et  appliquera  ses  pensees. 
Dans  la  m^me  lettre,  il  explique  a  Mersenne  la  loi  de  la  chute  des 
corps  de  Galilee,  mais  il  trouve  la  demonstration  beaucoup  plus  aisee 
et  naturelle  par  les  triangles. 

Enfin,  dans  sa  demi^re  lettre  (H,  du  3  avnl),  il  annonce  a  Mer- 
senne qu'il  va  ^crire  a  Descartes  pour  lui  exposer  succinctement  ses 
principes,  et  notamment  ce  qui  regarde  la  percussion.  Si  cette  lettre 
est  perdue,  nous  avons  la  r^ponse  de  Descartes,  du  30  avril  (C.  D.  11, 
p.  541);  malheureusement  elle  ne  nous  ^claire  pas  beaucoup  pour  la 
question  qui  nous  occupe:  Descartes  y  expose  surtout  ses  propres  idees 
sur  la  Constance  de  la  quantite  de  mouvement,  sur  Tinertie  naturelle  et 
sur  la  cause  de  la  pesanteur.  Nous  sommes  done  r^duits,  en  ce  qui 
conceme  les  pensees  de  Florimond  Debeaune  sur  la  m^canique,  et  sur 
Tusage  qu'il  voulait  faire  a  ce  sujet  du  probleme  inverse  des  tangentes, 
aux  indications  que  foumissent  ses  lettres,  et  que  j'ai  resumees  plus 
haut.  Si  incompletes  que  soient  ces  indications,  elles  sont,  je  crois, 
suffisamment  caracteristiques. 

Debeaune  n*a  jamais  realise  le  projet  qu'il  annon^ait  a  Mersenne; 
on  est  naturellement  amene  a  croire  qu'il  s'est  heurte  a  des  difficultes 
insurmontables  pour  lui.  Si  geniale  que  pClt  etre  son  idee,  elle  etait 
prematuree,  d'autant  qu'il  voulait  s'attaquer  a  des  questions  physiques 
qui  exigeaient  encore  une  longue  succession  de  progres  des  coDnais- 
sances  mathematiques,  avant  de  pouvoir  etre  abord^es  utilement. 

S'U  a  confu  la  possibilite  d'appliquer  la  solution  du  probleme  in- 
verse des  tangentes  aux  questions  de  dynamique,  il  n'a  pas  formule 
cette  idee  avec  precision,  en  sorte  que  nous  ne  savons  point  s'il  ne 
s'y  melait  pas   quelqu'erreur   capitale.*)     II   n'est  reste  de  son  eflFort 

*)  n  semble  bien,   d^apr^s  ce  qu^il  dit  sor  la  demonstration  de  la  loi  de  la 
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dans  cette  direction  que  la  position  mSme  dn  probl^me  inverse;  elle 
doit  suffire  pour  que  sa  memoire  soit  conservee  dans  Uhistoire  de  la 
math^matique  k  un  rang  plus  elev^  que  celui  de  simple  commentateur 
de  la  O^om^trie  de  Descartes. 

11.  Comme  math^maticien,  Debeaune  se  montre  d'ailleurs  incon- 
testablement  au  moins  a  la  hauteur  de  Roberval.  La  cruelle  maladie 
qui  le  frappa  de  bonne  heure  Ta  empeche  de  donner  toute  sa  mesure^ 
et  il  faut  lui  en  tenir  compte.  Ses  lettres^  ainsi  que  je  Tai  indique, 
sont  d'ailleurs  interessantes  pour  lliistoire  des  sciences  physiques,  et 
mdritent  k  cet  ^gard  d'etre  specialement  etudiees.  Mais  en  terminant, 
je  ferai  au  contraire  une  remarque  d'ordre  math^matique.  Dans  ses 
calculs,  Debeaune  ne  place  pas  I'exposant  comme  Descartes,  il  Tecrit 
8ur  sa  ligne,  imm^diatement  apres  la  lettre  affectee,  ainsi  qu'avait  fait 
H^rigone  d^s  1634.  II  declare  d'ailleurs  que  c'est  dans  Herigone  qu'il 
a  appris  ce  qu'il  sait  d'alg^bre.  Ce  fait  a  son  interet,  en  ce  qu'il 
t^moigne  de  Tinfluence  meritee  qu'exer^a  le  Cours  mathematique 
d'H^rigone  comme  ouyrage  didactique.*) 

chute  des  corps  de  Galilee,  qu'on  ne  puisse  lui  refuser  Tid^e  de  repr^enter  le 
temps  par  une  abscissa,  la  vitesse  par  une  ordonn^,  et  Tespace  parcouru  par 
UDO  aire.  II  aurait  done  introduit  les  diff^rentielles  de  la  vitesse  et  du  temps; 
mais  il  ne  semble  point  que  leur  rapport  corresponde  pour  lui  au  concept  new- 
tonien  de  la  force.  II  suit  de  plus  pr^s  les  traces  de  Galilee;  son  probl^me  s'ez- 
pliquerait  en  supposant  que,  youlant  tenir  compte  de  la  resistance  du  milieu,  il 
avait  admis  que  la  loi  des  carr^s  devait  ^tre  corrig^  en  retranchant  un  terme 
proportiounel  k  la  vitesse,  et  qu*il  chercha^  dans  cette  hypothec,  la  relation 
entre  la  vitesse  et  le  temps.  Ce  n^aurait  6te  qu'apres  avoir  r^ussi  a  obtenir  dans 
cette  voie  un  accord  satisfaisant  avec  rezp^rience  qu'il  aurait  abordd  les  questions 
d*isochronisme  (?). 

♦)  J'ajoute,  d'autre  part,  que  rien  dans  le  ton  des  lettres  de  Debeaune  ne 
laisse  supposer  qu'il  ait  eu  des  relations  ant^rieures  avec  Descartes.  D'apres  la 
Correspondance  de  Descartes  (t.  I.  p.  262),  celui-ci  Faurait  connu  depuis  assez 
longtemps  au  moins  de  nom :  puisque  le  10  mai  1639,  il  aurait  ^crit  a  Mersenne : 
„Mandez-mo7  si  M.  de  Beaune  fait  imprimer  quelque  chose."  Malheureusement 
on  n'est  jamais  bien  stir  des  noms  propres  donnas  par  Clerselier  qui  a  parfois 
complete  a  tort  les  abreviations  des  minutes  de  Descartes.  On  pourrait  tres  bien 
supposer  dans  ce  passage  „Beau(grand)  si  non  meme  B(alzac).'*  Quant  a  Tindi- 
cation  „de  Beaune",  pour  le  N  .  .  .  ^  qui  Descartes  pense  en  automne  1634  (C. 
D.  I,  p.  322,  21)  pour  travailler  aux  lunettes,  je  la  consid^re  desormais  comme  ab- 
solument  erronee,  qu*elle  provienne  de  Clerselier  ou  de  Legrand. 


Wronski  als  Mathematiker. 

Von 
S.  DiCKSTEiN  auB  Warschau. 


Der  ehrenvoUen  Einladang  des  hochverehrten  Einfiihreiiden  der 
historischen  Sektion  unseres  Eongresses  einen  Vortrag  fiber  Wronski  zu 
balten  Folge  leistend,  eriaube  ich  mir  Ihre  Zeit  in  Anspruch  zu  nehmen, 
um  Ihnen  eine  Cbarakteristik  dieses  geistreichen  und  wenig  bekannten 
Mannes  (1778 — 1853)  zu  geben.*)  Ich  muB  aber  gleich  gestehen^ 
daB  ich  in  der  kurzen  mir  zugemessenen  Zeit  nur  einen  fliichtigen  tTber- 
blick  fiber  einen  Teil  seiner  Wirksamkeit  Ihnen  geben  kann.  Wronski 
war  ein  Polyhistor,  kein  Gebiet  menschlichen  Wissens  war  ihm  fremd; 
er  hat  umfangreiche  Werke  fiber  verschiedenartige  Gegenstande  ver- 
offentlicht  und  noch  mehr  findet  man  in  seinem  ungedruckt  gebliebenen 
Nachlasse.^  Er  beschaftigte  sich  mit  Mathematik,  Mechanik  und 
Physik,  Himmelsmechanik  und  Astronomie,  Statistik  und  politischer 
Okonomie;  mit  Geschichte,  Politik  und  Philosophie,  er  versuchte  seine 
Erafte  in  mehreren  mechanischen  und  technischen  Erlindungen.  Ich 
kann  hier  naturlich  nicht  alle  seine  Leistungen  in  diesen  verschiedenen 
Gebieten  besprecheU;  ich  mufi  mich  auf  die  Mathematik  beschranken  und 
kann  von  dieser  sogar  nicht  alles  von  ihm  Geleistete  Ihnen  vorffihren. 
Wronskis  Philosophic  darf  ich  aber  nicht  unerwahnt  lassen,  weil  er 
selbst  seine  gauze  wissenschaffcliche  Arbeit  als  philosophische  Tat  be- 
trachtete  und  fast  in  alien  seinen  mathematischen  Schnften  Mathematik 
mit  Philosophic  vermengte.  Die  Einwirkung  seiner  philosophischen  An- 
sichten  merkt  man  schon  an  der  von  ihm  systematisch  gefibten  eigen- 
artigen  dichotomischen  Zergliederung  des  Inhalts  aller  seiner  Arbeiten. 

*)  Uber  Wronskia  Leben  und  Werke  ist  von  mix  ein  Buch  in  polnischer 
Sprache  herausgegeben  worden  „Hoene  Wro^skif  jego  ijcie  i  prace'^  Krakau  1896, 
Verlag  der  Kiakauer  Akademie  der  Wissenschaften.   gr.  S^    863  S. 

**)  Ein  Verzeichnis  aller  Schriften  und  Manuskripte  von  Wronaki  findet  man 
in  mciner  Arbeit:  ,, Catalogue  des  oeuvres  imprim^es  et  manuscrites  de  Wronski*^ 
(Krakau  1896),  die  den  zweiten  Teil  des  unter  *)  zitierten  Buches  bildet. 

38* 
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Er  sagte  doch  selbst:  y^^xme  des  plus  belles  prerogatives  de  la  raison 

est  d'etre  capable  de  former  un  systeme,  d'etre  architectonique."     Die 

Zahlen  e  und  Jt  nannte  er  ^philosophische  Zahlen"  und  zwar  die  erste 

die  der  Theorie  der  Logarithmen,  die  zweite  die  der  Theorie  des  Sinus; 

die  von  ihm  verallgemeinerte  Bemoullische  und  Eulersche  Annaherungs- 

methode    zur   Auflosung    algebraischer    Gleichungen   nannte   er   teleo- 

logisch  usw.     Aber  noch  mehr:   durch   seine  Philosophie,   die  er  „ab- 

solute''    oder    —    als    Philosophie    der    von    ihm     gepredigten    neuen 

Ara    der    Geschichte    der    Menschheit    —    auch    ^^essianismus'^    ge- 

nannt  hat,   woUte  er  die  ganze  menschliche  Wissenschaft  reformieren 

und  dieselbe  auf  unfehlbaren  Grundlagen  errichten.     Zu  seinem  philo- 

sophisehen  System  gelangte  er  durch  die  Kantische  Philosophie.     Er 

wollte  diese  Philosophie,  die  er  als  die  groBt^  Entdeckung  des  XVIII.  Jahr- 

himderts  bezeichnete,  weiterfOhren  und  voUenden,  bis  in  das  Absolute 

hinauf.     Kant  —  sagt  Wronski  —  war  der  erste,   der  nicht   nur    die 

Form   sondem  auch  den  Inhalt  oder  die  Natur  der  Erkenntnis  erfaBt 

habe;   fur   Kant   aber   war   die    Erkenntnis   noch    eine   durch   die  Be- 

dingungen   des  reflektierenden  Gemiites  gebundene  Reflexion  des  Seins. 

Der    fundamentale   Irrtum    der   Kantischen   Philosophie   bestand   nach 

Wronski  in  der  Vermengung  des  Seins  mit  der  eigentlichen  spontanen 

Tatigkeit  der  Erkenntnis.     Die  drei  Prinzipien  des  Kantischen  Systems, 

namlich    1.    die   „mechanische^'  Voraussetzung   einer   besonderen   Form 

der  menschlichen  Erkenntnis,  2.  das  Ejriterium  der  Notwendigkeit  dieser 

Erkenntnis,   3.    die  Unbedingtheit   der   moralischen   Gesetze   entbehren 

der  systematischen  Einheitlichkeit;  die  Lehre  sei  unvoUstandig,  weil  sie 

das  Absolute   nur  in  die  Postulate  der  praktischen  Vemunft  versetzt 

und  der  reinen  Vemunft  Schranken  vorschreibt,   welche   das  absolute 

Erkennen  verschlieBen.     Wenn  auch  also  Kant  die  Kichtung  nach  dem 

Absoluten  angebahnt  und  seine  Nachfolger  Fichte,  Schelling  und  Hegel 

Versuche  zur  Losung  dieses  groBen  Problems  gemacht  haben,  so  seien 

doch    die  Resultate   ihrer   Gedankenarbeit   einseitig   und   haben   nichts 

mehr  als  Schemata  zur  weiteren  Arbeit  geliefert.     Ich  kann  hier  nicht 

die  Grundlage  der  Wronskischen  Philosophie  ausfiihrlich  darstellen  — 

dieser  Gegenstand  gehort  ja  zu  der  Geschichte  der  Philosophie  —  uns 

geht  doch  nur  die  Anwendung  dieses  seines  im  Absoluten  verobjekti- 

vierten    Rationalismus    des    XVIII.  Jahrhunderts    auf  die  Wissenschaft 

und   spezieU   auf  die   Mathematik   an.      1st    also    absolute   Erkenntnis 

moglich,   so    miissen   fiir  jede  Wissenschaft  absolute   \md  notwendige 

Gesetze  existieren,  welche  ihre  Entwicklung  regebi   und   aus    welcher 

alle  ihre  Wahrheiten  sich  als  notwendige  Folgerungen  ergeben.    Solche 

absolute  Gesetze  glaubte  Wronski  fflr  jede  Wissenschaft  und  speziell 
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fQr  die  Mathematik  aufstellen  zn  konnen.  Dieselben  hiefien:  ^^La  loi 
supreme"  =  das  hochste  Gesetz,  ,^e  problfeme  universel"  =  das  uni- 
verselle  Problem,  ,,loi  (oder  concours'l  teleologique*^  =  das  teleologische 
Gesetz. 

Ehe  ich  aber  den  Inhalt  und  die  Bedeutung  dieser  Gesetze  in  der 
Wronskischen  Mathematik  erklare,  muB  ich  in  aller  Kiirze  tiber  die 
eigentlich  mathematischen  Leistnngen  von  Wronski  berichten.  Ich 
habe  schon  vor  mehreren  Jahren  dieselben  in  einer  Reihe  von  Noten*) 
in  der  Enestromschen  Bibliotheca  mathematica  besprochen,  ich 
habe  dort  auch  den  Zusammenhang  der  Wronskischen  Ideen  mit  denen 
anderer  Mathematiker  beriicksichtigt,  ich  werde  also  nur  wiederholen 
mUssen,  was  ich  dort  anseinander  gesetzt  habe.  Also  zuerst  die  ,ySommes 
combinatoires"  oder  ^functions  schins"  von  Wronski  waren  eigentlich 
nach  heutiger  Benennung  Differential-  oder  Differenzen-Determinanten, 
auch  jetzt  Wronskianen  genannt.  Wronski  zeigte  einige  Eigenschaften 
und  den  Gebrauch  dieser  Gebilde  zuerst  in  seiner  im  Jahre  1810  der 
Pariser  Akademie  vorgelegten  (aber  ungedruckt  gebliebenen)  Abhand- 
lung  unter  d.  T.:  ^Premier  principe  des  methodes  algorithmiques  comme 
base  de  la  Technie  algorithmique"**)  und  wendete  dieselben  in  seinen 
spateren  gedruckten  Werken  hauptsachlich  auf  die  Entwicklung  der 
Funktionen  in  Reihen  an.  Seine  ,,fonctions  alephs"  sind  symmetrische 
Funktionen,  die  er  in  einer  etwas  schwerfalligen  Bezeichnung  fiir  die 
Auflosung  algebraischer  Gleichungen  und  fQr  die  Zahlentheorie  ge- 
brauchte.  In  der  Handhabung  dieser  Instrumente  und  der  vielfach  von 
ihm  benutzten  sogenannten  ^^Aggregats"  oder  kombinatorischen  Gebilde 
zeigt  sich  Wronski  als  sehr  geschickter  Kombinatoriker,  der  ziemlich 
ermiidende  Rechnungen  nicht  scheute  und  in  dieser  Hinsicht  den 
deutschen  Kombinatorikem  an  die  Seite  gestellt  werden  kann.  Es  hat 
auch  ein  deutscher  Kombinatohker,  der  etwa  um  zwei  Jahre  jiingere 
Fr.Schweins  sehrviel  au8Wron8kisSchriften***)gesch6pftundmehrere 
Wronskische  Formeln  seinem  Hauptwerke:  „Theorie  der  Differenzen 
und  Differentiale"  (Heidelberg  1825)  einverleibt.  Die  sogenannte  teleo- 
logische Methode  zur  Auflosung  algebraischer  Gleichungen,  die  Wronski 

*)  Sur  les  d^couvertes  math^matiques  de  Wronaki  (2),  6,  1892,  p.  48—52, 
86—90;  7,  1898,  p.  9—14;  8,  1894,  p.  49—54,  85—87;  10,  1896,  p.  5—12. 

♦*)  Den  Inhalt  dieser  Abhandlung  habe  ich  in  der  oben  zitierten  polnischen 
Arbeit  iiber  Wronskis  Leben  und  Werke  (S.  29—34)  besprochen. 

**"*)  Nlimlicb  aus  der  ^Introduction  a  la  philosophie  des  math^matiques^^ 
und  der  „Pbilo8ophie  de  la  Technie  algorithmique".  Auf  S.  613  seines  Werkes 
8chreibt  Schweins:  „Im  Jahre  1821  lemten  wir  die  Arbeiten  von  Wronski  kennen 
und  fanden,  dafi  ihm  die  Ehre  gebuhrt,  die  allgemeinsten  Fakult9,ten  zuerst  nnter- 
sucht  und  bekannt  gemacht  zu  haben.'* 
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durch  Einfiilining  der  Funktionen  „aleph"  aus  den  bekannten  Methoden 
von  Bernoulli  und  Euler  zu  yeryollstandigen  suchte,  ging  den  beziig- 
lichen  Arbeiten  von  Jacobi,  Fourier  und  anderen  voraus*) 

Weniger  gliicklicb  war  Wronski  in  seinem  Versuche  aus  dem 
Jahre  1812  fiber  die  Auflosung  algebraischer  Gleichungen  aller  Grade, 
in  welcbem  er,  mit  den  Ergebnissen  der  alteren  Untersuchungen  von 
Ruffini  unbekannt,  allgemeine  Formeln  fiir  die  Wurzeln  algebraischer 
Oleichungen  von  irgend  welcbem  Grade  aufzustellen  glaubte.  Aber 
erst  im  Jahre  1816  hat  Ruffini  selbst  und  im  Jahre  1818  der  portu- 
giesische  Mathematiker  Torriani  die  Unzulanglichkeit  der  Wronskischen 
Theorie  gezeigt.**) 

In  seinem  ersten  Werke:  „Introduction  a  la  Philosophic  des  mathe- 
matiques"  (Paris  1811)  gibt  Wronski  cine  analytische  Definition  hoherer 
trigonometrischer  Funktionen,  von  welchen  die  Kreis-  und  Hyperbel- 
funktionen  nur  spezielle  Falle  sind,  beweist  das  Additionstheorem  dieser 
Funktionen  und  mehrere  ihrer  Eigenschaften.  Durch  diese  neue  Art 
analytischer  Funktionen  wollte  er  die  ihm  unsympathischen  „fonction8 
elliptiques"  von  Legendre  ersetzen  und  dieselben  auf  die  Integration 
der  DiflFerentialgleichungen  und  die  Probleme  der  Himmelsmechanik 
anwenden.  In  demselben  Werke  fiihrt  Wronski  eine  neue  Infinitesimal- 
rechnung,  ein  Gegensttlck  zur  gewohnlichen  Diflferentialrechnung  ein; 
er  nennt  sie  ,,calcul  des  gradules'^  und  definiert  die  in  ihr  vorkommenden 
infinitesimalen  GroBen  yXy  yy  mittels  der  Gleichung 

Soviel  ich  weiB,  hat  diese  infinitesimale  Exponentialrechnung,  sowie 
die  analogen  Versuche  anderer  Mathematiker  keine  nennenswerten  Er- 
gebnisse  geliefert. 

Es  ist  weiter  zu  erwahnen  Wronskis  Methode  der  Integration 
linearer  Differentialgleichungen,  welche  auf  folgendem  Gedanken  benilit. 
Es  sei 


*)  Vergl.  meine  Abhandlung:  „tyber  die  teleologiscbe  Methode  von  Hoene 
Wronski  zur  AuflOsung  algebraischer  Gleichungen  (Sitzungsberichte  der  Krakauer 
Akad.  d.  WissenBchaften,  19,  1889,  p.  167;  20,  1890,  p.  287). 

**)  Ruffini  Paolo,  Intomo  al  metodo  generate  proposto  dal  Sig.  Hoene 
Wronski.  Memoria  .  .  .  ricevuta  il  20  marzo  1816  (Mem.  d.  Societa  Italiana  delle 
scienze,  18,  Modena  1820);  Torriani  Jouo  Evangelista,  Memoria  premiada  na 
Sessao  publica  de  24  de  Junho  de  1818  sobre  o  programma  . . .  Dar  a  demon8tra9ao 
das  Formulas  propostas  por  Wronski  para  a  resolu9ao  geral  das  equa^oes  (Mem. 
da  Acad.  Real  das  sciencias  de  Lisboa);  veigl.  H.  Burkhardt,  Die  Anfdnge  der 
Gruppen theorie  und  Paolo  Ruffini  (Zeitschr.  fiir  Mathem.  und  Physik,  37,  1892, 
Supplement  S.  157). 
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die  gegebene  DifferentiaJgleichung,  in  welcher  H^,  JT^,  .  .  .,  H^  Funk- 
tionen  von  x  sind,  die  auch  die  gesuchte  Funktion  ^2,  ihre  Differentiale 
und  Differenzen  enthalten  konnen;  Jc  eei  ein  bestimmter  Wert  von  x, 
fur  welchen  5q,  JTj,  . .  .,  -ff^  die  Werte  [ffj,  [JTJ,  .  . .,  [H^]  annehmen: 
fuhrt  man  einen  Parameter  a  und  eine  Funktion  seT'  ein,  wo  s  und  r 
willktirliche  Eonstanten  sind,  und  bildet  die  allgemeinere  Gleicbung 

so  geht  dieselbe  in  die  gegebene  f iir  a  =  1  iiber;  fUr  a  =  0  aber  erhalt 
man  die  sogenannte  „reduzierte"  Gleichung 

^(;r)  +  se^'=  [^o]«  +  [fi,] ^§  +  . .  .  +  [S-^] £^  =  0 

mit  konstanten  Eoffizienten,  welche  man  leicht  integrieren  kann.  Be- 
trachtet  man  die  Integrale  der  gegebenen  Gleichung  als  Funktionen 
Yon  ay  so  gibt  die  Entwicklung  dieser  Funktionen  nach  den  Potenzen 
des  Parameters  a  ftir  a  =  1  die  gesucbten  Integrale.  Natiirlich  ist  bei 
Wronski  von  den  Giiltigkeitsgrenzen  dieser  Methode  nicht  die  Rede. 

Analog  ist  seine  folgende  Methode  zur  Aufl5sung  algebraischer 
Gleichungen.     Es  sei 

die  gegebene  Gleichung;  trennt  man  ihre  linke  Seite  in  zwei  Teile  P 
und  Q  und  fiihrt  einen  Parameter  a;  ein,  so  daB  xP  +  ^  =  0  sei,  so 
erhalt  man  eine  neue  Gleichung,  die  fiir  a;  =  1  in  die  gegebene  iiber- 
geht;  fiir  x  =  0  aber  bekommt  man  die  einfachere  Gleichung  ^  =»  0. 
Nach  Auflosung  derselben  entwickelt  man  die  Wurzeln  der  Gleichung 
xP  +  ^  =  0  nach  Potenzen  von  x  und  setzt  dann  a?  =  1  ein. 

Man  findet  in  den  Schriften  von  Wronski  mehrere  sehr  interessante 
Entwicklungen  fiir  die  hoheren  Differentialquotienten  zusammengesetzter 
Funktionen,  verschiedene  Interpolationsformeln  fiir  einfache  und  mehr- 
fache  Integrale  und  auch  eine  Anweisung  zum  Gebrauch  dieser  Inter- 
polationsmethoden  fiir  die  Integration  irgend  welcher  gewohnlichen  und 
partiellen  Differentialgleichungen. 

In  der  „Philosophie  de  la  Technie  algorithmique"  (2  Bande,  Paris 
1816 — 1817)  findet  man  mehrere  ausfiihrliche  Erklarungen  iiber  diver- 
gente  Reihen,  deren  Gebrauch  Wronski  als  ganz  legitim  betrachtete 
und  welche  er  durch  geeignete  Transformationen  in  konvergente  zu 
verwandein   wufite.      Seine   Methode    entbehrt    natiirlich    der    Strenge, 
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welche  erst  durch  die  modeme  Funktionentheorie  moglich  wurde.  Wir 
begegnen  auch  hier  mehreren  Betrachtungen  fiber  die  Konvergenz  der 
Reihen^  die  aber  den  klaren  imd  einfachen,  fireilich  etwas  spateren  Unter- 
suchungen  von  Bolzano  und  Cauchy  nachstehen. 

Alle  oben  besprochenen  Leistungen  von  Wronski  sind  aber  — 
wenn  ich  so  sagen  darf  —  als  Nebenprodukte  seiner  allgemeinsten 
Aaffassung  mathematischer  Probleme  zu  betrachten.  In  der  ^^Philosophie 
de  la  Technie  algorithmiqtte'^  fragt  Wronski:  ,^n  quoi  consistent  les 
Mathematiques;  n  j  aurait-il  pas  moyen  d'embrasser  par  un  seal  pro- 
bleme tons  les  problemes  de  ces  sciences  et  de  resoudre  gen^ralement 
ce  problfeme  imiversel"  und  antwortet  auf  diese  Frage  mittels  seiner 
„Loi  supreme";  es  sei  ihm  das  einzige  allgemeinste  die  Bildung  matlio- 
matischer  GroBen  beherrschende  Gesetz.     Es  hat  die  Form: 

F{x)  =  ^^0  +  A^i  +  ^^2  +  •  •  •; 

F(x)  ist  die  gegebene  Funktion  von  X]  SIq,  Sl^,  Sl^n  •  •  •  sind  ganz 
willkfirliche  Funktionen  derselben  Variablen;  A^,  A^,  A^,  ...  sind 
konstante  Koeffizienten^  die  aus  den  gegebenen  Funktionen  zu  be- 
stimmen  sind.  Die  zweibandige  „Philosophie  de  la  Teclmie"  ist  zum 
grofiten  Teil  der  Herleitung  und  den  Anwendungen  der  ,^oi  supreme" 
gewidmet.  Die  Koeffizienten  werden  im  allgemeinen  durch  unendliche 
Reihen,  in  deren  Gliedem  die  oben  genannten  Funktionen  „schin*'  vor- 
kommen,  ausgednickt.  Die  Begrfindung  Wronskis  ist  natiirlich  rein 
formell  und  vermag  den  heiitigen  Anforderungen  nicht  zu  genfigen. 
Wronski  aber  legte  das  Hauptgewicht  auf  die  Form  der  Entwicklung; 
sie  ist  ihm  das  hochste  Gesetz  der  Algorithmie  —  so  nannte  er  den 
aus  Arithmetik,  Algebra  und  Analysis  best^henden  Zweig  der  Mathe- 
matik  —  nicht  nur  weil  sie  alle  moglichen  Reihenentwicklungen  und 
insbesondere  die  damals  bekannten  Entwicklungen  der  Funktionen  in 
unendliche  Reihen  umfaBt,  sondem  auch  v^eil  sie  alle  anderen  Ent- 
wicklungsarten  in  sich  enthalt.  Wronski  zeigt  namlich,  auf  welche 
Weise  man  aus  seiner  allgemeinsten  Entwicklungsform  zu  den  Ent- 
wicklungen in  unendliche  Reihen,  in  unendliche  Produkte  und  Ketten- 
briiche  gelangt. 

Das  „Probleme  universel"  folgt  unmittelbar  aus  der  ,^oi  supreme" 
und  hat  folgende  Form:  Es  seien  x,  x^,  x^,  ...  mehrere  unabhangige 
Variablen,  f\x)f  fi{x),  /i(a;),  . .  .  Funktionen  von  x  und  es  sei 

0  =- f(x)  +  xj,{x)  +  x,f,(x)  +  '  '  -', 

man  sucht  die  Entwicklung  einer  Funktion  F(x)  derselben  Variablen  x. 
Die  Entwicklung  lautet: 
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F{x)  =  M,+  ^  Ma\  +  ^  M{1, 1),  +  j4i  ^(1'  1,  l)s  +  •  •  • 

+  ^M(2\  +  ^^Mil,2\+  ^-^Mil,  1,  2),+  . . .    _ 
+  ?  ^(3),  +  r^2  ^(^'  2),  +  j^  Mil.  2,  2),  +  . . . 

WO  man  die  Koeffizienten  M  als  Funktionen  „8chiii"  nach  der  Formel 

=  (-  ly  ^(^/'(^)^V(^)'  •"d''-'f{xf^'d^*[Jf^{x)f,(.x) .  ♦■/•,(a?)rfF(a;)|) 
11.2..    1.2..^  ((i/'(x))'^  +  *+---  +  '' 

berechnet,  in  welcher  man  in  den  Differentialen  statt  a;  den  Wert  ein- 
setzt,  far  welchen  f{x)  =  0  ist.  Im  ganz  speziellen  Falle  f{x)  ==  a  +  ar, 
x^  =  x^^ x^^  '  *  *  =  0  \ni  m  dieser  Entwicklung  die  bekannte  Lagrangesche 
Reihe  enthalten.  Dieses  ^Problem''  kann  natiirlich  sehr  leicht  fiir 
Funktionen  F{x,  y,  z, .  ,  .)?  niehrerer  Variablen  aufgestellt  werden.  Nach 
einer  Bemerkung  von  Wronski  amfaBt  es  alle  immanenten  und  trans- 
zendenten  Gleichungen,  alle  primitiven  und  Differentialgleichungen. 

Auf  die  ,;Loi  supreme"  grOndet  sich  die  sogenannte  „Methode 
supreme",  eine  Methode  zur  Entwicklung  der  Funktionen  nach  Poly- 
nomen.     Sind  in  der  allgemeinsten  Form 

die  Funktionen  iJ^,  iJ^,  .  . .,  iJ^  so  gewahlt,  daB  sie  der  Differential- 
gleichung 

1D\dSl^d^Sl^ ' . .  d^£l^J^-^'F(x)]  =  0 

moglichst  genau  geniigen,  und  haben  die  folgenden  Funktionen  Sl^^+if 
■^w  +  2?  •  •  •  ^^®  Fakultatenform 

«cu  +  ^  =  (P(^)(P(X  +  I)  .  .  .  <p(^  +  (CD  +  X  ~  1)6),  (A  =  1,  2,  .  •  .) 

so  gelangt  man  zu  einer  Entwicklung  von  der  Form: 

+  ^-fP,-(a;-a)»+...+j^P„.(^-o)"+9.„; 

hier  sind  P^j  P^,  -  -  ,  P^  Polynome,  die  aus  den  Differentialquotienten 
der  Funktion  F(x)  gebildet  sind;  (p^  aber  ist  der  Erganzungsterm  oder 
der  Rest  der  Reihe.  Hier  also  fQhrt  Wronski  den  Rest  der  Reihen 
ein,  den  er  in  seinen  fruheren  Arbeiten  als  ganz  entbehrlich  betrachtete, 
und  spricht  sogar  von  der  Eonvergenz  der  Entwicklung.     Fflr  cj  =  1, 
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CO  ==  2,  . . .  erhalt  man  die  sukzessiyen,  immer  genaueren  Darstellungen 
der  gesuchten  Funktion.  Diese  Entwicklungsmethode  von  Wronski 
konnte  man  —  so  scheint  es  mir  —  als  ein  Vorstadium  der  spateren 
strengen  Entwicklungen  von  WeierstraB  und  Mittag-Leffler  be- 
trachten. 

Das  dritte  Wronskische  Gesetz^  immlich  das  „teleologische'^,  hat 
eine  von  der  oben  genannten  ganz  verschiedene  Natur.  Wahrend  nam- 
lich  die  zwei  ersten  mit  Funktionen  and  zwar  mit  stetigen  Funktionen  — 
denn  nur  solche  uberhaupt  hat  Wronski  im  Sinne  —  zu  tun  haben, 
begegnen  wir  in  der  Zahlentheorie  OroBen,  die  sich  in  diskreten^  end- 
lichen  Intervallen  verandem  und  statt  auf  Gleichungen  auf  Eongruenzen 
fiihren.  Das  teleologische  Gesetz  gibt  die  Auflosungsform  einer  solchen 
Kongruenz  af*  =  a  (mod.  M)  mittels  der  Funktionen  „aleph".  Ein  Teil 
des  groBen  1.  Bandes  des  ^^Messianisme  ou  la  Reforme  absolue  du 
savoir  humain"  (1847)  ist  dieser  Auflosungsmethode  verschiedener 
Probleme  der  Zahlentheorie  gewidmet. 

Diese  sind  nach  Wronski  die  ,^6chsten  Prinzipien"  der  Mathematik, 
die  sich  aus  seiner  absoluten  Philosophie  unmittelbar  und  a  priori  er- 
geben.  Ich  kann  hier  nicht  auf  die  Frage  eingehen,  auf  welche  Weise 
dies  moglich  sei,  nur  darf  ich  vielleicht  die  Bemerkung  nicht  unter- 
lassen,  dafi  mich  die  Einsicht  in  die  ersten  handschriftlichen  Arbeiten 
von  Wronski  (vom  Jahre  1803  an)  belehrt  hat,  daB  er  zu  seinen 
Ergebnissen  durch  allmahliche  und  immer  allgemeinere  Versuche  ge- 
langt  ist.  GewiB  ist  der  Gedanke  einer  einheitlichen  Entwicklung  der 
Wissenschaft  aus  wenigen  allgemeinen  Prinzipien  philosophisch  und 
wissenschaftlich  berechtigt,  aber  die  Wronskischen  Prinzipien  konnen 
nicht  als  einfache  irreduktible  Grundsatze  gelten,  die  der  ganzen  Ent- 
wicklung zugrunde  liegen;  sie  sind  vielmehr  zusammengesetzte  Formen, 
die  an  der  Spitze  stehen,  und  ihre  Allgemeinheit  ist  scheinbar,  weil 
sie  sich  eigentlich  nur  auf  Funktionen  einfachster  Art  und  auf  diese 
nur  unter  gewissen  Voraussetzungen,  die  Wronski  unbekannt  geblieben 
sind,  beziehen  konnen.  Wronski  wollte  aber  die  von  ihm  gegebene 
Form  als  eine  vollendete  fiir  aUe  Zukunft  gelten  lassen;  die  spatere 
Entwicklung  der  Wissenschaft  hat  jedoch  gezeigt,  daB  dieseibe  nicht 
das  geeignete  Mittel  dazu  war,  um  die  tieferen  und  verborgenen  Eigen- 
schaften  der  Funktionen  zu  entdecken. 

In  seinen  ersten  handschriftlichen  Arbeiten  ist  Wronski  noch  ein 
Bewunderer  der  „Theorie  des  fonctions  analytiques*'  von  Lagrange,  die 
er  „oeuvre  sublime  et  philosophique"  nennt.  Aber  er  hat  recht  schnell 
seine  Meinung  geandert.  Nachdem  namlich  seine  oben  erwahnte  der 
Pariser  Akademie  im  Jahre  1810  vorgelegte  Abhandlung,   obwohl  von 
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Lagrange  selbst  giinstig  beorteilt,  nicht  die  von  Wronski  gewUnschte 
Aufnahme  seitens  der  Akademie  erfahren  hatte,  lieB  er  im  ^^Moniteur^' 
eine  heftige  Entgegnung  erscheinen,  in  welcher  er  der  Akademie  die 
Kompetenz  zur  Beurteilung  der  philosophischen  Bedeutung  seiner  Arbeit 
absprach.  Seine  zweite  von  den  Eommissaren  der  Akademie  abgewiesene 
Abhandlung:  ^^efutation  de  la  Theorie  des  fonctions  analytiques  de 
Lagrange"  (gedruckt  Paris  1812),  ist  schon  direkt  gegen  die  Grund- 
lagen  des  Lagrangeschen  Werkes  gerichtet.*)  Durch  diese  Schrift 
wurde  der  Bruch  Wronskis  mit  der  Pariser  Akademie  auf  immer  voll- 
zogen.  Der  leidenschaftliche  Ton  seiner  spateren  Werke,  die  Ver- 
mengimg  wissenschaftlicher  Saeben  mit  personlichen  Angriffen  haben 
der  wissenscbafllichen  Tatigkeit  von  Wronski  groBen  Schaden  zu- 
gefiigt.  So  z.  B.  ist  seine  lesenswerte  Schrift:  „Philosophie  de  Tlnfini" 
(1814),  welche  gegen  Camots  Metaphysik  der  Infinitesimalrechnung 
und  auch  andere  Derivationsmethoden  kampft,  fast  nnbeachtet  ge- 
blieben.  In  dieser  Schrift  stellt  sich  Wronski  als  ein  heftiger  Gegner 
alien  den  Bestrebungen  gegeniiber,  welche  den  Unendliehkeitsbegriff 
aus  der  Wissenschaft  verbannen  wollen.  Er  steht  auf  dem  Standpunkte 
der  Leibnizschen  Differentialrechnung.  Ftir  die  Prioritatsfrage  zwischen 
Leibniz  und  Nev^ton  ist  fiir  ihn  entscheidend  der  Umstand,  daB  die 
Newtonsche  Methode  nur  ein  tJbergang  eei  von  den  Indivisibilien  zur 
eigentlichen  Differentialrechnung,  Leibnizens  Entdeckung  beziehe  sich 
aber  auf  die  wahre,  abstrakte  Natur  dieser  Rechnung.  Von  Eulers 
bekannten  Grundlagen  der  Infinitesimalrechnung  sagt  er:  „Quant  a  Euler, 
veritable  fauteur  des  evanouissantes,  nous  ne  pouvons  concilier  son 
opinion  a  cet  egard  avec  la  justesse  et  la  profondeur  de  son  esprit,  si 
ce  n'est  en  admettant  avec  peine  que  la  profondeur  et  la  justesse  mathe- 
mathiques  ne  supposent  pas  necessairement  la  profondeur  et  la  grandeur 
philosophiques." 

Wronski  hat  auch  manches  als  praktischer  Rechner  zur  Beherrschung 
mathematischer  Rechnungen  beigetragen.  Er  hat  cine  originelle  Ein- 
richtung  logarithmischer  Tafeln  unter  dem  Titel:  „Canon8  de  logarithmes" 
(Paris  1827)  veroffentlicht,  in  welchen  der  ganze  Inhalt  der  sieben- 
stelligen  Tafeln  auf  einem  Blatte  enthalten  ist.**)    Er  hat  einen  „Anneau 


*)  Siehe  S.  Dickstein,  Zur  Geschichte  der  Prinzipien  der  Infinitesimal- 
rechnung. Die  Kritiker  der  ,,Th^orie  des  fonctions  analytiques  de  Lagrange^\ 
Cantors  Festschrift  (Abhandlungen  zur  Geschichte  der  Mathematik  und  Physik,  9, 
1899.    S.  67). 

**)  Das  Werkchen  enthlQt  auch  vier-,  fanf-  und  sechsstellige  Logarithmentafeln 
und  den  ersten  Entwurf  der  teleologischen  Methode  zur  AuflOsung  algebraischer 
Gleichungen. 
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arithmetique"  und  einen  ,;Calculateur  uiiiversel''  erdacht,  zur  Ausfuhnmg 
nicht  nnr  gewohnlicher  arithmetischer  Reclmangen  sondem  anch  zur 
Auf losung  algebraischer  and  transzendenter  Gleichangen,  zur  Auswertung 
Yon  Integralen  und  zur  Integration  von  Differentialgleichungen.  Leider 
babe  ich  eine  genaue  Erklanmg  der  dem  ^^Calculateur^  zugrunde  liegen- 
den  Idee  nicht  finden  konnen.  Diese  technischen  Hilfsmittel  sind  nur 
ein  kleiner  Teil  der  von  Wronski  erdachten  yielen  mechanischen  und 
phjsikalischen  Apparate  und  Maschinen. 

Efl  darf  hier  nicht  tlbergangen  werden,  daB  Wronski  sich  viel  mit 
der  Geschichte  der  Mathematik  beschaftigt  hat^  wie  man  aus  seinen 
Werken  und  Manuskripten  sehen  kann.  Er  besaB  eine  groBe  Belesenlieit 
in  der  mathematischen  Literatur.  Sein  kleines  Werkchen:  „A  course 
of  mathematics,  introduction  determining  the  general  state  of  the 
mathematics^'  (London  1821)  enthalt  seine  historiosophischen  Ansichten 
liber  den  Gang  der  Entwicklung  der  mathematischen  Disziplinen.  Die 
Yon  ihm  geplante  ^^Histoire  philosophique  des  mathematiques^  ist  nicht 
erschienen;  als  Teile  derselben  konnen  allerdings  die  in  der  ^^Philosophie 
de  rinfini^  in  der  ^^Philosophie  de  la  Technie^  und  in  dem  ^^Messianisme^' 
dargelegten  historischen  Ausfiihrungen  betrachtet  werden. 

StUnde  mir  mehr  Zeit  zur  Verfiigung,  so  wilrde  ich  mir  erlauben 
Ihnen  fiber  die  in  den  Wronskischen  Schriften  vorkommenden  Funda- 
mentalbegriffe  der  Mathematik ,  fiber  seine  Elassifikation  der  reinen 
und  angewandten  Mathematik,  in  welcher  man  ein  Analogon  zur  heutigen 
Prazisions-  und  Approximationsmathematik  finden  kann,  fiber  seinen 
Plan  „der  VoUendung  der  mathematischen  Reform"  und  fiber  den  von 
ihm  ausffihrlich  behandelten  Zusammenhang  der  Grundbegriffe  der 
Mathematik  mit  denen  der  kritischen  Philosophic  zu  berichten.  Aber 
die  Zeit  drangt  und  ich  mufi  mich  auf  die  Bemerkung  beschranken, 
daB  die  Wronskischen  Ideen,  obwohl  dieselben  in  den  Werken  von 
Montferrier,  West  und  anderen*)  ausffihrlich  dargestellt  worden  sind, 

*)  Montferrier  A.  S.,  Dictionnaire  des  sciences  math^matiques  pures  et  ap- 
pliqu^es,  Paris  18S4— 1840;  2.  Auflage  1844,  und  in  italienischer  ttbersetzung 
mit  ZusSitzen  von  Gasbarri  und  Fran 90 is  unter  dem  Titel:  Dizionario  delle  scienze 
matematiche  pure  ed  applicate  etc.  in  SBilnden  mit  mehreren  Tafeln  (1838—1849^. 
Montferrier,  Encyclopedie  math^matique  ou  exposition  complete  de  toutes  les 
branches  des  math^matiques  d'apres  les  principes  des  math^matiques  de  Ho^ne 
Wronski  in  4  Bilnden  s.  d.;  S.  West,  Expose  des  m^thodes  gen^rales  en  math^- 
matiques,  Paris  1886;  das  Verzeichnis  aller  Schriften,  die  sich  auf  Wronskis 
Theorien  und  Methoden  beziehen,  findet  sich  in  meinem  zitierten  Catalogue  des 
oeuvres  imprimees  et  manuscrites  de  Wronski,  Erakau  1896.  (Vgl.  in  der  jungst 
[13.  September  1904J  erschienenen  Lieferung  des  X.  Bandes  2.  Heft  der  Jahres- 
berichte  der  D.  M.-V.  U.  Burkhardts  Bericht:  „Bntwicklungen  nach  oszillieren- 
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keinen  merklichen  Einflufi  ausgeubt  haben.  Nocb  weniger  sind  seine 
Untersuchungen  in  der  Uimmelsmechanik  bekannt.  Was  aber  ins- 
besondere  seine  Philosophie  der  Mathematik  betnfiR;^  so  hat  dieselbe 
natiirlicb  jetzt  nur  ein  historisches  Interesse.  Durch  die  bahnbrechenden 
Untersuchungen  iiber  die  Grundlagen  der  Geometrie  und  der  neuen 
Funktionentheorie,  durch  die  sogenannte  axiomatische  Behandlung  der 
Grundprinzipien  der  mathematischen  Wissenschaft  hat  die  philosophisch- 
kritische  Arbeit  in  neue  Bahnen  eingelenkt,  und  wenn  vor  einiger  Zeit 
Ton  der  Arithmetisierung  der  reinen  Mathematik  gesprochen  wurde,  so 
ist  schon  jetzt  —  wenn  ich  mich  so  ausdriicken  darf  —  von  der 
Logisierung  der  reinen  Mathematik  die  Rede.  Die  Wronskische  Philo- 
sophie der  Mathematik,  mag  sie  auch  mehrere  Unkorrektheiten  und 
vielleicht  Ubereilte  Verallgemeinerungen  enthalten,  hat  doch,  ebenso  wie 
die  analogen  Versuche  von  Fries,  Apelt  und  anderen,  ihren  historischen 
Reiz  als  ein  systematischer  Versuch,  die  in  der  vor-Cauchyschen  Periode 
herrschenden  Ideen  mit  den  Grundbegriffen  der  kritischen  Philosophie 
zu  verbinden  und  unter  sehr  allgemeine  Gesichtspunkte  zu  bringen. 

den  Funktionen*\  §  ISO:   ,,Die  allgemeinen  Fonnulierungen  von  Hoene  Wronski'* 

[S.   794—804]). 


Cber  die  Mathematik  der  Igypter. 

Von 
M.  Simon  aus  StraBburg. 


Die  Mathematik  der  alten  Agjpter  war  dem  bauerlichen  Charakter 
des  Volkes  entsprechend  vom  Anfang  an  realistisch  und  ist  es  stets  ge- 
blieben.  Zum  Beweis  konnte  ich  die  Stelle  aus  Herons  Metrica,  von 
Schoene  1903  ediert,  vorlesen,  welche  auch  beweist,  da6  Archimedes 
seine  Formel  iiber  die  Kugel  experimentell  gefunden  hat. 

Die  Agypter  selbst  schrieben  sich  wie  die  Erfindung  der  meisten 
Wissenschaften,  so  auch  die  der  Mathematik  zu,  die  Gott  Thot  ge- 
lehrt  haben  sollte.  Von  einer  Erfindung  der  Mathematik  kann  iiber- 
haupt  nicht  die  Rede  sein;  mathematische  Vorstellungen  finden  sich 
auch  bei  den  Tieren.  Wenn  der  Regenwurm  ein  Grashalmchen  in 
seine  Rohre  schleppt  und  sieht,  daB  es  vome  zu  breit  ist,  so  kehrt  er 
es  um  und  schleppt  es  mit  der  Spitze  zuerst  hinein,  die  Bienen  haben 
bei  ihrem  Zellenbau  eine  schwierige  Minimumaufgabe  gelost,  die  Spinne 
benutzt  ihr  Bein  als  MaBzirkel.  Dann  aber  bestanden  zwischen  Agjp- 
tem  und  Babyloniem,  bezw.  Sumerem  uralte  Kulturzusammenhange, 
und  wenigstens  in  der  Statik,  d.  h.  in  der  Kunst  des  Wagens,  ist 
Agypten  von  Babylon  abhangig.  Jedenfalls  waren  die  Agypter  die 
Lehrer  der  Hellenen;  in  der  ganzen  Welt  des  Mittelmeers  hatte  ihre 
Wissenschaft  den  hochsten  Ruf,  agyptische  Feldmesser  und  Baumeister 
waren  bis  tief  in  die  Romische  Kaiserzeit  die  gesuchtesten;  einen  hohen 
Ruf  hatte  ihre  ReiBkunst  und  besonders  ihre  Astronomic,  deren  Be- 
obachtungen  auBerordentlich  lange  fortgesetzt  waren.  Man  muB  freilich 
sagen,  daB  die  eigentiimlichen,  ganz  neuerdings  von  Borchardt  erklarten 
Instrumente  mit  den  unseren  keinen  Vergleich  zulassen  und  nicht  auf 
der  Hohe  der  babylonischen  standen.  Eine  direkte  altagyptische  Ur- 
kunde  sprach  zum  erstenmal  zu  uns  im  math.  Papyros  Rhind,  uber 
den  18G8  der  Englander  Birch  der  Ztschr.  fiir  agypt.  Spr.  einen  kurzen 
Bericht    gab;    1872    erhielt   Aug.  Eisenlohr   in  Heidelberg   eine   litho- 
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graphische  Abschrift  des  Textes  und  in  fiinfjahriger  miihevoUer  Arbeit 
entziflferte  er  denselben,  unterstiitzt  von  seinem  Bruder  Friedrieh  und  vor 
allem  von  unserm  ehrwdrdigen  Altmeister  Moritz  Cantor.  Die  Aus- 
gabe  ist  jetzt  veraltet,  die  Namen  und  die  MaBe  sind  falsch  gelesen^ 
ein  BeschamaB  existiert  nicht,  es  ist  p^d  9  mit  pBwtj  Urgott  ver- 
wechselt  etc.,  und  eine  neue  Ausgabe  durch  Wellstein  ware  sehr  zu 
wiinschen. 

Der  Papyrus  beginnt  mit  den  Wort^n:  „Vorschrift  zu  gelangen  zur 
Kenntnis  aller  dunklen  Dinge,  aller  Geheimnisse,  welche  sind  in  den 
Dingen.  VerfaBt  wurde  diese  Schrift  im  Jahre  33  im  4.  Wassermonat 
(Mesore)  unter  Konig  Raa-us  (Leben  spendend),  nach  dem  Muster  alter 
Schriften  in  der  Zeit  des  Konigs  Raenmat  vom  Schreiber  Aahmesu 
(Jahmose)".  Der  Konig  heifit  nicht  Raaus,  sondem  mit  seinem  Horus- 
namen  Apophis,  wie  die  furchtbare  Schlange  des  Typhon,  und  mit 
seinem  Konigsnamen:  A-wosi-re:  GroB  ist  die  Macht  des  Re.  Re,  nicht 
Ra,  ist  die  heiBe  Mittagssonne,  deren  Gewalt  nirgends  fUhlbarer  als 
in  Agypten,  und  deren  Eult  sowohl  im  alten,  als  im  mittlem  Reich 
alle  iibrigen  iiberwog.  Der  Eonig  des  Musters  ist  Namare,  „Wahr- 
heit  eignet  der  Sonne",  Amenemhet  etwa  um  2200.  Die  Muster  sind, 
wie  es  scheint,  gefunden  von  Petrie  in  Eahun  um  1889,  deren  Papyri 
Griffiths  1897  herausgegeben  hat. 

Eisenlohr  und  mit  ihm  Cantor  bezeichnen  den  Papyrus  als  ein 
mathematisches  Handbuch  der  alten  Agypter,  ja  sogar  als  ein  „Vade- 
mecum  eines  agyptischen  Feldmessers".  Dem  gegeniiber  erklarte  Eugen 
Revillout,  der  Herausgeber  der  Revue  Egyptologique,  in  einer  Note,  die 
Cantor,  wie  es  scheint,  entgangen  ist,  da  sie  auch  dem  riihrigen  soviel 
jiingem  Borchardt  entgangen  ist,  das  Heft  ganz  kurz  und  klar  fiir  das 
Heft  eines  schlechten  Schiilers,  das  einige  Jahrhunderte  spater  von 
einem  Schreiber  ohne  alle  mathematische  Bildung,  und  solcher  gab  es 
schon  im  alten  Agypten,  dem  Jahmose,  dem  Sohne  des  Mondes,  ab- 
geschrieben  und  einem  schlichten  Landmann  verkauft  ist.  Dieser  An- 
sicht  ReviUouts  schloB  sich  Weyr  in  seinem  Festvortrag  in  der  Wiener 
Akademie  an,  auch  Borchardt  und  ich  pflichten  ihm  bei.  Das  Heft 
wimmelt  geradezu  von  groben  Rechenfehlem,  die  ofter  vom  Lehrer 
mit  roter  Tinte,  comme  chez  nous,  korrigiert  sind,  ofter  nur  generaliter 
bemerkt  sind.  So  kommt  z.  B.  ein  Exempel  vor,  wo  der  Schiller 
durchgehend  14  mit  9  verwechselt  hat.  Die  Schrift  ist  alt  hieratisch, 
ganz  ahnlich  wie  beim  Papyrus  Ebers,  unserer  Hauptquelle  fiir  die  Ge- 
schichte  der  agyptischen  Medizin.  Das  Hieratische  verhult  sich  zu  den 
Hieroglyphen,  die  nur  in  prahistorischer  Zeit  eine  wirkliche  Bilder- 
schrift  waren,  wie  unsere  Schreib-  zur  Druckschrift;  es  entsteht  durch 
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Ligaturen,  welche  die  Schrift  immer  schwerer  lesbar  machten,  so  dafi 
es  scUieBlich  durch  das  Demotische  ersetzt  wurde.  In  unserem  Bei- 
spiel  schreibt  der  Lehrer  nur  eine  14  an  den  Rand;  er  lafit^  wenn  die 
Exempel  falsch  sind^  Proben  machen,  gibt  dieselbe  Aufgabe  mit  anderen 
Zablen.  Gelegentlich  gibt  er  selbst  Aufgaben  an,  die  ganz  anderen 
Teilen  der  Mathematik  angehoren.  £s  kommen  auch  Fehler  genug 
vor,  die  auf  Rechnung  des  Schreibers  gehen. 

Die  Ansicht  Revillouts  ist  schon  an  sich  wahrscheinlich,  da  die 
groBe  Mehrzahl  der  auf  uns  gekommenen  Papyri  Schiilerhefte  sind. 
Es  gab  schon  im  alteu  Reich  ein  ausgedehntes  Schulwesen,  die  Schulen 
sbo  waren  ahnlich  wie  die  franzosischen  Colleges  Privatschulen,  auch 
Tempelschulen  etc.;  sie  waren  ganz  und  gar  realistisch,  ihr  Zweck  war 
nicht  die  formale  Geistesbildung,  von  to  ten  Buchstaben  abgezogen,  sie 
iibersetzten  nicht  wie  wir  den  Julius  Caesar  Shakespeares  oder  Bismarck- 
reden  ins  Lateinische,  sondern  sie  hatten  Fachschulen  fdr  Ackersleute, 
Baumeister,  Feldmesser,  Intendanten,  Eaufleute  etc.  Unser  Heft  enir 
stammt  einer  Landwirtschaftsschule.  Es  schliefit  mit  den  Worten: 
Fange  das  Ungeziefer  und  Mause,  vertilge  das  Unkraut  aller  Art,  bitte 
Gott  R§  um  Warme,  Wind  und  um  hohes  Wasser.  Das  letzte  war 
die  Hauptsache.  Agypten,  sagt  Herodot,  ist  ein  Gescheuk  des  Nils; 
damit  das  Jahr  gut  war,  mufite  die  Nilhohe  am  Pegel  von  Memphis 
16  Ellen  a  0,538  m  betragen,  bei  18  war  es  ein  gesegnetes,  was  dar- 
iiber  war,  war  vom  tJbel. 

Aber  auch  abgesehen  von  dem  Spruche  bezeugt  es  der  Inhalt 
des  Heftes;  die  Beispiele  sind  zum  weitaus  groBten  Teile  direkt  fiir 
den  Gebrauch  der  Landwirtschaft  bestimmt.  Ein  nicht  unwichtiges 
Argument  fiir  Revillout  gab  mir  Spiegelberg;  der  Papyrus  soil  namlieh 
vorzuglich  erhalten  sein,  was  auBerst  unwahrscheinlich  bei  einem  viel- 
gebrauchten  Handbuch.  Es  ist  iibrigens  keineswegs  ausgeschlossen, 
daB  der  Schreiber  zwei  verschiedene  Hefte  benutzt  hat. 

Der  Inhalt  ist  vollig  bei  Cantor  I  angegeben;  doch  muB  ich  die 
Bruchrechnung  erwahnen,  die  den  Beginn  macht;  sie  rechnen  nur  mit 
Bruchen   mit    dem    konstanten   Zahler   1 ,    eine   Ausnahme   bildet    der 

Bruch  —  <&>  ^tP  neb.    Dieselbe  Bruchrechnung  findet  sich  im  Papyrus 

Yon  Kahun,  der  Y^  Jahrtausend  alter  ist;  mit  denselben  Bruchen  rechnet 
Heron,  und  der  griechische  Papyros  von  Achmin,  den  Baillet  1892 
untersuchte  und  auf  7—800  n.  Chr.  setzte,  zeigt  genau  dieselbe  Rech- 
nung, die  sich  also  iiber  3000  Jahre  intakt  erhalten  hat,  ein  sprechen- 
des  Zeugnis  fiir  das  zahe  Behammgsvermogen  der  Agypter.  Ich  fiige 
als  ein  zweites  Beispiel  eines   solcheii  Behar rungs vermogens  die  Aufg. 
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No.  79  an,  welche  beweist,  daB  den  Agyptern  wie  die  arithmetische 
Reihe  (Aufg.  64)  auch  die  geometrische  Reihe  uin  2000  v.  Chr.  bekannt 
war.  Es  ist  von  einer  Leiter  die  Rede  (Sutek),  welche  aus  den  Sprossen 
7,  49,  343,  2401,  16807  besteht,  und  neben  diesen  5  Zahlen  stehen 
Namen,  welche  etwa  Person,  Katze,  Maus,  Gerste,  Mafi  heifien.  Eisen- 
lohr  glaubte,  dafi  dies  die  Namen  der  5  ersten  Potenzen  seien,  wiih- 
rend  doch  erst  ganz  neuerdings  dynamo  dynamis  fur  die  4.  Potenz  bei 
Heron  konstatiert  ist.  Die  Aufgabe  blieb  ratselhaft,  bis  Rodet  die- 
selbe  Aufgabe  im  Liber  abaci  des  Leonardo  Pisano  (1200)  fand,  der 
aus  Afrika  stammt.  Die  Aufgabe  heiBt  also:  7  Personen  haben  je 
7  Katzen,  jede  Katze  frifit  7  Mause,  jede  Maus  7  Ahren,  jede  Ahre 
bringt  7  Mafi.  ?  ist  die  Summe.  Die  Rechnung  geschieht  genau  nach  der 
richtigen  Formel  _—:  a,  Nicht  vielleicht,  wie  Cantor  meint,  son- 
dem  unzweifelhaft  war  den  Agyptern  damals  die  Summation  der  geo- 
metrischen  Reihe  bekannt,  und  durch  3000  Jahre  hat  sich  die  Aufgabe 
und  ihre  Berechnung  in  Nordafrika  gehalten. 

Als  ein  Beispiel  der  Miihe  und  des  Scharfsinnes,  welchen  Cantor 
angewandt  liat,  erwahne  ich  die  Oleichung  1.  Qrades  in  No.  28.  Sie 
lautet: 


^  k 


A     III     -B^   A.   n    (5 

nb(?)        m        iw,    r-nmt       m         n,    mt       wdj 

^  im  hinzugehen,  ^  im  hinweggehen,  10  bleibt  iibrig.    Die  t^bersetzung 

ist  x  +  ^  x-l(x  +  i)^10. 

Die  Rechnung  ist  falsch,  das  Resultat  richtig;  noch  komplizierter  ist  No.  29. 
Zu  den  Gleichungen  ersten  Grades  eine  Bemerkung:  Rodet,  der 
tiichtige  Sanskritist  und  Lidomane,  hat  im  Journal  Asiatique  von  1882 
einen  Artikel  geschrieben:  Les  pretendus  problemes  d'Algebre  du 
manuel  du  calculateur  egyptien,  worin  er  einerseits,  wie  Revillout  ihm 
nachgewiesen  hat,  Eisenlohr  und  Cantor  stark  gepliindert  hat,  anderer- 
seits  Cantor  heftig  angegriffen  hat,  der  gesagt  habe,  dafi  die  Agypter 
die  Gleichungen  ersten  Grades  ahnlich  wie  wir  behandelten.  Rodet 
meint,  dafi  sie  sich  der  regula  falsi,  d.  h.  des  Probierens,  bedient 
liatten.  Nun  sagt  schon  Cantor,  dafi  unsere  Methode  dem  Grunde 
nach  nichts  anderes  ist.  Dafi  aber  die  Agypter  in  der  Tat  die  regula 
falsi  als  ausgesprochene  Methode  benutzten,  geht  nicht  nur  aus  Aufg.  40, 
einer  Gleichung  ersten  Grades  mit  zwei  Unbekannten,  hervor,  sondem 
noch  mehr  aus  den  quadratischen  Gleichungen,  die  nicht  bei  Jahmose 
Yorkommen,  und  auch  von  Cantor,  2.  Ausgabe,  Teil  1,  noch  nicht  er- 
wahnt  werden  konnten. 

Yerh.  d.  UI.  Intraiut  M»them.-Koiigr.    Heidalberg  1004.  34 
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» 
Als  Griffiths  1897  die  Petrie-Papyri  aus  Eahun  und  Gurob  her- 

ausgab;  fand  sich  dort  anf  Taf.  8  das  erste  Beispiel  einer  quadratischen 

Gleichung  (S.  17);    1900  hat  Schack   im  Berliner  Papyrus  6619    aus 

dem  mittleren  Reich  ein  zweites  gefonden: 

£in  femeres  [Beispiel  der  Yerteilung  einer  gegebenen  Flache  auf 
mehrere  Quadrate].  Wenn  dir  gesagt  wird  [100  Quadratellen  auf  zwei 
unbekannte  Grofien  zu  yerteilen]  und  [|  der  Seite  der]  einen  Grofie 
fQr  die  andere  [zu  nehmen].  Bitte  gib  mir  [jede  der]  unbekannten 
Gr5fien  an. 

So  haben  wir  also  x*  +  y*  =>  100,  a: :  y  =  1 :  f .  Die  Ausrechnung 
geschieht  mit  der  regula  falsi,  wie  folgt: 

Mache  ein  Bechteck  von  immer  1  und  nimm  f  [der  Seitenlange] 
der  einen  f&r  die  andere,  [das  gibt  f ].  Multipliziere  dies  mit  f ,  das 
gibt  i^,  Wenn  so  die  eine  Grofie  zu  1,  die  andere  zu  f  angenommen 
ist,  so  vereinige  diese  beiden  GrSfien,  das  gibt  fj.  Nimm  die  Quadrat- 
wurzel  daraus,  das  gibt  f ,  nimm  die  Wurzel  der  gegebenen,  das  gibt 
10,  teile  10  durch  |,  der  Quotient  ist  8.  —  Das  Wurzelzeichen  tm  ist  P , 
dem  unseren  so  ahnlich,  dafi  es  gar  nicht  unmoglich  ist,  dafi  unseres 

auf  dies  zurtickgeht.    Das  Diyisionszeichen  ist  hier  <'-'=^;  sonst  Difierenz. 

Der  Rest  ist  zerstort,  doch  ist  noch  so  viel  zu  erkennen:  Nimm  f  von 
dieser  8,  gibt  6. 

Das  Beispiel  des  Eahuner  Papyrus  bezieht  sich  darauf,  120  Eubik- 
ellen  in  10  Balken  von  der  Hohe  einer  Elle  zu  zerlegen,  deren  Seiten 
sich  vrie  1  :  f  verhalten,  also  xy  =  12  imd  a; :  y  =  1  :  f .  Der  Ver- 
fasser  geht  hier  davon  aus,  dafi  der  Inhalt  des  Rechtecks  mit  ^  multi- 
pliziert  das  Quadrat  der  grofien  Seite  gibt  imd  findet  so  x  ^  4,  y  =  3. 

Das  3.  Beispiel  hat  Schack  1903  aus  demselben  Papyrusfragment 
entziflfert,  es  handelt  sich  um  x  :y  =  2  :1^  und  a:*  +  y^  =  400;  wird 
dann  probeweise  a;  =  2,  y  =  1|  gesetzt,  so  gibt  es  G^,  die  y  ist  2.J^, 
dies  ist  |  von  20,  also  ist  a;  =  16,  y  =  12. 

Wir  sehen,  das  Dreieck  3,  4,  5  nicht  nur,  sondem  auch  die  Ahn- 
lichkeit  war  den  Agyptem  schon  2000  v.  Chr.  bekannt. 

Ich  komme  zur  Geometric.  Die  Quadratur  des  Zirkels  findet  sich 
in  No.  41,  48,  50  des  Papyrus  Rhind;  sie  setzt  den  Kreis  gleich  einem 
Quadrat,  dessen  Seite  frf,  d.  h.  ;r  =  3,16,  eine  ITbereinstimmung  mit 
dem  indischen  Naherungswert  )/i6  =  3,162,  welche  zu  denken  gibt. 
Wie  sie  diesen  erstaimlich  genauen  Wert  erhielten,  scheint  mir  klar; 
sie  nahmen  einen  Zylinder  mit  der  Uohe  h  und  dem  Durchmesser  c/, 
fiillten  ihn  mit  Wasser  und  gossen  dies  Wasser  in  einen  Balken  mit 
dem  Grundquadrat  rf,  stieg  das  Wasser  bis  zur  Hohe  ?/,  so  war  xd^h  «=  iPy 
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und  ^  =  "T  =  qT*    Wie  selbstverstandlich  es  war,  dafi  man  das  Volumen 

eines  Gefafies  yon  konstantem  Querschnitt  proportional  seiner  Hohe 
setzte,  kann  man  bei  Heron  lesen.  Ich  schlieBe  hier  gleich  den  Inhalt 
der  Halbkugel  an  und  folge  Borchardt,  Ztsch.  Bd.  35,  1897,  S.  150.  Im 
ersten  Hefte  der  Kahuner  Papyri  auf  Tafel  8  ist  eine  Figur  gezeichnet 
und  von  Griffiths  richtig  gelesen  und  umschrieben,  aber  nicht  richtig 
erkliirt,  obwolil  er  sagt,  es  scheint,  daB  damit  ein  kreisformiger  Frucht- 
haufen,  dessen  Durchmesser  12,  und  dessen  Hohe  8  sind,  gemeint  ist. 
Borchardt  hat  hierin  die  Berechnung  eines  halbkugelformigen  Frucht- 
haufens  vom  Durchmesser  8  Ellen  erkannt,  das  Resultat  ist  1365 Vj,  also 
in  1/10  Kubikellen  ausgedriickt.  Fur  ;r  ergibt  sich  3,2,  die  Naherung 
ist  ungenauer  als  bei  Jahmose.  Cantor  hat  die  Interpretation  Borchardts 
nicht  akzeptiert,  mir  scheint  sie  imwiderleglich,  wenn  man  die  SchluB- 
bemerkung  bei  Borchardt  beachtet.  Das  Kesultat  ist  durch  Ausmessen 
solcher  halbkugelformigen  Haufen  gefunden  und  damach  die  Begel 
32rf^/16.  Dabei  viele  Beobachtungsfebler.  Die  mathematische  Form  des 
Haufens  ist  kaum  herzustellen,  die  Hohlmafie,  das  Hin  und  seine  Teile 
(Hin  =  0,45 1)  nicht  immer  gleichgefiillt,  imd  endlich  lassen  sich  von 
einem  grofieren  Getreidehaufen  infolge  des  grofieren  Drucks  und  der 
dichteren  Lagerung  der  Komer  in  seinem  Innem  in  praxi  mehr  kleinere 
Mafie  fiillen,  als  man  theoretisch  rein  nach  dem  Volumen  erwarten 
soUte.  Die  Aufgabe,  zu  ermitteln,  wieviel  kleine  Mafie  sich  aus  einem 
gegebenen  grofien  fiillen  lassen,  gibt,  so  gefafit,  auch  unsem  heutigen 
Physikem  Ratsel  auf;  daher  ist  es  gar  nicht  wimderbar,  dafi  die  alten 
Agjpter  sie  nicht  aufs  Haar  losen  konnten.  M.  H.,  Sie  finden  ganz 
iihnliche  Aufgaben  z.  B.  in  der  Korrespondenz  Quetelet  bearbeitet. 

Der  3.  Abschnitt  des  Papyrus  Rhind,  der  eigentlich  geometrische 
Toil,  handelt  von  der  Ausmessung  der  Felder,  kreisformiger,  dreieckiger, 
trapezformiger  und  solcher,  die  in  dergleichen  zerlegt  werden.  Cantor 
fafite  die  Dreiecke  imd  Trapeze  als  gleichschenklige  und  vindizierte  den 
Agyptem  den  groben  Fehler,  das  gleichschenklige  Dreieck  zu  be- 
stimmen  als  halbes  Produkt  der  Grundlinie  und  des  Schenkels,  bezw. 
das  Trapez  als  halbes  Produkt  der  Mittellinie  imd  des  Schenkels.  Und 
diesen  Fehler  sollen  sie  bis  nach  Christo,  himderte  von  Jahren  nach 
Euklid  und  Heron  begangen  haben,  und  Cantor  hat  an  seiner  Auf- 
fassung  festgehalten,  trotz  der  Kritik  Revillouts  von  82  imd  der  ganz 
unabhangigen  Borchardts,  die  darauf  hinwiesen,  dafi  die  Figuren  ganz 
rohe  Handzeichnungen  sind,  wie  Sie  sich  bei  No.  48  flberzeugen  konnen, 
wo  statt  des  Kreises  ein  rohes  Siebeneck  gezeichnet  ist,  imd  dafi  es  so 
gut  rechtwinklige  wie   gleichschenklige  Dreiecke,   bezw.  Trapeze   dar- 

84* 
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stellen  konne.  AUerdings  stiitzte  sich  Cantor  auf  die  berfthmte 
Schenkungsurkunde  von  Edfu  des  Rolemaus  XL,  Alexander  L,  etwa  nm 
100  V.  Chr.,  mit  ihren  164  Kolumnen,  von  denen  Lepsius  schon  1855 
die  ersten  66  ediert  hatte.  Die  Felder  sind  viereckig,  die  Seiten  paar- 
weise  angegeben  imd  schon  Lepsius  hatte  erkannt,  dafi  ihre  Berechnung 

meist  nach  der  Formel  ^"T    •  — ^    vorgenommen  ist,  aber  keinesw^s 

aasnahmslos.  Sieht  man  sich  aber  die  Urkonde  an,  welche  Urugsch 
im  Thesaurus  inscriptionum  von  1884  Bd.  3  ediert  hat,  so  sieht  man, 
dafi  es  sich  um  hochst  genaue  Ersetzung  der  Irrationalitaten  durch  Ka- 
tionales  handelt. 

Aber,  meine  Herren,  die  Angaben  sind  in  dnbio  immer  zn  gproB; 
in  der  Urkonde  riihmt  sich  der  Eong  seiner  Geschenke  an  den  Gott. 
Das  neue  Reich  und  die  folgenden  Regiemngen  batten  den  alien 
Fendalstaat  zertrUmmert,  sie  stiitzten  sich  auf  die  auch  sonst  nicht 
unbekannte  Yerbindung  von  Altar  und  Thron,  id  est  Soldaten,  eine 
Yerbindung,  in  der  dem  Altar  erfahrungsgemafi  der  Lowenanteil  zu^llt, 
man  denke  an  die  ungeheuren  Schenkungen  im  Papyrus  Harris,  und 
da  war  es  natiirlich,  dafi  der  Konig  in  solchen  Urkunden  lieber  zu  yiel 
als  zu  wenig  sagte.  t^brigens  hat  Cantor  schon  sehr  richtig  bemerkt, 
dafi  auch  unsere  Feldmesser,  und  nach  meiner  Information  die  matbe- 
matisch  gebUdeten,  sich  Wurzelausziehungen  geme  sparen. 

Aus  den  mit  unendlichem  Fleifi  von  Wilcken  gesammelten  Ostraka, 
das  sind  im  wesentlichen  Steuerquittungen  auf  dem  billigsten  Materiale,  auf 
Tonscherben,  wissen  wir,  dafi  es  eine  eigne  Steuer  gab,  tcsqI  yecsiiSTQtag] 
wir  wissen,  dafi  die  Agypter  mutmafilich  schon  in  altester  Zeit  eine 
Reichsbank  hatten,  femer  eine  Plankammer.  Statt  des  Tabakmonopols 
batten  sie  das  Olmonopol;  jedes  Fleckchen,  das  einen  Olbaum  trug, 
wurde  vermessen,  jedes  Stiick  Weizenland,  von  dem  eine  eigene  Ab- 
gabe  zur  Emahrung  der  Soldaten  gezahlt  wurde.  Herodot  berichtet 
von  den  jahrlichen  Kontrollmessungen  des  Sesostris,  und  dann  sollten 
sie  solche  grobe  Fehler  begangen  haben?  Aber  ich  kann  fur  Re- 
viUout  und  Borchardt  einen  Beweis  bringen;  bier  sehen  Sie  die 
Figuren  des  Codex  Konstantinopolitanus  der  Metrica  des  Heron,  zwei 
Dreiecke  und  die  darin  gefallten  Hohen;  die  Winkel  weichen  von 
einem  rechten  mehr  ab  als  in  den  Figuren  bei  Jahmose.  Das  gleiche  gilt 
natiirlich  auch  von  den  Trapezen,  und  die  Zerlegung  geschah  in  recht- 
winklige  Dreiecke  und  Trapeze.  Die  Agypter  wufiten  wie  wir,  dafi  das 
Dreieck  ^  gh  ist. 

Ich  gehe  nun  zu  der  wichtigsten  Streitfrage,  zur  Pyramidenberech- 
nung  und  damit  zur  Trigonometric  und  Ahnlichkeitslehre  der  Agypter 
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fiber.  DaB  sie  mit  dem  BegrifF  der  Ahnlichkeit  vertraut  waren,  folgt 
schoii  aus  den  quadratischen  Gleichungen.  Sie  iiberzogen  die  Wande 
der  Tempel  mit  einem  Netz  von  Qnadraten  und  bildeten  dann  die 
Yorlage  in  geandertem  MaBstabe  ab.  Eine  unyollendet  gebliebene 
Kammer  in  dem  Grabe  Sethis  I.  aus  der  19.  Dynastie,  etwa  um  1200, 
des  Vaters  des  groBen  Ramses  IL,  zeigt  uns  dieses  Netz,  in  dem  wir 
wobi  anch  Anfange  des  Koordinatensystems  erblicken  mussen. 

Die  Trigonometrie  findet  sich  in  IV,  Aufg.  No.  56 — 60.  Die 
Pjramide  wurde  bekanntlich  in  rechtwinkligen  Absatzen  gebaut  und 
dann  mit  den  Quadem  bekleidet,  und  es  galt^  den  Boschungswinkel 
zu  bestimmen. 

Es  kamen  4  Abmessungen  in  Betracht  (siehe  Fig.  1) ;  bei  den  ersten 
4  Aufgaben  zwei,   die   1)  wh^  tb-t  (wortlich:   Suchen  des   pr  m  w>'(h) 
FuBsohlen),    und    die   2)  nach    Eisen- 
lohr:   die  aus  der  Sage  heraustretende  ^/^^^Kv 

Linie,  nach  Revillout  und  Borchardt  in  >/// •  ^ 

tl^bereinstimmimg  mit  Brugsch  die  aus  y^    /  I  \    \\ 

der  Breite  heraustretende,  und  ad  60    F^      y     /  -^       w\\ 
3)  die  ky  n  hrw,  unzweifelhaft  Hohe,         ^k^     li  -X  a. 

und  4)  senti,  unzweifelhaft  Basis,  wie  \^  /^  ^  %w 

das  Koptische  bekundet.  2i^'  ^'^B 

Es  wird  dann  nach  dem  (iSkd)  ge-  Fig- 1- 

fragt;    es  ist  dies   das  Verhaltnis  von 

^1:2,  bezw.  ^3:4,  also  eine  trigonometrische  Funktion,  die  zur 
Bestimmung  des  Winkels  dient.  Eisenlohr  leitet  skd  von  kd  ahnlich 
machen  ab. 

Cantor  uud  Eisenlohr  mit  ihm  entscheiden  sich,  die  w^^  tb-t  als 
die  Diagonale  der  Grundlinie  und  die  pt  m  w<(h)  als  die  sichtbare  Seiten- 
kante  aufzufassen,  und  erklaren  in  den  4  ersten  Aufgaben  das  skd 
als  ^\^  Diagonale:  Seitenkante,  d.  h.  als  Cosinus  des  Neiguugswinkels 
zwischen  Kante  und  Ghrundflache. 

In  Aufgabe  60  sind  8)  und  4),  was  unbestreitbar  war,  als  Hohe 
der  Pyramide  und  Grundlinie,  DC  und  AB^  erklart,  und  dort  wird  der 
skd  auch  von  Eisenlohr  und  Cantor  als  Cotang.  des  Boschungswinkels 
erklart.  Die  Aufgabe  60  ist  entstellt,  es  handelt  sich  dort  um  eine  in 
(on?)  genannte  viel  steilere  Pyramide,  vermutlich  (Revillout)  um  einen 
Monolithen. 

Ein  in,  15  Ellen  sein  senti,  30  sein  k^,  lafi  mich  seinen  skd 
wissen;  multipliziere  15  mit  ^,  das  ist  1\\  multipliziere  7^  mit  4,  um 
30  zu  erhalten;  sein  rhi  ist  4  ,  .  .,  das  ist  der  zugehorige  skd  (nam- 
lich  i). 
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Eisenlohr  setzt  hinzu^  die  Bedeutung  yon  r^  ist  unklar^  was 
jedoch  ohne  Emflufi  auf  die  Aufgabe  ist.  Nun  rhi  ist  die  Tan- 
gente^  und  die  Agypter  kannten  die  Fonktion  tangens  auch.  Reyillout 
und  Borchardt,  1882  und  1893,  wenden  sich  gegen  Eisenlohr  und 
Cantor  yom  Standpunkt  des  Architekten.  Die  Kantenlange  hat  keinen 
praktischen  Wert,  obwohl  sie  direkt  mefibar  ist,  was  die  Diagonale 
nicht  einmal  ist. 

Der  Winkel  zwischen  beiden  hat  fiir  den  ausfiihrenden  Steinmetz 
gar  kein  Interesse,  da  er  sich  an  seinem  Werkstflck  yon  selbst  ergibt, 
wenn  die  Neigung  der  beiden  zusammensto£enden  Seitenflachen  richtig 
angelegt  ist.  Setzt  man  pr  m  ws(h)  ==  k^  n  hrw,  und  wh?  tb-t  =  seuti, 
so  ist  das  Skd  in  alien  Fallen   die  Contaiigente  des  Boschungswinkels. 

Reyillout  leitet  Skd  ab  als  intensiyum  (!)  yon  ket,  sich  bewegen, 
und  iibersetzt  es  als  beweglichen  Punkt  am  Richtscheit.  Das  Richt- 
scheit,  hapt,  kommt  oft  in  Abbildungen  yor,  bisweilen  haben  es  die 
Konige  in  der  Hand;  seine  aufrecht  stehende  Kathete  war  eine  EUe,  die 
horizon  tale  war  in  die  28  Telle,  7  Palmen  zu  4  Finger,  geteilt,  und 
unmittelbar  aus  dem  skd  also,  dem  yeranderlichen  Punkt,  wurde  durch 
eine  Schnur  der  Boschungswinkel  gegeben.  Diese  Erklarung  ist  sach- 
lich  wahrscheinlich,  wenn  auch  grammatisch  nicht  haltbar.  Wohl  kommt 
es  oft  genug  yor,  daB  die  Agypter,  deren  Reich  ja  aus  zwei  yerschie- 
denen  zusammengewachsen  ist,  zwei  Ausdriicke  fiir  dieselbe  Sache  haben: 
Die  Pyramide  heiBt  smer  und  in,  der  Kreis  deben  und  kd,  aber  daB  sie 
zwei  yerschiedene  trigonometrische  Funktionen  mit  dem  gleichen  Namen 
benennen  soUten,  ware  eine  Ungeheuerlichkeit.  Aber  Borchardt  und 
Eisenlohr  haben  beide  die  Rechnung  zu  Hilfe  genommen  Eisenlohr 
hat  die  Winkel  an  den  Pyramiden  yon  Cheops,  Chephren  und  Mykerinos 
gemessen,  und  sie  stimmen  so  ziemlich.  Mich  wundert  das  nicht,  das 
kommt  uns  Lehrem  oft  genug  yor.  Borchardt  hat  die  Boschungswinkel 
berechnet;  No.  1  gibt  genau  auf  die  Sekunde  den  Winkel  der  unteren 
Halft;e  der  siidlichen  Steinpyramide  yon  Darchur,  No.  2,  der  yiermal 
auftritt,  genau  die  Boschung  der  2  Pyramiden  von  Gizeh,  wie  sie  Petrie 
an  Ort  und  Stelle  gemessen  hat,  und  No.  60  genau  den  von  Petrie 
gemessenen  Winkel  der  Mastaba  yon  Meidum  1892.  Und  man 
kann  nachweisen,  daB  die  alten  Architekten  nach  sogenannten  Leeren 
arbeiteten,  denn  an  der  Eckenwinkelmauer  der  ^Mastaba  zu  Meidum 
(Petrie)  ist  die  Vorzeichnung  gemaB  No.  60  erhalten. 

Und  nun  noch  eins,  meine  Herren,  was  ich  Ihnen  trotz  der  yor- 
gerftckten  Zeit  nicht  yorenthalten  darf.  Nicht  Leonardo,  nicht  Diirer, 
nicht  Lambert  und  Monge  haben  die  Darstellende  Geometric  erf'unden: 
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Hier,  meine  Herren,  sehen  Sie  „Werkzeichnun^en"  der  alien  Agypter; 
anf  (lem  Pylon  des  Nektanebustempels  auf  der  Insel  Philae,  an  der 
Stelle,  von  wo  der  Banfilhrer  den  Ban  am  besten  ilbersehen  konnte, 
sind  Grund-  und  AnfriB,  als  bewuBte  Orthogonalprojektionen,  eingeritzt. 
Und  noch  liegen  Saulen  da,  die  genau  nach  diesen  Rissen  gearbeitet 
sind.  (Eb  wnrde  vorgelegt,  Borchardt,  Altagyptische  Werkzeich- 
nungen,  Ztschr.  fQr  ag.  Spr.,  189(5.) 


Gebrauch   und   Mifibrauch   historischer   Benennungen   in    der 

Mathematik. 

Von 
H.  G.  Zeuthen  aus  Kopenhagen. 

Historische  Benennimgen,  besonders  Personeimamen,  werden  in  der 
Mathematik  sehr  oft  an  einen  Satz,  eine  Formel,  eine  Methode  usw. 
angekniipft.  Oft  geschieht  dies  wesentlich  nur^  um  iiberhaupt  einen 
Namen  zu  haben,  der  dazu  dienen  kann,  den  betrefifenden  Gegenstand 
zu  bezeichnen;  zur  selben  Zeit  will  man  aber  gewohnlicli  einen  ge- 
schichtlichen  Zusammenhang  bewahren  und  wobl  namentlich  die  Yer- 
dienste  frQherer  Mathematiker  in  dankbarer  Erinnerung  festlialten. 
Solche  Benennungen  haben  auch  in  der  Tat  dazu  gedient^  auch  den 
nichtliistoriBchen  Mathematikem  einige  Vorstellungen  yom  Urspmnge 
der  Yon  ihnen  behandelten  Sachen  beizubringen  und  ihnen  Yerehrong 
ftir  ihre  Yorganger  einzuflofien;  aber  eben  weil  dieses  gut  ist,  gilt  es, 
die  Benennungen  so  zu  wahlen,  dafi  diese  Yorstellungen  richtig  werden 
und  die  Yerehrung  gebiihrend  angebracht  sei.  Wir  kennen  wohl  alle 
viele  Beispiele  davon,  dafi  dieses  keineswegs  iiberall  erreicht  ist,  und 
dafi  also  kiinftig  eine  Yerbesserung  der  Yerhaltnisse  zu  wiinschen  ist. 
Dies  mufi  gescbehen  teils  durch  eine  mafiige  Abanderung  der  schon 
landlaufigen^  gar  zu  irreleitenden  Benennungen,  teils  dadurch,  dafi  wir 
scharf  Front  machen  gegen  alle  Neubildungen,  die  nicht  die  wirklichen 
historischen  Yerhaltnisse  respektieren.  Ja,  iiber  solche  allgemeine  Prin- 
zipien  konnten  wir  wohl  alle  einig  werden.  Zu  ihrer  richtigen  An- 
wendung  kommt  man  aber  vielleicht  am  besten  durch  eine  Diskussion, 
und  um  eine  solche  hervorzurufen,  wahle  ich  eben  solche  Beispiele, 
liber  welche  ich  nicht  im  voraus  sicher  bin,  voUe  Einigkeit  zu  finden. 

Erstens,  die  Abanderung  alterer,  alien  bekannten  Benennungen 
mufi,  wie  ich  sagte,  eine  mafiige  sein.  Wenn  auch  eine  solche  Benen- 
nung  den  wahren  Ursprung  nicht  richtig  bezeichnet,  kann  auch  ihr 
Gebrauch   schon    der  Geschichte  angehoren  und  mufi  daher  eben  von 
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Historikem  gewissermafien  respektiert  werden.  In  einer  neuen  Abhand- 
lung,  wo  ich  von  vorpythagoraischen  Kenntnissen  des  Py  thagoraischen 
Satzes  and  Pythagoraisclier  Dreiecke  in  Indien  spreche^  hege  ich  gar 
kein  Bedenken^  doch  fortwahrend  diese  bekannten  Benennungen  zn 
benutzen.  Und  Pythagoras  yerdient  es  wohl.  Mit  ihm  fangt  namlich 
nach  alien  Berichten  die  griechische  Behandlimg  der  Geometrie  an, 
diejenige^  Yon  welcher  die  jetzige  eine  Fortsetzung  ist,  und  sie  setzt 
eben  an  mit  der  Benutzung  des  genannten  Satzes  ^  welcher  schon  friih 
zur  Entdecknng  inkommensurabler  Grofien  und  damit  zu  dem  Gebrauch 
von  Beweisen  ftlhrte,  welche  von  den  rein  numerischen  Beziehungen 
unabhangig  waren. 

Ein  anderes  Beispiel:  Man  erzahlt  uns  oft^  daB  man  vor  allem  die 
naturlichen  Logarithmen  nicht  Nepersche  Logarithmen  nennen  darf*, 
denn  diejenigen,  welche  Neper  benutzte,  waren  etwas  ganz  anderes.  Nun, 
der  Name  ^^natflrliche  Logarithmen"  ist  an  und  fiir  sich  gut  und  be- 
zeichnend.  Man  bedarf  also  eigentlich  nicht  des  anderen;  aber  eben 
als  Historiker  m5chte  ich  gem  einen  Namen  festhalten,  der,  wie  es 
mir  scheint,  sehr  gut  und  treffend  eben  an  Nepers  Verdienste  erinnert. 
Die  faktischen  Abweichungen  seiner  Logarithmen  von  den  natttrlichen 
riihren  erstens  von  einem  kleinen  Rechenfehler  her,  aber  um  seine 
Logarithmen  zu  kennen,  muB  man  sich  an  seine  Definition  halten. 
Diese  fallt  in  seiner  Sprache  durchaus  mit  der  Differentialgleichung 

dx  r 

zusammen,  mit  der  Grenzbedingung,  daB  x  ='  0  y  =  r  geben  soil.  Also 
ist  sein  Logarithmus  x  durch 


:^«-log^- 

bestimmt.  Er  kennt  zwar  nicht  die  hier  benutzte  Sprache;  denselben 
Gedanken  driickt  er  aber  geometrisch  oder  kinematisch  mit  derselben 
Genauigkeit  aus,  die  wir  durch  diese  Sprache  erhalten.  r  ist  10 '^;  es 
ist  also  nur  eine  hohere  Einheit,  die  den  Gebrauch  von  Dezimalbrficheu 
ersetzt,  und  das  Vorzeichen  rfthrt  nur  davon  her,  daB  Neper  vorzugs- 

weise  sein  Hilfsmittel  auf  echte  Brtiche  (-  =  sin  x  oder  cos  x\  anwenden 

will.  Diese  Zufalligkeiten  d^en  aber  nicht  daran  hindem  zu  sehen, 
daB  Neper  denjenigen  allgemeinen  Gesichtspunkt  einnimmt  und  klar 
ausdriickt,  der  uns  auf  die  Grundzahl  e  ffihrt,  einen  Gesichtspunkt,  von 
welchem  aus  er  wirklich  die  logarithmische  Funktion  definiert,  und 
auf  welchen  man  zurfickkommen  muBte,  um  die  erste,  nicht  algebraisch 
losbare  umgekehrte  Tangentenaufgabe  zu  behandeln.    Er  verdient  daher 
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genannt  zu  werden,  wenn  unsere  SchiQer,  die  friiher  Logarithmen 
nur  durch  oft  wenig  strenge  Erweiterungen  des  Potenzbegriffes  kannten, 
der  ganz  allgemeinen  Definition  durch  eine  Differentialgleichnng  be- 
gegnen.  Zwar  sind  Nepers  Logarithmen  nicht  ganz  identisch  mit 
den  natiirlichen.  Diese  sind  aber  eben  nach  Nepers  Prinzipien  ge- 
bildet  und  diirfen  daher  wohl  Neper sche  genannt  werden. 

Als  Beispiel  einer  landlaufigen  aber  irref^hrenden  Benennung  mochte 
ich  erstens  den  Apollonischen  Satz  nennen.  Man  denkt  dabei  an 
die  Eigenschaffc  einer  Ellipse  oder  Hjperbel;  dafi  die  Quadrate  paralleler 
Halbsehnen  den  Rechtecken  der  Stlicke  des  ihnen  entsprechenden  Ehirch- 
messers  proportional  sind.  Eben  in  dieser  Form  kennt  schon  Archi- 
medes die  80  ausgedriickte  Gleichung  eines  Eegelschnittes  und  sie 
zeigt  sich  als  der  damalige  Ausgangspunkt  der  planimetrischen  Unter- 
suchungen  fiber  die  Eurven.  Diesen  Ausgangspunkt  nimmt  auch 
ApoUonioS;  dessen  abweichende  Ausdrucksweise  nicht  die  modemen 
Geometer  daran  gehindert  hat^  dem  Satz,  den  sie  nach  ihm  benennen, 
die  Archimedische  Form  wiederzugeben.  Der  Name  „Satz  von  ApoUonios" 
liefie  sich  yielleicht  yerteidigen,  wenn  man  dadurch  seine  Bedeutong 
in  der  griechischen  Lehre  von  den  Kegelschnitten;  die  wir  wesentlich 
durch  Apollonios  kennen,  hervorzuheben  wtinschte.  Die  Sache  stellt 
sich  aber  anders  dadurch,  dafi  der  geometrisch  recht  unwesentliche 
und  daher  in  der  modemen  Wiedergabe  unberllcksichtigte  Unterschied 
der  Formen,  welche  Archimedes  und  Apollonios  demselben  Satz 
geben,  eine  historische  Bedeutung  gehabt  hat.  Apollonios  kniLpft 
ihn  an  die  antike  Darstellung  von  Gleichungen  zweiten  Grades,  die 
elliptische,  hyperbolische  und  einfache  oder  parabolische  Flachenanlage, 
und  hat  daran  weiter  die  heutigen  Namen  der  Kurven  gekniipft.  Dieser 
Ursprung  der  Benennungen,  die  wir  alltaglich  anwenden,  verdient  natur- 
lich  bekannt  zu  sein.  Wenn  man  ihn  aber  mit  dem  sogenannten  Satze 
von  Apollonios  in  Verbindung  bringt,  diesem  noch  dazu  die  altere 
Archimedische  Form  gibt,  statt  nur  von  der  neuen  Apollonischen  Form 
eines  auch  vor  ihm  sehr  benutzten  Satzes  zu  sprechen,  dann  gibt  man 
ausdriicklich  eine  falsche  Vorstellung  von  der  vorapollonischen  Lehre 
von  den  Kegelschnitten.  Um  solches  zu  vermeiden,  ist  es  vorzuziehen, 
den  Satz  in  unpersonlicher  Weise  zu  bezeichnen.  Man  konnte  ihn  die 
Durchmessergleicbung  (und  im  wichtigsten  Spezialfalle  Achsengleichung) 
der  Kegelschnitte  nennen.  Befiirchtet  man  aber  dadurch  der  analytischen 
Geometric  vorzugreifen,  so  kann  man  ihn  mit  einem  altertiimlicheren 
Ausdruck  das  DuTchmessersymptom  nennen. 

Einen  auderen  Satz,  der  schon  vor  Apollonios  bekannt  war,  don 
^,ber  Apollonios  namen tlich  in  seinem  dritten  Buche  zu  seinen  wunder- 
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baren  Untersuchungen  uber  solche  allgemeine  Eigenschaften  der  Kegel- 
schnitte  benutzt,  die  nicht  an  das  Zentrum,  an  Durchmesser,  Achsen 
oder  Brennpunkte  ankniipfen^  hat  man  den  Satz  von  Newton  genannt. 
Er  sagt  auB,  daB,  wenn  man  von  yerschiedenen  Punkten  in  zwei  ge- 
gebenen  Richtungen  Transversale  an  einen  Kegelschnitt  zieht^  die  Recht- 
ecke  der  vom  Eegelsclinitte  abgeschnittenen  Stacke^  vom  Punkte  aus 
gerechnet,  immer  dasselbe  Verhaltnis  haben.  Newton  gehort  gewifi 
die  Erweiterung  dieses  Satzes  auf  alle  algebraischen  Kurven.  Besonders 
aber  besehaftigt  auch  er  sich  mit  seiner  Anwendung  auf  Kegelschnitte^ 
mimlich  im  interessanten  geometrischen  Abschnitte  der  Principia,  Und 
er  ist  soweit  dayon  entfemt,  diesen  Satz  als  eine  eigene  Erfindnng  zu 
beanspnichen,  dafi  er  yielmehr  bemiiht  ist,  durch  solche  Hilfsmittel, 
welche  den  Alten  zu  Gebote  standen,  ihre  Bestiramungen  der  sogenannten 
Orter  zu  drei  oder  yier  Geraden  wiederzufinden.  Den  in  diesen  Be- 
stimmungen  enthaltenen  Satz  den  „Satz  von  Pappos"  zu  nennen, 
kommt  mir  nicht  zutreffend  vor,  da  es  eben  aus  den  Besprechungen 
von  Pappos  selbst  und  von  Appollonios  hervorgeht,  daB  Apollonios 
und  teilweise  schon  Euklid  die  betrefifenden  Bestimmungen   kannten. 

Wichtiger  und  hofifentlich  erfolgreicher  als  die  Kritik  solcher  ein- 
gebiirgerten  Bezeichnungen  ddrfte  jedoch  die  Bekanipfung  solcher  neuen 
Bezeichnungen  sein,  die  eben  in  unseren  Tagen  entstehen.  Auf  solche 
Neubildungen  zielen  daher  meine  Bemerkungen  wesentlich  ab,  und  zwar 
besonders  auf  diejenigen,  welche  die  hervorragenden  Untersuchungen 
unseres  neuen  Jahrhunderts  iiber  die  Prinzipien  der  Oeometrie  betrefifen. 

Hier  tut  es  mir  zunachst  recht  leid,  die  Umanderung  des  Gebrauches 
der  Bezeichnung  ,,Pascals  Satz''  zu  sehen.  Dies  war  bisher  eine  Be- 
nennung,  welche  die  groBtmogliche  historische  Berechtigung  hatte. 
Vor  Pascal  hatte  niemand  daran  gedacht,  die  vor  ihm  zwar  nicht 
ganz  imbekannte  Beziehung  zwischen  sechs  willkQrlichen  Punkten  eines 
Kegelschnittes  als  eine  lineare  Konstruktion  darzustellen,  geschweige 
denn  ihr  eine  so  einfache  und  pragnante  Form  zu  geben.  Und  Pascal 
sah  die  voile  Bedeutung  des  dadurch  gewonnenen  Resultates  ein,  nam- 
lich  daB  man  darauf  die  ganze  Lehre  von  den  Kegelschnitten  aufbauen 
kann.  Daher  erweckte  der  Satz  gleich  die  Bewunderung  des  damaligen 
besten  Kenners  Desargues,  der  ihn  la  Pascale  nannte.  Ob  Pascal 
bemerkt  hat,  daB  seine  Anwendung  auf  einen  von  zwei  Geraden  zu- 
sammengesetzten  Kegelschnitt  eine  an  und  fQr  sich  interessante  Kon- 
figuration  darbietet,  davon  wissen  wir  gar  nichts,  oder  vielmehr  wir 
haben  gar  keinen  Grund  es  zu  glauben.  Jedenfalls  gehort  der  urspriing- 
liche  ^Pascalsche  Satz"  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten  an,  und  zu 
dieser  Lelire  gehoren  auch   die  Fortsetzungen  von  Kirkman^  Steiner 
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und  yiele  andere.  Wenn  man  dagegen  in  der  Lehre  von  den  Prinzipien 
day  on  spricht,  welche  Yoranssetzungen  no  tig  sind^  nm  den  ^^Satz  yon 
Pascal'^  zu  beweisen^  oder  fragt,  ob  man  ibn  selbst  als  Yoraussetzong  auf- 
stellen  muB^  oder  yon  einer  nicht  Pascalschen  Geometrie  spricht^  das  helBt 
einer  Geometrie  ohne  den  Satz  yon  Pascal,  so  ist  dieser  Satz  gar  nicht 
der  Satz  yon  Pascal  in  der  Bedeutung,  in  welcher  man  bisher  mit  dem 
besten  Recht  diese  Benennung  gebraucht  hat.  Daher  weifi  man  jetzt, 
wenn  eine  Abhandlung  den  Titel  ^^Beweis  des  Satzes  yon  Pascal'^  hat, 
gar  nicht,  woyon  die  Bede  ist. 

In  diesem  Falle  erklart  man  jedoch  in  seinem  Eontexte  yoUig,  in 
welchem  begrenzten  Sinne  man  den  Namen  ^Pascals  Satz''  nimmt,  and 
yerriickt  also  nicht  das  Yerhaltnis  zu  alteren  Untersuchungen.  Durch 
andere  Benennungen  entsteht  aber  eine  solche  Yerriickung.  Dies 
dtirfte  der  Fall  sein,  wenn  m^n  die  eigentlichen  geometrischen  Voraus- 
setzungen  ^^Axiome^'  nennt  und  nicht  wie  Euklid  ^Postulate''  ahijiiara. 
Zwar  wissen  wir  yon  Aristoteles*),  daB  das  Wort  Axiom  auch  die 
mathematischen  Yoranssetzungen  bezeichnet,  und  zwar  solche,  die  bei 
Euklid  als  xoival  evvoiai  ,,allgemeine  Begrifife''  auftreten.  Schon 
Aristoteles  hebt  aber  ihren  allgemeinen  und  nicht  nur  geometrischen 
Charakter  heryor.  Eben  dadurch  wurde  diese  Bezeichnung  so  aus- 
getreten,  daB  Euklid  (jedenfalls  Nachfolger  yon  Aristoteles)  eines 
neuen  Wortes  fur  die  eigentlichen  geometrischen  Yoranssetzungen  be- 
durfte  und  dann  akijfiata  erfand.  Dies  Wort  soUte  zwar  den  Problemen 
so  entsprechen,  wie  die  xoival  ivvoiai  den  Theoremen.  Wie  die  Figur- 
auffassung  bei  Euklid  eben  an  die  Probleme  anknupft,  muBten  auch 
seine  Forderungssatze  der  exakten  FiguraufiFassung  den  Grund  und 
Boden  bereiten.  DaB  sie  es  faktisch  tun,  wissen  wir  jetzt,  da  nament- 
lich  das  beriihmte  11.  Axiom  als  5.  Postulat  seinen  richtigen  historischen 
Platz  gefunden  hat.  Das  Wort  Postulat,  Forderung  ist  auch  bezeichnend. 
Der  Geometer  hat  sich  als  Geometer  gar  nicht  darum  zu  kiimmem, 
woher  das  in  den  so  bezeichneten  Satzen  enthaltene  Wissen  kommt, 
sondem  nur  darum,  was  ibm  notig  ist,  um  darauf  ein  exaktes  System 
aufzufiihren,  und  dann  for  der  t  er  dieses.  Aber  eben  dieselbe  Betrach- 
timg  macht  man  in  der  jetzigen  Zeit  geltend.  Wie  ausgetreten  ist 
auch  in  unserer  Zeit  das  Wort  Axiom  yon  Philosophen  und  Erkenntnis- 
theoretikern,  die  zwar  mit  der  Bearbeitung  des  friiher  sogenannten 
apriorischen  Wissens  eine  sehr  niitzliche,  aber  nicht  eben  eine  mathe- 


*)  Wenn  ich  hier  und  im  folgenden  auf  Aristoteles  verweise,  beziehe  ich 
mich  auf  cine  neue  Schrift  von  Ueiberg,  Mathematisches  zu  Aristoteles  (Abh. 
zur  Gcschichte  der  math.  Wissensch.  XVUI). 
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matische  Arbeit  geleistet  haben.  Jetzt  haben  die  Geometer  daher  den- 
selben  Grund  wie  zur  Zeit  Euklids  diese  Benennung  loswerden  zu 
wollen,  und  sie  konnen  da  nichts  Besseres  tun^  als  durch  den  Gebrauch 
desselben  Wortes  ihre  tTbereinstimmuiig  mit  seiuen  Bestrebungen  zu 
bezeiclinen.  Wie  er,  denkt  man  ja  eben  auch  jetzt  an  die  Wirkungen 
der  verschiedenen  Yoraussetzungen  in  der  Geometrie  selbst.  Man  prilft 
sie  dadnrch^  dafi  man  Geometrien  baut,  wo  diese  oder  jene  Yoraus- 
setzung  fehlt,  die  Nicht-Euklidische,  Nicht-Archimedische  usw.  Eben 
dadurch  beweist  man,  dafi  eine  Yoraussetzung  nicht  eine  Folge  anderer 
ist,  dafi  man  also^  wenigstens  geometrisch  gesproehen^  nicht  gezwimgen 
ist,  sie  anzunehmen,  also  eben  dafi  man  sie  postnlieren  mufi,  um  sie 
zu  haben. 

Indem  man  bei  Euklid  genau  sieht,  wo  er  jedes  Postulat  benutzt, 
wird  alles,  was  vorausgeht,  ein  Stack  einer  Nichtgeometrie,  so  z.  B. 
erstes  Buch  bis  1,28  inkl.  ein  Stiick  Nicht-Euklidischer  Geometrie 
uud  die  jetzige  Nicht-Euklidische  Geometrie  bildet  nicht  einen  Gegen- 
satz  zu  den  Gedanken  Euklids,  sondem  ist  yielmehr  eine  weitere 
Ausbildung  des  Gedankens,  der  ihn  dazu  gebracht  hat,  sein  5.  Postulat 
ausdriicklich  aufzustellen.  Yiel  weiter  ist  Euklid  aber  gekommen 
in  der  Bildung  der  jetzt  so  genannten  Nicht-Archimedischen 
Geometrie.  Dieser  gehoren  namlich  seine  yier  ersten  Biicher  an  (auch 
7. — 9.  Buch  und  11.  Buch).  Sie  umfafit  also  z.  B.  den  Pythagoraischen 
Satz,  die  Losung  yon  GleichuDgen  zweiten  Grades  in  geometrischer 
Form,  den  Potenzsatz  ftir  den  Kreis,  darunter  mehrere  Satze,  wo  man 
nicht  nur  jetzt,  sondem  auch,  wie  man  es  aus  Aristoteles  ersehen 
kann,  vor  Euklid  Proportionen  benutzte.  Und  der  Nicht-Archimedische 
Charakter  dieser  Biicher  ist  durchaus  keine  Zufalligkeit.  Dieses  Faktum 
wird  aber  ganz  yerschleiert,  wenn  man  das  Infinitesimalpostulat  „Archi- 
medes'  Postulaf'  nennt,  und  in  AnschluB  an  diese  Benennung  yon  der 
Nicht-Archimedischen  Geometrie  spricht. 

Dieses  Postulat  wird  schon  yon  Aristoteles  als  Grundlage  der 
Infinitesimaluntersuchungen  genannt,  und  riihrt  also  wahrscheinlich  yon 
Eudoxos  her.  Bei  Euklid  tritt  es  zwar  nicht  als  Postulat,  sondem 
nur  in  einer  Definition  auf.  Die  4.  Definition  des  5.  Buches  spricht  aus, 
„dafi  zwei  Grofien  ein  Yerhaltnis  haben,  wenn  sie  durch  Yeryielfachung 
cinander  Qbertrefifen  konnen.'^  Dadurch  wird  nicht  nur  gesagt,  dafi  sie 
homogen  sein  mflssen,  sondem  auch  die  yon  Aristoteles  und  Archi- 
medes genannte  Yoraussetzung  ausdriicklich  aufgestellt,  dafi  man  yon 
der  einen  Grofie  ein  so  grofies  Yielfaches  nehmen  kann,  dafi  es  die  andere 
iibertrifit.  Dafi  dieser  ausdriickliche  Ausspruch  nicht  zufallig  ist,  geht 
aus  dem  fieifiigen  Gebrauche  heryor,   den  Euklid  in  demselben  Buche 
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eben  yon  dieser  Yoraussetzung  macht^  und  ohne  welchen  es  ihm  gar 
nicht  gelingen  wiirde,  die  Proportionssatze  auch  fiir  den  Fall  inkom- 
mensnrabler  Grofien  zu  beweiseii.  Diese  Yoraussetzung  kommt  so  frtih 
wegen  ihrer  Anwendung  auf  Proportiouen.  Euklids  spatere  Exhaustions- 
beweise  stiitzen  sich  zwar  auf  einen  anders  formulierten  Satz  XI.: 
„Wenn  man  von  einer  GroBe  die  Ualfte  oder  mebr  hinwegnimmt, 
kann  man  durch  Fortsetzung  dieser  Operation  eine  Grofie  erhalten^  die 
kleiner  ist  als  eine  andere  gegebene/'  Dieser  Satz  stQtzt  sich  aber  eben 
auf  die  genannte  Definition^  also  auf  das  jetzt  so  genannte  Archimedische 
Postulat. 

Die  Benennung  ,,das  Archimedische  Postulate  oder  besser  „die 
Archimedischen  Postulate"  wiirde  dagegen  auf  andere  Yoraussetzungen 
passen^  die  Archimedes  ini  Anfang  der  Schriffc  iiber  Kugel  und  Zylinder 
aufstellt.  Sie  beabsichtigen,  die  Begriffe  Lange  und  Flache  auch  auf 
krumme  Linien  und  Oberflachen  anwendbar  zu  machen.  Diese  Begriffe 
beziehen  sich  namlich  in  der  griechischen  Geometric  wie  im  heutigen  geo- 
metrischen  System  ursprunglich  nur  auf  Gerade  und  ebene  Figuren  (wes- 
halb  es  ein  circulus  yiciosus  sein  wiirde  die  Bestimmimg  ^^iirzester 
Weg"  als  Definition  der  Geraden  zu  betrachten).  Zur  Anwendung  auf 
krumme  Linien  und  Flachen  sind  daher  neue  Postulate  oder  wie  Archi- 
medes hier  sagt  kaiipav6fi€va  Annahmen  oder^  wie  wir  jetzt  sagen,  er- 
weiterte  Definitionen  der  genannten  Begriffe  notig.  So  yerstanden  auch 
Fermat  und  Pascal  den  Archimedes  und  sie  bauen  ihre  exakte 
Langenbestimmungen  auf  seine  Annahmen.  Wenn  man  auch  kdnftig 
diese  die  Archimedischen  Postulate  nennen  wird,  so  wird  man  da- 
durch  daran  erinnert  werden,  daB  es  nicht  eine  moderne  Beobaeh- 
tung  ist,  dafi  man  nicht  von  dem  Laiigen-  oder  Flacheninhalt  krummer 
Linien  und  Oberflachen  reden  kann,  ohne  neue  Yoraussetzungen  ein- 
zufQhren,  die  einer  genauen  Formulieruug  bediirfen. 


Bericht  flber  die  Herausgabe  der  gesammelten  Werke  von 

L.  Fuchs. 

Von 
L.  ScHLESiNGER  aus  Klausenburg. 


Alsbald  nach  dem  am  26.  April  1902  erfolgten  Ableben  von 
L.  Fuchs  wnrde  innerhalb  der  Familie  des  so  unerwartet  Hingeschie- 
deneii  die  Frage  der  Herausgabe  seiner  gesammelten  Werke  erortert. 
Dem  Wunsche  der  Witwe,  Frau  Geheimratin  Fuchs,  gemafi  iibemahm 
ich  im  Verein  mit  dem  altesten  Sohne  des  verewigten  Meisters,  Herm 
Oberlehrer  Dr.  Richard  Fuchs  in  Berlin,  die  Herausgabe,  und  die 
Verhandlungen,  die  wir  mit  der  Yerlagsfirma  Mayer  &  Miiller  in 
Berlin  einleiteten,  fiihrten  zu  dem  erfreulichen  Ergebnisse,  dafi  die 
Herausgabe  ohne  irgend  welche  materielle  Beihilfe  von  dritter  Seite 
in  Angriff  genommen  werden  konnte.  Die  Ausgabe  soUte  sich  der 
aufieren  Form  nach  an  die  von  derselben  Firma  verlegten  „Mathe- 
matischen  Werke  von  Karl  Weierstra£''  anschlie£en  und  auBer 
den  von  Fuchs  selbst  veroffentlichten  Arbeiten  dasjenige,  was  sich 
im  handschriftUchen  Nachlasse  an  publikationsfahigen  Aufzeichnungen 
vorfinden  soUte,  eventuell  auch  einige  der  von  Fuchs  an  der  Berliner 
Universitat  gehaltenen  Vorlesungen  umiassen.  Die  Sichtung  und  Ver- 
wertung  des  handschriftUchen  Nachlasses  —  in  den  ich  selbst  keine 
Einsicht  genommen  habe  —  soUte  Herm  Richard  Fuchs  als  dem 
Sohne  vorbehalten  bleiben-,  nach  seinen  vorlaufigen  Angaben  diirfte  die 
Ausbeute  keine  allzu  umfangreiche  sein,  was  fQr  diejenigen,  die  die 
Produktionsweise  von  Fuchs  kennen,  also  wissen,  daB  er  die  Ergeb- 
nisse seiner  Spekulationen  erst  f(ir  den  Druck  aufzuschreiben,  sonst 
aber  kaum  Aufzeichnungen  zu  machen  pflegte,  nichts  Gl)erraschendes 
haben  kann. 

Die  Zusammenstellung  des  gedruckt  vorliegenden  Materials  ergab 
80  teils  grofiere,  teils  kleinere  Aufsatze  streng  wissenschaftlichen  In- 
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halts,  denen  sicli  nocb  drei  akademiscbe  Beden*),  sowie  einige  kleinere 
Notizen,  zumeist  kurze  Nekrologe,  die  Fuchs  in  seiner  Eigenschaft  als 
Redakteur  des  Crelleschen  Journals  in  dieseni  verofiFentlicht  hatj'^an- 
reihen.  Es  wurden  demgema£  zuvorderst  drei  Bande  geplant,  in  denen 
die  samtlichen  gedruckten  Arbeiten,  das  aus  dem  Nacblasse  zu  Publi- 
zierende,  femer  eine  Bibliographie  der  Tbeorie  der  linearen  Differential- 
gleichungen  von  1865  an  und  eiue  Lebensskizze  Platz  finden  sollten; 
fiir  eventuell  nocb  zu  veroffentlicliende  Vorlesungshefke  sollen  weitere 
Blinde  Yorbehalten  bleiben. 

Da  sicb  die  Arbeiten  von  Fuchs,  abgesehen  von  zwei  Abhand- 
lungen  geometriscben  und  zweien  zahlentbeoretischen  Inhaltes,  die  aus 
der  ersten  Zeit  seiner  scbriftstellerischen  Tatigkeit  stammen,  fast  aus- 
scblieBlicb  auf  die  Tbeorie  der  Differentialgleichungen  beziehen,  also 
ein  durcbaus  einheitlicbes  Gebiet  matbematiscber  Forscbung  betreffen, 
da  femer  —  mit  wenigen  Ausnabmen  —  die  zeitlicb  aufeinander  fol- 
genden  Arbeiten  auch  inbaltlicb  aneinander  angcbliefiende  Untersucbungen 
enthalten,  war  fUr  die  Anordnung  des  Materials  in  der  Gesamtausgabe 
die  streng  cbronologiscbe  Beibenfolge  das  von  selbst  gegebene  Prinzip. 
Diesem  Prinzipe  gemaB  liefi  sicb  auch  der  Inbalt  der  einzelnen  Bande 
so  gestalten,  dafi  jeder  Band  —  mit  geringen  Ausnabmen  —  eine  in 
sicb  zusammenbangende  Ghnippe  von  Untersucbungen  umfafit.  Der 
erste  Band,  dessen  Druck  eben  abgescblossen  ist  und  den  icb  die  Ebre 
babe  bier  vorzulegen**),  entbalt  die  acbtzebn  bis  zur  Obersiedelung 
nacb  Heidelberg  (Ostem  1875)  veroflfentlicbten  Abbandlungen,  der 
zweite,  der  etwa  binnen  Jabresfiist  naebfolgen  soU,  wird  die  vierund- 
zwanzig  in  Heidelberg  (Ostem  1875  bis  Ostem  1884)  entstandenen 
Arbeiten  und  die  elf  Abbandlungen  aus  den  Jabren  1884 — 1887  der 
zweiten  Berliner  Zeit  entbalten,  walirend  fiir  den  dritten  Band  nebst 
den  von  1888  ab  veroffentlicbten  iibrigen  gedruckten  Aufsatzen  nocb 
die  Reden  etc.,  der  NacblaB,  sowie  die  erwabnte  Bibliograpbie  und 
Lebensskizze  bestimmt  sind. 

In  bezug  auf  die  Art,  wie  die  redaktionelle  Arbeit  ausgefiibrt 
wurde,  mag  der  vorliegende  erste  Band  fttr  sicb  selbst  sprecben;  icb 
mocbte  an  die  Facbgenossen  die  Bitte  ricbten,  mit  Ausstellungen  und 
Abanderungsvorscblagen  nicbt  zuriickbalten  zu  wollen,  damit  solcbe 
womoglicb  scbon  beim  zweiten  Bande  berticksicbtigt  werden  konnen. 

Mocbte    diese    Gesamtausgabe    der    matbematiscben    Werke    von 


*)  Eine   KOniggebnrtstagsrede ,    Greifswald   1873 ,    und    die    beiden   Berliner 
liektoratsreden  1H99— 1900. 

**)  Vm  u.  476  S.  in  4«,  Mayer  &  Muller,  Berlin  1904. 
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L.  Puchs  mit  dazu  beitragen,  das  Lebenswerk  des  Verewigten,  (wel- 
ches —  wie  der  Redner  der  Berliner  Akademie  1884  sagte  —  „dem 
matheinatischen  Konigreiche  eine  neue  Provinz  hinzugefiigt  hat  und  der 
erfolgreichen  Durchforschung  und  fruchtbringenden  AufschlieBung 
derselben'^  gewidmet  war)^  der  jetzigen  und  den  zukiinftigen  niathe- 
matischen  Generationen  lebendig  zu  erhalten^  und  dadurch  immer  wieder 
den  Ausgangspunkt  filr  weitere  Forschungen  auf  dem  unerschopflicheii 
Gebiete  der  Theorie  der  Differentialgleichungen  bilden! 


Verh.  d.  m.  InternAt.  Mathem.-Kongr.  Heidelberg  1904.  86 


Welcher  Platz   gebflhrt   der   Qeschichte   der   Matheinatik    in 
einer  Enzyklopadie  der  mathematischen  Wissenschaffcen? 


Von 
6.  Enestrom  aus  Stockholm. 


Die  Beantwortung  der  Frage,  die  ich  heute  zu  behandeln  beab- 
Bichtige,  hangt  nattirlich  in  erster  Linie  day  on  ab,  was  man  xinter 
„Geschichte"  und  unter  „Enzyklopadie"  der  Mathematik  versteht.  Ohne 
Zweifel  konnen  die  Ansichten  in  betreflf  der  Bedeutung  dieser  Worte 
verschieden  Bein,  und  es  ware  darum  nicht  ohne  Interesse^  eine  ein- 
gehende  Untersuchung  hieriiber  anzustellen.  Indessen  wiirde  eine  solche 
Untersuchung  allein  die  ganze  mir  jetzt  zur  Verfiigung  stehende  Zeit 
in  Anspruch  nehmen^  und  schon  aus  diesem  Grunde  ist  es  notig,  da- 
von  abzustehen.  Eigentlich  notwendig  ist  die  Untersuchung  auch 
nicht,  denn  meine  Auffassung  der  Frage,  was  man  unter  Geschichte 
der  Mathematik  verstehen  soil,  habe  ich  schon  in  mehreren  Artikeln 
der  Bibliotheca  Mathematica  auseinandergesetzt,  und  ich  kann 
mich  also  hier,  unter  Verweisung  auf  diese  Artikel,  darauf  beschranken 
zu  erwahnen,  daB  ich  unter  Geschichte  der  Mathematik  im  eigentlich- 
sten  Sinne  eine  wirkliche  Entwicklungsgeschichte  der  mathematischen 
Theorien  verstehe.  Auf  der  anderen  Seite  bin  ich  gerade  durch  die 
seit  einigen  Jahren  erscheinende  Enq/llopddie  dei'  matheitiotischen 
Wissenschafien  angeregt  worden,  mich  mit  der  jetzt  von  mir  gestellten 
Frage  zu  beschaftigen,  und  ich  habe  darum  einen  bestimmten  Anlafi, 
dem  Term  „Enzyklopadie"  eine  Bedeutung  zu  geben,  die  mit  dem 
Zwecke  des  soeben  erwahnten  Untemehmens  libereinstimmt.  Auf 
diese  Weise  diirfte  auch  meine  Frage  ein  aktuelleres  Interesse  bieten, 
als  wenn  ich  dem  Worte  „Enzyklopadie*'  einen  anderen  Sinn  gegeben 
hatte. 

Ich  nehme  also  hier  ohne  weiteres  an,  dafi  es  der  Zweck  einer 
Enzyklopadie  der  mathematischen  Wissenschaften  ist,  in  erster  Linie 
eine  Kodifikation  der  bisherigen  Errungenschaften  dieser  Wissenschaften 
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zu  bringen,  und  zwar  bo,  daB  die  Satze  in  systematiBcher  Ordnungs- 
folge  mitgeteilt  Bind;  femer  soil  liber  die  Methoden,  wodurch  die 
Resultate  hergeleitet  werden,  berichtet  werden,  oder  die  Methoden 
soUen  wenigstens  angedeutet  werden,  und  noch  dazu  boU  der  Leser 
durch  bibliographische  Verweise  in  den  Stand  gesetzt  werden,  von 
denselben  genauere  Eenntnis  zu  nehmen. 

Eine  solche  Enzyklopadie  kann  auf  verschiedene  Weise  benutzt 
werden.  Sie  kann  den  Universitatslehrem  den  StoflF  ihrer  Vorlesungen 
liefem,  sie  kann  ebenso  gut  dem  Mathematiker,  der  sich  auf  einem 
gewissen  Gebiete  orientieren  will,  die  notigen  Aufschliisse  geben,  sie 
kann  endlich  die  jungen  Fachgenossen,  die  ihre  Wissenschaft  weiter 
ausbilden  wollen,  belehren,  was  schon  getan  ist.  FUr  die  Benutzer  der 
zwei  ersten  Klassen  konnen  historische  Notizen  ohne  Zweifel  erwiinscht 
sein,  aber  wie  ausfuhrlicli  und  auf  welche  Weise  sie  gebracht  werden 
sollen,  diirfte  kaum  festgestellt  werden  konnen;  der  eine  Leser  braucht 
gar  keine  solchen  Notizen,  der  andere  wiinscht  yielleicht  besonders 
eingehend  die  historische  Entwicklung  zu  verfolgen. 

Anders  liegt  dagegen  die  Sache  in  betreff  der  Benutzer  der  zuletzt 
erwahnten  Klasse.  Freilich  hat  es  Forscher  auf  dem  mathematischen 
Gebiete  gegeben,  die  durch  ihre  Anlagen  darauf  angewiesen  waren, 
ihre  eigenen  Wege  zu  gehen,  ohne  sich  um  die  Wege  ihrer  Vorganger 
zu  bekiimmern,  und  die  gerade  auf  diese  Weise  die  Entwicklung  der 
Wissenschaft  am  kraftigsten  gefordert  haben,  aber  solche  Forscher  sind 
immer  selten  gewesen  und  werden  yoraussichtlich  kiinftighin  noch  sel- 
tener  werden.  Fiir  die  meisten  Mathematiker,  die  eigene  Unter- 
suchungen  anstellen  wollen,  mu6  es  besonders  lehrreich  sein,  genau 
zu  wissen,  nicht  nur  wie  die  jetzt  bekannten  Satze  am  zweckmaSigsten 
hergeleitet  werden,  Bondem  auch,  auf  welche  Weise  die  Entdeckungen 
tatsachlieh  gemacht  worden  sind,  denn  sie  konnen  daraus  wertvolle 
Anregungen  bekommen,  wie  sie  selbst  verfahren  sollen.  Im  allgemeinen 
haben  sie  wohl  von  yom  herein  eine  Spezialitat  ausgewahlt,  mit  der 
sie  sich  beschaftigen  werden,  und  dem  Anschein  nach  konnte  es  darum 
geniigen,  wenn  die  Enzyklopadie  bei  der  Behandlung  dieser  Spezialitat 
die  erwiinschten  Aufschliisse  liber  die  historische  Entwicklung  der- 
selben  brachte.  Nun  ist  aber  zu  bemerken,  daB  eine  Enzyklopadie 
im  allgemeinen  yon  einer  groBen  Anzahl  yon  Fachgenossen  bearbeitet 
werden  muB,  und  daB  es  gar  nicht  gewohnlich  ist,  daB  ein  Mathe- 
matiker, der  ein  gewisses  Gebiet  speziell  studiert  hat,  sich  auch  mit 
der  Geschichte  desselben  so  eingehend  beschaffcigt  hat,  daB  er  diese  in 
einem  Enzyklopadieartikel  befriedigend  behandeln  kann;  auf  der  anderen 
Seite  ist  es  oft;  unmoglich,  Fachgenossen  zu  finden,   die  geneigt  sind, 
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die  von  anderen  Mitarbeitem  verfaBten  Artikel  zu  yerbessem  oder  za 
erganzen.  Schon  aus  diesem  Gninde  ist  es  wtinschenswert,  daB  histo- 
rische  Notizen  nicht  ausschliefilich  in  den  besonderen  Artikeln  zu 
iinden  sind^  sondem  daB  es  auch  eine  Gesamtdarstellung  der  historischen 
Entwicklung   der  verschiedenen  mathematischen  Theorien  geben  wird. 

Aber  dieser  Grund  ist  ge\viB  nicht  der  einzige,  aus  dem  eine 
solche  Anordnuiig  empfohlen  werden  kann.  Wenn  die  Spezialartikel 
der  Enzyklopadie  nur  die  gesicherten  Resultate  und  die  Metboden^ 
wodurch  diese  hergeleitet  werden,  enthalten  sollen,  so  hat  man  keinen 
eigentlichen  AnlaB,  in  einem  solchen  Artikel  die  historisch  yorhandenen 
Methoden  zu  erwahnen,  die  entweder  zu  unrichtigen  Resnltaten  oder 
auf  unrichtigem  Wege  zu  richtigen  Resultaten  geffihrt  haben.  Aber 
Methoden  dieser  Art  konnen  fiir  die  kilnftigen  Forscher  auf  dem  be- 
treffenden  Gebiete  sehr  lehrreich  sein.  Ebenso  lehrreich  ist  es  zu  er- 
sehen^  wie  Resultate^  die  einem  gewissen  Gebiete  angehoren,  bisweilen 
durch  Methoden  gewonnen  worden  sind,  die  fiir  einen  ganz  anderen 
Zweck  bestimmt  waren.  Endlich  soil  darauf  aufmerksam  gemacht 
werden,  daB  der  allgemeine  tfberblick  fiber  die  historische  Entwicklung, 
der  gewiB  auch  fiir  die  kiinftigen  Forscher  belehrend  ist,  wesentlich 
erleichtert  wird,  wenn  die  Einzelheiten  zuerst  in  besonderen  Artikeln 
behandelt  worden  sind.  Will  man  den  jungen  Mathematikem  eine 
solche  Ubersicht  bieten,  so  ist  folglich  besonders  angebracht,  dieselbe 
in  eine  Enzyklopadie  der  Mathematik  unterznbringen. 

Ich  babe  jetzt  die  Antwort  auf  meine  Frage  unter  Bezugnahme 
auf  den  Nutzen,  den  eine  Enzyklopadie  mit  sich  ftihrt,  zu  ermitteln 
gesucht,  aber  die  Sache  kann  auch  von  einem  anderen  Gesichtspunkte 
aus  betrachtet  werden.  Wenn  es  der  Zweck  einer  Enzyklopadie  ist, 
eine  Kodifikation  der  Errungenschaften  der  Mathematik  zu  bieten,  so 
ist  es  wohl  angezeigt,  darin  auch  die  Errungenschafben  der  mathe- 
matisch  historischen  Forschung  zu  bringen,  sofern  diese  wirklich  als 
mathematisch  betrachtet  werden  konnen.  Und  meines  Erachtens  kann 
man  mit  gutem  Recht  behaupten,  daB  eine  wirkliche  Entwicklungs- 
geschichte  der  mathematischen  Theorien  eine  rein  mathematiscbe  Dis- 
ziplin  ist. 

Aus  den  jetzt  auseinandergesetzten  Griinden  bin  ich  der  Ansicht, 
daB  eine  Enzyklopadie  der  mathematischen  Wissenschaften  nicht  nur 
in  den  Spezialartikeln  historische  Notizen  bringen,  sondem  noch  dazu 
eine  Gesamtdarstellung  der  Gescliichte  der  Mathematik  enthalten  soU. 
Die  Ausfiihrlichkeit  dieser  Darstellung  hangt  wesentlich  von  der  Aus- 
fiihrlichkeit  der  besonderen  Artikel  ab,  und  wenn  im  voraus  festgestellt 
ist,  daB  in  diesen  Artikeln  die  Methoden  selbst  im   allgemeinen   nicht 
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auseinandergesetzt  werden,  sondem  nur  Andeutiingen  und  bibliogra- 
phische  Yerweise  hinsichtlich  derselben  yorkommen  sollen^  so  ist  es  an- 
gebracht,  'in  der  von  mir  befiirworteten  Gesamtdarstellung  nur  die 
wichtigsten  Punkte  der  historischen  Entwicklung  der  Mathematik  zu 
behandeln.  Ale  solche  Punkte,  die  ftir  die  Benutzer  einer  Enzyklopadie 
besonderes  Interesse  haben  dUrften,  mochte  ich  die  folgenden  hervor- 
heben: 

1)  Welehe  Fragen  haben  zu  verschiedenen  Zeiten  vorzugsweise 
die  Aufmerksamkeit  der  Mathematiker  in  Anspruch  genommen? 

2)  Welcher  innere  Zusammenbang  findet  zwischen  den  gleicbzeitig 
Oder  nacheinander  behandelten  Fragen  statt? 

3)  Welehe  Methoden  sind  benutzt  worden,  um  die  Fragen  zu  er- 
ledigen,  und  mit  welchem  Erfolge? 

4)  Welehe  Resultate  sind  dadureh  nebenbei  erhalten  worden, 
die  ftir  die  Entwicklung  der  Mathematik  wertvoU  geworden 
sind,  zuweilen  sogar  wertvoller  als  die  direkt  gesuchten  Resul- 
tate? 

Dagegen  halte  ich  es  fQr  weniger  angebracht,  auf  die  kultur- 
historische  Bedeutung  der  Mathematik  einzugehen.  Fragen  dieser  Art 
konnen  gewiB  von  Interesse  sein,  aber  gesicherte  Resultate  der  mathe- 
matisch- historischen  Forschung  sind  sie  im  allgemeinen  nicht. 


Ich  habe  oben  bemerkt,  daB  die  seit  einigen  Jahren  erscheinende 
Emyklopiidie  der  mathematiscJiefi  Wissmscluxften  mich  angeregt  hat, 
mich  mit  der  jetzt  von  mir  behandelten  Frage  zu  beschaftigen.  Ob 
meine  Ansichten  mit  denen  der  Begrttnder  dieses  Untemehmens  genau 
iibereinstimmen,  weiB  ich  nicht,  aber  jedenfalls  diirfte  ein  wesentlicher 
Meinungsunterschied  nicht  vorhanden  sein.  In  der  Tat  gibt  es  Spezial- 
artikel,  die  die  historische  Seite  des  Gegenstandes  gebiihrend  beriick- 
sichtigen,  und  wenn  es  andere  Artikel  gibt,  wo  dies  leider  nicht  der 
FaU  ist,  so  diirfte  dieser  Umstand  lediglich  auf  der  Schwierigkeit, 
passende  Mitarbeiter  zu  linden,  beruhen.  Dazu  kommt  noch,  dafi  der 
urspriingliche  Entwurf  des  Programmes  des  noch  nicht  in  Angriff  ge- 
nomnienen  letzten  Bandes  der  Encyklopadie  eine  Gesamtiibersicht  iiber 
die  Entwicklung  der  mathematischen  Wissenschafken  im  neunzehnien 
Jahrhundert  in  Aussicht  steUte.  Freilich  fehlt  dieser  Punkt  im  letzten 
Entwurf  des  Programmes  (dort  wird  ganz  aUgemein  von  der  Behand- 
lung  historischer  Fragen  gesprochen),  aber  dies  bedeutet  wohl  nur, 
dafi  man  vorlauiig  von  einer  genaueren  Disposition  des  letzten  Bandes 
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der  Encykloplidie  Abstand  genommen  hat,  und  zwar  darum,  well  es 
voraussichtlich  einige  Jahre  dauem  wird,  bevor  dieser  Band  in  AngriflF 
genommen  wird.  Dem  Umstande,  dafi  der  von  mir  zitierte  Entwurf 
des  Programmes  nur  von  der  Geschichte  des  neunzehnten  Jahrhunderts 
spricht,  lege  ich  keine  groBere  Bedeutung  bei,  denn  in  den  bisher  er- 
schienenen  Spezialartikeln  ist  eine  Menge  von  historischen  Notizen  sogar 
liber  griecbische  und  arabische  Mathematik  mitgeteilt  worden,  und  es 
liegt  wohl  kein  Grund  vor,  warum  gerade  die  Gesamtdarstellung  sicli 
ausschlieBlich  auf  das  neunzebnte  Jahrbundert  bescbiunken  soil. 

Es  scheint  mir  also,  als  ob  das,  was  ich  bier  in  betreflf  der  Be- 
bandlung  der  Geschichte  der  Mathematik  vorgeschlagen  babe,  keine 
wesentlicho  Modifikation,  sondem  nur  eine  programmafiige  Erganzung 
des  Planes  der  Encykhpiidie  der  mailhemoMschen  Wissenscliafteti  ware. 


Zur  Geschichte  der  Differentialgleichungen. 

Von 
A.  V.  BRAUNAftJHL  aus  Mtlnchen. 


1.  Eine  Pfaffsche  DiflFerentialgleichung  bei  Newton. 

Newton  stellt  sich  in  seiner  Methodus  fluxionum  et  serierum  in- 
finitarum  in  Problema  11  die  Aufgabe:  ,^\xb  einer  Gleichung  zwischen 
den  Fluxionen  yon  GroBen  die  Relation  zwischen  diesen  GroBen  selbst 
(Quantitates  fluxiones)  zu  finden",  d.  h.  in  unserer  Ausdrucksweise,  eine 
gegebene  Differentialgleichung  zu  integrieren.  Dabei  unterscheidet  er 
bekanntlich  vier  Gattungen  von  Differentialgleichungen,  die  wir  in  fol- 
gender  Form  schreiben  konnen: 

I.  F{x,if,x)^0,    Oder    -F(i,y,y)  =  0, 

m.  F{x,y,k,...,x,y,J!,.,.)^0. 

Fiir  die  dritte  Gattung,  die  uns  hier  allein  interessiert,  gibt  New- 
ton nur  das  eine  Beispiel: 

2x  —  i  +  xij  =  0f 
oder  in  unserer  Schreibweise 

2dx  —  dz  +  xdy  =  0; 

dies  ist  aber  eine  sogenannte  Pfaffsche  Differentialgleichung.  Zu 
ihrer  Losung,  sagt  Newton,  mtisse  man  zwischen  zweien  der  drei 
Variabeln,  z.  B.  zwischen  x  und  y,  eine  ganz  beliebige  Relation  an- 
nehmen,  etwa  x  =  y^.     Hiermit  folgt  dann 

Aydy-dz  +  y^dy-^O 
und  durch  Integration  (Newton  setzt  die  Integrationskonstante  »»  0) 

oder  mit  WiedereinfOhrung  von  x: 

2x  +  ^x^  «  a. 
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Dann  heifit  es  welter:  ^^Ergo  ex  infinitis  modis^  quibus  x^yetz 
altera  ad  alteram  possunt  referri,  unns  inventuB  fuit,  qui  exponitur  per 
tree  aequationes  x  =  y*,  2i/  +  ^y*  =  z  (oder  2x  +  ^x^  =  ir)/'     Wenn 

man  in  der  bekannten  Weise  die  vorgelegte  Gleichung  integriert,  indem 

dx  dx 

man  etwa  dx   mittels  der  Relation  dx  -=  ^--  dz  +  ^    dy  eliminiert^  so 

tritt  eine  willkfirliche  Funktion  (p{y)  auf;  gibt  man  derselben  die  spe- 
zieUe  Form  tpiy)  =»  —  ^y*,  so  entspricht  diese  Newtons  Annahme. 

Da  er  ansdrficklich  hervorhebt^  daB  man  eine  ganz  beliebige  Re- 
lation zwischen  zweien  der  drei  Yariabeln  annehmen  kann^  so  sieht 
man,  daB  er  den  Gharakter  des  Problems  sehr  wohl  erkannt  hat.  Es 
hindert  ihn  offenbar  nur  der  Mangel  einer  Funktionsbezeiclinmig  an 
der  allgemeinen  Darstellung  der  beiden  Integrale.  Fiir  Newtons  rich- 
tige  Einsicht  spricht  auch  der  Umstand,  daB  er  an  derselben  Stelle 
bemerkt,  beim  Vorhandensein  von  vier  Variabeln  mfiBten  zwei  willkfir- 
liche Relationen  und  im  allgemeinen  so  yiele  Beziehungen  angenommen 
werden,  daB  noch  zwei  Variable  unabhiingig  bleiben. 

Eine  geometrische  Interpretation  der  Integrale  dieser  Gleichnngen 
hat  jedoch  Newton  nicht  versucht;  wahrend  er  namlieh  sonst  stets 
von  geometrischen  oder  mechanischen  Betrachtimgen  ausging^  scheint 
ihn  hier  die  Macht  seines  neuen  Kalkiils  auf  rein  analytischem  Wege 
zu  Gleichnngen  gefiihrt  zu  haben,  deren  geometrische  Deutung  seine 
Krafte  tiberstieg;  da  man  damals  mit  der  analytischen  Darstellung  yon 
Raumkuiren  noch  wenig  vertraut  war.  In  diesem  Unvermogen,  eine 
geometrische  Darstellung  seiner  Losung  zu  geben,  liegt  auch  wohl  der 
Grund,  warum  er  diesen  seinen  III.  Fall  nicht  weiter  verfolgte. 

Der  Fall  III  fand  zunachst  Uberhaupt  keine  Beachtung,  bis  Euler 
und  Clairaut  ziemlich  gleichzeitig  (1739j  bei  ihren  Untersuchungen 
liber  den  Multiplikator  auf  Diflferentialausdrxicke  mit  mehr  als  zwei 
Variabeln  kamen.  Da  sie  aber  davon  ausgingen,  totale  Ditferential- 
ausdrucke  herzustellen,  deren  Integrale  im  Falle  dreier  Variabeln  durch 
die  Flachen  eine  unmittelbare  geometrische  Interpretation  finden,  so 
hielten  sie  die  den  Integrabilitatsbedingungen  nicht  geniigenden  Diffe- 
rentialausdriicke  iiberhaupt  fiir  absurd  und  schenkten  ihnen  keine  weitere 
Beachtung.  Namentlich  betonte  Euler  immer  wieder  diese  Absurdi- 
tat*),  und  seine  Zeitgenossen  pflichteten  ihm  bei,  bis  endlich  Monge^ 

•)  Trotzdem  hat  Euler,  worauf  Herr  P.  Stftckel  in  den  Berichten  der 
Sllchsischen  Gesellschaft  der  Wiesensch.  zu  Leipzig  1902  hinwies,  sogenannte 
Mongesche  Gleichungen  behandelt,  und  auch  in  seinem  demn&chst  in  dem 
4.  Hefte  der  Bibliotheca  mathem.  erscheinenden  Biiefwechsel  mit  J  oh.  Bernoulli 
(herauBgegeben  von  Enestrdm)  finden  sich  St^llen,  welche  sich  f^uf  die  von  ihm 
als  analysis  infinitonim  indetemiinata  bezeichnete  Wissenschaft  beziehen. 
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von  geometrischen  Ajischauiingen  ausgehend^  1784  die  wahre  Bedeutung 
dieser  Differentialausdriicke  fand  und  ihre  Behandlung  lehrte.  Aach 
erkannte  er  sofort  ihren  Zusammenhang  mit  den  partiellen  Differential- 
gleichungen  und  lelirte  sowohl  die  ereteren  in  die  letzteren  als  auch  um- 
gekehrt  flberftthren.  Femer  beschrankte  er  sich  gleich  von  Anfang  an 
nicht  auf  Differentialausdriicke  vom  ersten  Grade  in  da?,  dy^  dz,  son- 
dem  ging  ilberhaupt  von  Differentialausdriicken  aus,  die  in  den  drei 
Differentialen  homogen  vom  2.  Grade  waren,  so  daB  spater  Lie  diese 
Art  von  Differentialgleichungen  mit  Recht  Mongesche  Gleichungen 
nannte. 

2.  Die  ersten  partiellen  Differentialgleichungen. 

Das  Trajektorienproblem  hatte  Veranlassung  gegeben,  Kurven  zu 
behandeln,  in  deren  Gleichungen  eiu  variabler  Parameter  auftritt,  den 
Jakob  Hermann  Modulus  nannte.  Dementsprechend  hiefi  man  solche 
Gleichungen  Modulargleichungen,  ein  Name,  den  auch  Euler  bei- 
behielt  (1734/35)  und  der  sich  noch  bei  Lagrange  (1785)  findet.  Bei 
Eulers  Untersuchungen  solcher  Modulargleichungen  scheinen  ilberhaupt 
zum  erstenmal  partielle  Differentialgleichungen  vorzukommen,  ohne  dafi 
jedoch  Euler  ihren  eigenartigen  Charakter  betont,  wenn  er  auch  ihre 
Integration  lehrt.  In  der  Abhandlung  „De  infinitis  curvis  ejusdem 
generis"  (Commentarii  Acad.  Petrop.  1734/35,  Petrop.  1740)  sucht  er 
namlich  die  Gleichung 

dz  +  Pdx  =  0 

durch  den  Multiplikator  R  zu  einer  totalen  zu  machen,  so  daB 

Rdz  +  PRdx  ^dS^O 

wird.  Setzen  wir  Eulers  Schreibvreise,  der  damals  noch  keine  Be- 
zeiclmung  fiir  die  partiellen  Differentialquotienten  hatte,  in  unsere  um, 
so  ist  die  aus  der  Integrationsbedingung  folgende  partielle  Diffe- 
rentialgleichung,  welclie  zu  integrieren  ist, 

dB  ^  PdR   ,   RdP 

dx         cz  dz  ' 

Euler  bedient  sich  zu  ihrer  Losung  der  auch  heute  noch  gebrauch- 
liclien  Methode.     Er  eliminiert  aus  dieser  Gleichung  und  aus 

dR  =  ^—  diC  +  ^-  dz 

ex  cz 

p—  und  erhalt  mit  Beachtung  der  gegebenen  Gleichung: 
ex 


ilE  _dF   . 


woraus  der  Multiplikator  folgt. 
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Systematisch  liaben  dann  Euler  und  D'Alembert  partielle  Diffe- 

rentialgleichungen  um  1762  zuerst  behandelt  und  zwar  ersterer  in  dem 

Aufsatze  ^^Investigatio   functionum   ex  data  differentialium  conditioned' 

(Novi  Comm.  Acad.  Petrop.  1762/63,  Petrop.  1764),  indeni  er  Bich  die 

Aufgabe   stellte,   eine   Funktion  V  zu  finden,  fiir  welche  dV  = 

Pdx  +  Qdy  ist,  wenn  zwischen  F,  P,  Q,  x,  y  eine  Relation  be- 

Bteht.     Die  allgemeinste  Differentialgleicbung,  die  er  damals  loste,  ist 

die  Gleichuncc: 

XT  (dV    dV\ 

D'Alembert  aber  behandelte  in  Untersuchnngen  auB  demselben 
Jahre,  die  aber  erst  1768  iinter  dem  Titel  „Recherches  snr  le  calcul 
integral"  im  IV.  Bande  seiner  Opuscules  erschienen,  die  linear  en  par- 
tiellen  Differentialgleichnngen  zum  erstenmal  systematisch. 

Er  nahm  zuerst  die  lineare  partielle  DifiFerentialgleichung  1.  Ord- 
nung  mit  konstanten  Koefiizienten 

I.  l^+A^^  +  Cq-O 

in  Angriff,  setzte,  wie  Euler  schon  1750  bei  Integration  der  linearen 
totalen  Differentialgleicbung  getan  hatte,  q^  e^  und   erhielt  hierdurch 

dx    *        dz    ' 

Indem  er  dann  x     mit  Hilfe  von  dw  =^  ^    dx  -{-  ^    dz  eliminierte, 

...  dx  cx  ^    dz  ^ 

ergab  sicn 

woraus  er  sofort  schloB,  daB  ^    ^  fp{2 -- Ax)  sein  mufi.     Damit  folgt 
dann  i^  =  —  C  —  A(p{z  —  Ax)y   und   hiermit   ergaben    sicli   leicht    w 

und  q. 

Nun  schreitet  D'Alembert   zu   der    allgemeineren   Gleichung  vor 

^  ll  +  4-l  +  -  =  0' 

wo  S  und  w  Funktionen  von  x  und  z   sind.     Dieselbe  Operation   wie 
vorhin  fuhrt  zu  der  Gleichung: 

die  er  aber  nicht,  wie  spater  (1774  und  1779)  Lagrange  getan   hat, 

da 
mit  Beachtung  des   volUg  willkurlichen  Wertes  von  ^  in  die   beiden 

totalen  Gleichungen 

dq  +  wdx  =  0     und     Idx  —  dz^O 
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zerlegt,  sondem  mit  Unterscheidung  dreier  Falle  auf  die  Moglichkeit 
ein  totales  Differential  daraustellen  untersucht.  Allerdings  lieferte  ihm 
aucli  diese  umstandliche  Untersuchung  jene  beiden  totalen  simultanen 
DiflFerentialgleichuiigen. 

Endlich  betrachtet  D'Alembert  noch  die  Gleicliung 

in.  %  +  l%  +  ^.  +  r  =  0, 

worin  A,  6,  1/  Funktionen  von  x  und  t  sind.     Diese  reduziert  er  durch 
die  Subetitution  q  =  fiz    auf  die  Losung  zweier  Gleichungen  von  der 
Form  n  (wenn  man  daselbst  z  ^  t  setzt),  je  fiir  q  und  fur  /t. 
Die   allgemeinste  lineare  Differentialgleichung 

p  =  t'  r+  z 

OX       cy 

aber,  wo  V ^  fp{Xyy),  Z  =  il){x,yjZ)  ist,  hat  Laplace  1773,  also  ein 
Jahr  vor  Lagrange,  gelost  (Mem.  de  TAcad.  de  Paris  pour  Tannee  1774, 
Paris  1777),  indem  er  eine  vierte  Variable  einfiihrte,  die  er  passend  be- 
stimmte. 


Zur  Geschichte  der  Mathematik  bei  den  Indem  iind  Arabem. 

Von 
H.  SuTER  aus  Ziirich. 

1.    Uber  die  Vielecksformel  in  Bhaskaras  Lilavati. 

Bekanntlich  besaBen  die  Inder  zwei  merkwHrdige  Formebi,  urn  die 
Seite  jedes  regelmafiigen  Yielecks  aus  dem  Radius  des  umbeschriebenen 
Kreises  zu  berechnen.  Die  erste  befindet  sich  in  der  Lilavati  (Golebrooke^ 
p.  94),  sie  lautet: 

wo  (I  ==  Durchmesser,  b  =  Bogen  und  p  =  Peripherie  (letztere  beide  in 
Graden  oder  Langenzahlen  gegeben)  bedeuten;  setzt  man  an  Stelle 
von  h  die  GhroBe    - ,  wo  w  die  Seitenzahl  des  Polygons  ist,   so  nimmt 

sie  die  Form  an: 

_      4d(^--l) 

Die  zweite  heiBt: 

_  jd 

"  yw(n  — i)"+6  ' 

sie  findet  sich  in  deu  bisher  verofiFentlichten  mafchematischen  und  astro- 
iiomischen  Schrifteii  der  Inder  unseres  Wissens  nicht,  wird  aber  von 
Jordanus  Nemorarius  in  seinem  liber  de  triangulis  und  wolil  nach 
diesem  von  Regiomontanus  (vergl.  Zeitschrift  f.  Math.  u.  Phys.  42, 
1897,  hist.-literar.  Abteilg.,  p.  150  u.  151)  ausdriicklich  den  Indem  zu- 
geschrieben.  Bei  el-Karchi  (Kafi  ffl-hisab,  edid.  Hochheim,  II.  p.  26) 
lindet  sich  dieselbe  Formel,  aber  umgekehrt  d  aus  *•  bcrechuet;  sie  ge- 
hort  also  zu  dem  wenigen,  was  el-Karchi  den  Indeni  entnommen  hat. 
Die  zweite  Formel  gibt  genaue  Werte  fiir  n  ==  3,  4  und  6,  die  erste 
nur  fiir  n  =  6,  dagegen  ist  diese  fur  groBere  n  etwas  genauer,  gibt 
aber  stets  zu  groBe  Werte,  wahrend  die  andere  zu  kleine  gibt.  M.  Cantor 
(Vorlesungen  Ij,  p.  018)  nennt  die  erstere  eine  Formel,  „deren  Ab- 
leitung  noch  nicht  entratselt  ist".    Nun  hat  mich  eine  Note  in  Banerjis 
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Ausgabe  von  Colebrookes  tJbersetzung  der  Lilavati*)  auf  den  Weg 
gewiesen,  auf  welchem  sehr  wahrscheinlich  die  Inder  zu  dieser  Formel 
gelangt  sind.  Banerji  will  an  dem  genannten  Orte  die  Formel  auf  ihre 
rjenauigkeit  priifen  und  fQhrt  sie  an  der  Hand  folgender  Figur  nach 
und  nach  liber  in 


_  Q,TC  ACB&rcJLB    id 
'**         fp^—  a,rc  ACS'  AB~ 


^  d(4««-4^*)  ^ 


=  d 


-"I'-OTI'-W+IA)*-"-! 

wenn  hohere  Potenzen   von    ■     als    die 

n 

zweite  vemachlassigt  werden.      Nun  ist, 
wenn  ;r  =  _  genommen  wird,  r— ^  naheza 
=   - ,    also  6'  =  rf  (l  —  g  j ;    der    genaue 
Wert  von  s  ist  aber 
=  d  cos  ''  ==  d  ("l  —  ^-  +  -^ etc.'i . 

2  \  8   ^  16-24  7 

Hieraus   ergibt    sich    der  Orad    der  in- 
dischen  Annaberung.     So  weit  BanerjL 

Wir  scblagen  nun  den  umgekehrten  Weg  ein  und  gehen  aus  von 
der  Gleichung: 

5  =-  d  •  cos  I  • 

Nun  kannten  die  Inder  die  Beziehung  cos  9  =  1  —  2  sin*  ^-,  sie  setzen 
also: 

5  =  d(l-28in«J), 


Nun  ist  aber      ,  nahezu  =  q  ,   ja,    wenn  x  =  "l/lO  angenommcn    wird, 


genau  =  ^  ,  also  ist: 


*)  Colebrooke,  Translation  of  the  Lil&vatt.    With  notes  by  Haran  Chandra 
Bauerji.     Calcutta  1893,  p.  123—124 
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Dieser  Wert  stimmt  noch  nieht  f&r  das  Sechseck^  also  f&r  ft^  =  ^ ;  er 
ist  etwas  zu  klein  (^'=9^)7   ^^   indischen  Mathematiker  werden   nun 

versucht  Iiaben,  den  Bruch   -   -,  -  bo  einzurichten,  daB  er  einen  etwas 

groBeren  iind  zugleich  fur  das  Sechseck  richtigen  Wert  ergab;  sie  fanden 
leicht,  daB  dies  der  Fall  ist^  wenn  man  zu  Zahler  and  Nenner  frf  addiert, 
dann  hat  man: 

oder  6j  =  ^  —  6  gesetzt: 


2 

s  =  d\ 


11.    tJber  deu  Verfasser  des  „liber  augment!  et  diminutionis.^ 

In  der  Biblioth.  mathem.  (3j,  1902,  p.  350 — 354)  habe  ich  eine 
Abhandlnng  veroffentlicht  ^^iiber  die  im  liber  aagmenti  et  diminutionis 
vorkommenden  Autoren'*,  und  habe  in  bezug  auf  den  Verfasser  Abraham 
zwischen  drei  Personen  die  W^ahl  gelassen,  denen  ungefahr  dieselbe 
W^ahrscheinlichkeit  zukommt,  namlich  zwischen  Ibrahim  b.  lAnis,  be- 
kannt  unter  dem  Namen  Ibn  el  Hassab,  gest.  920/21,  Ibrahim  b.  Ahmed 
b.  Mo' ad  el  Sabani,  gest.  914  15,  und  Ibrahim  b.  Mnh.  b.  Asah  el- 
Fehmi,  gest.  1056.  Bei  weitem  Studien  iiber  diese  Frage  hat  nun  bei 
mir  eine  andere  Idee  eine  groBe  Wahrscheinlichkeit  gewonnen,  daB 
namlich  die  genannte  Schrift  das  „Buch  der  Vermehrung  und  der  Ver- 
minderung''  des  Soga^  b.  Aslam  sei,  dem  der  Fihrist  (vergl.  Suter,  die 
Mathem.  und  Astron.  d.  Araber,  p.  43,  und  Xachtrage  und  Berichtigungen, 
p.  164)  ein  solches  W^erk  zuschreibt.  Ich  werde  diese  Ansicht  iui 
folgenden  zu  begriinden  versuchen. 

Man  wird  erstaunt  fragen,  wie  aus  Soga  b.  Aslam  ein  Abraham 
entstehen  konne;  es  ist  aber  in  der  Tat  moglich,  daB  in  der  arabischen 
Schrift  Ibrahim  statt  Aslam  gelesen  werden  kann  (welch'  letzterer  Name 
nebenbei  gesagt  sehr  selten  war),  wir  haben  sogar  ein  direktes  Zeugnis 
dafiir:  in  der  Vorrede  zur  lateinischen  Ubersetzung  der  Schrift  des  Soga 
b.  Aslam  „  iiber  die  Ausmessung  des  Fiinfecks  und  Zehnecks"  die 
sich  im  Pariser  Ms.  7377 A  (^fol.  93**  beginneud)  beiiiidet,  und  von  der 
G.  Sacerdote   iiach   der  in  Munehen   (225,3")  befindlichen  hebrUischen 
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tlbersetzung  eine  sehr  der  VerbesBening  beddrftige  italienische  C^ber- 
setzung  verofiFentlicht  hat*),  heiBt  es  im  Anfang:  Dixit  Abu  Camel 
Ssagia**)  fil.  Abrahim  aggregator  istius  libri.  Da  nun  die  lateinische 
t^^bersetzung  dieser  Scbriffc  den  Namen  Abraham  (allerdings  nur  hinter 
dem  Worte  filius)  enthalt,  so  diirfen  wir  uns  wohl  fragen:  konnte  dieses 
,,Abraham"  nicht  auch  in  andere  lateinische  tTbersetzungen  von  Arbeiten 
Sola's  tlbergegangen  sein,  also  z.  B.  in  die  tJl)ersetzung  des  ,,Buches 
von  der  Vermehrung  und  der  Verminderung*'? 

DaB  die  Arbeiten  So^'  b.  Aslams  sehr  verbreitet  und  geschatzt 
waren,  dafQr  fHhre  ich  folgende  Zeugnisse  an:  Im  arabischen  Original 
hat  man  bis  jetzt  allerdings  nur  eine  Schrift  Sola's  gefunden,  namlich 
seine  Tara'if  (Auserlesenes,  Seltenes)  aus  der  Rechenkunst,  in  Leiden 
(1003);  es  eiistieren  aber  hebriLische  tTbersetzungen  von  dreien  seiner 
Werke:  von  der  Algebra,  von  der  Schrift  iiber  das  FUnfeck  und  Zehn- 
eck,  und  von  den  Tara'if  aus  der  Rechenkunst  (Miinchen  225  und  Paris 
1029),  und  zvrar  liegen  diesen  nicht  die  arabischen  Originale,  auch 
nicht  die  sofort  zu  nennenden  lateinischen  tTbersetzungen  zugrunde, 
sondem  sehr  wahrscheinUch  spanische  tTbersetzungen.  Ins  Lateinische 
iibersetzt  sind  die  Schrift  iiber  das  Fiinfeck  und  Zehneck,  und  sehr 
wahrscheinlich  die  Algebra  und  die  Taraif;  aUe  drei  befinden  sich  in 
Paris  Ms.  7377  A.***)  Ibn  Chaldfln  sagt  in  seinen  Prolegomena  (Ausgabe 
V.  BeirQt,  1886,  p.  422),  daB  die  Algebra  des  Soga'  b.  Aslam  zu  den 
besten  Werken  dieser  Art  gehore  und  von  spanischen  Gelehrten  ofters 
kommentiert  worden  sei,  so  z.  B.  von  el-Qoresi  (vielleicht  dem  bekannten 
Schriftsteller  iiber  Geheimwissenschaften  und  magische  Quadrate,  Ahmed 
b.  'All  el-Biini  el  Qoresi,  gest.  1225).  Diese  Stelle  ist  nach  der  tHber- 
setzung  Woepckes  (Recherches  sur  plusieurs  ouvrages  de  Leon,  de  Pise, 
in  den  Atti  dell'  accad.  dei  Nuovi  Lincei,  1859,  T.  XII.)  bis  jetzt  auf 
die  Algebra  des  Muh.  b.  Mftsa  el-Chowarezmi  bezogen  worden,  die 
unmittelbar  vor  derjenigen  des  Sogaf  b.  Aslam  erwahnt  wird;  es  mufi 
zugegeben  werden,  daB  so  (ibersetzt  werden  kann,  wie  Woepcke  iiber- 
setzt hat,  allein  das  Richtige  ist  jedenfaUs,  die  Worte  „die8  Buch  ge- 
hore zu  den  besten  Werken  dieser  Art''  auf  die  Algebra  des  Ibn  Aslam 
zu  beziehen.  So  hat  es  in  der  Tat  auch  H.  ChalfEi  aufgefafit,  indem 
er  die  eben  angefiihrten  Worte  Ibn  Chaldtins  der  Nennung  der  Algebra 


*)  Festschrift  znm  80.  Geburtstage  M.  Steinschneiders,  Leipzig  1896, 
p.  167—194. 

**)  Hierans  ist  vielleicht  das  Sayd  entstanden,  das  sich  im  Pariser  Ms.  7266 
in  einer  Randnote  neben  der  Abhandlnng  des  Abhabnchr  befindet. 

***)  Vergl.  Steinschneider,  Die  hebraischen  Obersetznngen  des  Mittelaltern. 
Berlin  1893,  p.  684—588. 
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Ibn  Aslams  beifiigt  (11.  585);  auch  den  Kommentar  des  Qoreei  zahlt 
H.  Chalfa  (1.  c.)  jedenfalls  nach  Ibn  Chaldt^n  zu  den  beeten  dieses 
Werkes.  Da  nun  diese  Algebra  mit  ibrem  Kommentar  bei  den  West- 
arabem  so  hoch  gestellt  war,  so  liegt  der  Schlufi  nahe,  daB  dieselbe 
in  Spanien  und  Nordafrika  verbreitet  gewesen  und  also  wohl  auch  ins 
Lateinische  Qbersetzt  worden  sein  wird.  War  nun  die  Algebra  so  ge- 
schatzt,  so  wird  man  auch  den  iibrigen  damals  noch  Torhandenen 
Werken  Ibn  Aslams  groBere  Aufmerksamkeit  geschenkt  haben. 

Wir  kommen  nun  zu  den  Hauptgriinden,  die  daf&r  sprechen,  daB 
der  liber  augmenti  et  diminutionis  von  ^o^'  b.  Aslam  TerfaBt  sei. 
Diese  Abhandlung  befindet  sich  in  lateinischer  t^ersetzung  in  den  drei 
Pariser  Mss.  7266,  7377  A  imd  9335;  im  zuletzi^nannten  schlieBt  da- 
mit  eine  Reihe  von  Abhandlungen  iiber  Arithmetik,  Algebra,  flachen- 
und  Eorperberechnung  ab*),  im  Ms.  7377  A  aber  folgen  auf  diesen 
liber  augmenti  etc.  unmittelbar  die  drei  oben  genannten  Abhandlungen 
in  der  Reihenfolge:  Algebra,  Fiinfeck  und  Zehneck,  Tara'if.  Die  Algebra 
ist  anonym,  sie  wurde  daher  auch  yom  Verfasser  des  Pariser  Cataloges 
(T.  IV.  Paris  1744)  und  auch  von  B.  Boncompagni  (Delia  vita  e  delle 
opere  di  Gherardo  Cremonese  etc.,  Roma  1851,  p.  54)  nicht  als  eine 
eigene  Abhandlung  erkannt,  sondem  als  zweiter  Teil  oder  SchluB  des 
liber  augmenti  etc.  angesehen.  Die  Schrift  liber  das  FtLnfeck  und 
Zehneck  wird  ausdriicklich  dem  Ab^  Camel  Ssagia  fiL  Abrahim,  d.  h. 
dem  Abti  £[amil  So^a'  b.  Aslam  zugeschrieben;  in  der  Vorrede  wird 
auf  eine  Algebra  desselben  Yerfassers  hingewiesen.  Die  letzte  Abhand- 
lung ist  wieder  anonym,  aber  hochst  wahrscheinlich  eine  tTbersetzung 
der  Taru'if  des  So^'  b.  Aslam.  In  der  hebraischen  Ubersetzung  der 
Algebra  (Miinchen  225)  heiBt  es  nun  am  Schlusse:  „aus  dieser  Frage 
(Aufgabe)  konnen  viele  andere  abgeleitet  werden,  deren  Operation  (Auf- 
losung)  sich  erklaren  laBt  nach  den  Methoden,  welche  wir  firiiher  ge- 
lehrt  haben**),  und  denen,  welche  wir  in  diesem  Buche  hinzugefugt 
haben.'^  Was  liegt  mm  naher  als  anzunehmen,  Abti  Kamil  b.  Aslam 
weise  mit  den  Worten  „welche  wir  friiher  gelehrt  haben"  auf  die  im 
liber  augmenti  etc.  gelehrten  indischen  Methoden  hin,  wahrend  die  „in 
diesem  Buche  hinzugefiigten"  die  rein  algebraischen  (d.  h.  die  sechs 
Falle  der  Gleichungen  ersten  imd  zweiten  Grades)  seien? 


♦)  Vergl.   A.  A.  Bj5rnbo,   in   der  Biblioth.  mathem.  3,,   1902,  p.  63—76, 
und  P.  Tannery,  ibid.  2„  1901,  p.  46—47. 

**)  Steinschneider  (1.  c.  p.  686)  ubersetzt  etwas  freier:  „welche  voran- 
gegangen  sind*^  was  auch  auf  eineu  and^m  Verfasser  schliefien  liefie,  w&hrend 
die  wOrtliche  Cbersetzung  beweist,  dafi  sQwohl  die  iriiheren  als  auch  die  jetzigen 
Methoden  von  demselben  Autor  erklilrt  warden  siud. 
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Man  gestatte  mir^  noch  einen  letzteii;  wenn  auch  nicht  entscheiden- 
den  Gnind  fiir  meine  Ansicht  anzufiihren.  In  der  Biblioth.  mathem.  (3^, 
1902,  p.  350-  354)  habe  ich  nacligewiesen;  dafi  der  im  liber  augment!  etc. 
genannte  lob  filius  Salomonis  identisch  sei  niit  dem  Erbteiler  Eijtib 
b.  Soleiman,  and  daB  bei  diesem  der  Agypter  'Abdelgani  b.  Abi  'Aqil 
die  Erbteilungen  gehort  babe;  nun  war  Ibn  Aslam  ebenfalls  ein  Agypter, 
lebte  wahrecheinlich  ungefahr  zur  selben  Zeit  (c.  900)  wie  "Abdelgani, 
und  ist  also  vielleicbt  ebenfaUs  ein  Schiller  von  EijClb  b.  Soleiman  ge- 
Avesen,  hat  also  seinen  Lehrer  in  seinem  Buche  (Iber  „die  Vermehrung 
und  die  Verminderung"  zitiert.  Vielleicht  hat  er  diesen  Eijiib  b.  Soleiman 
in  Spanien  gehort,  vielleicht  langere  Zeit  in  Spanien  oder  Nordafrika 
gelebt,  daher  waren  seine  Schriften  gerade  dort  verbreitet. 

Ich  schliefie  hiermit  diese  Untersuchung  mit  dem  Wunsche,  es 
mochten  in  nachster  Zeit  die  zweite  und  vierte  der  oben  genanuten 
Abhandlungen  des  Pariser  Ms.  737  7  A  veroffentlicht  werden,  und  zwar 
nicht  blofi  mit  Angabe  der  Anfangs-  und  Schlufiworte,  sondem  wo- 
moglich  voUstandig;  ich  glaube,  dafi  dadurch  die  Frage  (iber  den  Ver- 
fasser  des  liber  augmenti  et  diminutionis  zur  endgiiltigen  Erledigung 
gebracht  werden  konnte. 


Verb.  d.  III.  Inturuat.  Mathein.-Koiigr.   U«»ld0lb«rg  1904.  36 


Pour  une  histoire  de  la  g^om^tiie  analytique. 

Von 
6.  LoRiA  aus  Genua. 


I. 

Vous  connaissez  tons  TAnalytische  Geometrie  du  regrette 
Richard  Baltzer.  Suiyant  mon  sentiment,  c'est  le  premier  traite  de 
geometrie  analytique  qui  o£Pre  d'une  maniere  saisissante  les  caracteres  de 
ce  qu'on  entend  a  present  par  application  de  Tanalyse  a  la  geo- 
metrie. Personne  n'ignore  qu'on  y  trouve  ^tudiees  tour  a  tour  la 
geometrie  de  la  droite,  celle  du  plan  et  enfin  celle  de  respace,  et  que 
meme  des  notices  sur  les  espaces  superieurs  n'y  font  pas  defaut.  Des 
exactes  determinations  des  signes  des  figures  menent  I'auteur  a  des 
formules  d'une  generalite  parfaite,  qui  sont  tout  pretes  pour  etre  appli- 
quees  sans  besoin  d*avoir  recours  a  la  figure;  lemploi  des  coordonnees 
homogenes,  combine  avec  les  concepts  fondamentaux  de  la  geometrie 
projective,  rend  possible  la  consideration  des  elements  a  Tinfini,  tandis- 
que  I'emploi  de  notations  expressives  et  Tapplication  de  la  theorie  des 
formes  et  des  determinants  donnent  a  toute  sorte  de  calculs  une  ele- 
gance et  une  symetrie  parfaites. 

Quoique  Baltzer  ne  manque  pas  de  donner  une  idee  de  I'appli- 
cation  de  I'algebre  a  la  resolution  des  problfemes  determines,  sa 
geometrie  analytique  est  au  fond  une  theorie  des  lieux  geometri- 
ques.  Si  on  compare  les  procedes  de  Baltzer  avec  ceux  qui  caracteri- 
sent  la  geometrie  grecque  on  trouve  des  differences  tellement  profondes 
que  le  lecteur  se  demande  naturellement  comment  le  savant  professeur 
de  rUniversite  de  Giessen  ait  pu  declarer  dans  son  Avant-propos 
que  les  theories  qu'il  expose  sont  les  arrieres-petites-nieces  de  celles  que 
Tantiquite  nous  a  transmis  avec  la  marque  de  fabrique  d'Apollonius. 

n. 

Mais  cet  etonnement  disparait  bientf)t  si  on  compare  les  ouvrages 
a'ApoUonius  a  la  source  la  plus   ancienne   de  la  geometrie  analytique: 
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la  Geom^trie  de  Descartes  (1637)  porte  en  eflfet  rempreinte  evidente 
des  pens^es  des  mathematiciens  grecs.  Quoique  son  auteur  ait  remarque 
avec  raison  dans  son  Discours  de  la  methode  que  ^^Fanalyse  des 
anciens  ...  est  toujours  si  astreinte  a  la  consideration  des  figures, 
qu'elle  ne  pent  exercer  Tentendement  sans  fatiguer  rimagination^',  la 
solution  du  probleme  de  Pappus  donnee  par  lui*),  resultant  d^appli- 
cations  repetees  du  theoreme  de  Pythagore  et  des  proprietes  des 
triangles  semblables,  est  inseparable  de  la  consideration  continuelle  de 
la  figure;  en  general  ses  procedes  manquent  des  qualites  de  generalite 
et  d'elegance  aujourd'hui  si  appreciees;  de  sorte  qu'ils  ne  paraissent  qu^une 
lourde  traduction  de  la  geometric  hellene  dans  le  langage  de  Talgebre 
elementaire.  Mais  quelques  grossiers  et  primitifs  que  nous  semblent 
ces  procedes,  leur  valeur  est  prouvee  par  les  consequences  qu'ils  ont 
donnees  entre  les  mains  de  leur  inventeur;  cest  done  avec  raison  que 
Descartes,  dont  la  modestie  n'egalait  pas  le  genie,  d^clarait  qu'ils  etaient 
„autant  au  dela  de  la  geometric  ordinaire  que  la  rethorique  de  Ciceron 
est  au  dela  de  Ta.  b.  c.  des  enfants".  **) 

Ce  n'est  pas  mon  intention  de  m'arreter  sur  les  applications  que 
ce  grand  philosopbe  fit  de  la  methode  des  coordonn^es;  je  veux  seule- 
ment  fixer  Tattention  de  la  Section  sur  Tessence  et  sur  la  forme  de  la 
methode  qu'il  a  forgee,  et  particuliferement  sur  les  doutes  et  les  que- 
stions qui  surgissent  en  ^tudiant  son  ouyrage  immortel.  Par  exemple:  Des- 
cartes avait-il  Tidee  et  connaissait-il  le  mecanisme  de  la  transformation 
des  coordonnees?  etait-il  en  mesure  de  tracer  exactement  une  courbe 
definie  par  son  equation?  Or  a  la  premiere  de  ces  questions  semble 
repondre  un  passage  de  Touvrage  cit^,  oil  Descartes  affirme***)  Tim- 
possibilite    de   modifier   le  degre    de  T^quation  d'une    courbe   par   des 


*)  Ilparait  que  c'est  lephilosophe  Golius  qui  attira  I'attention  de  Descartes 
sur  cette  question,  car  c^est  k  lui  qu^il  en  envoya  la  premiere  solution,  qui  lui 
avait  cout^  cinque  ou  six  semaines  de  travail  (voyez  Oeuvres  de  Descartes, 
^d.  Adam  et  Tannery,  T.  1,  Paris  1897,  p.  232—235  et  244)  et  qu'il  dut  plus  tard 
d^fendre  des  attaques  de  Roberval  (id.  T.  IV,  1901,  p.  363).  —  Comparez  aussi 
la  solution  du  probleme  du  cercle  tangent  a  trois  autres  envoy^e  par  Descartes  £t 
la  Princesse  Elisabeth  de  Boheme  en  Novembre  1643  (id.  T.  IV,  p.  38—42). 
**)  Lettre  a  Mersenne  (Oeuvres  T.  I,  p.  479).  Un  pen  plus  bas  (p.  480) 
Descartes  ajoute  que  „nos  neveuz  ne  trouveront  jamais  rien  en  cette  mati^re 
que  je  ne  pusse  aussi  avoir  trouv^  aussi  bien  qu*euz,  si  j'eusse  voulu  prendre  la 
peine  de  la  rechercher". 

**•)  „Encore  qu'il  y  ait  beaucoup  de  choiz  pour  rendre  F^quation  plus  courte 
et  plus  ais^e,  toutefois,  en  quelle  fa9on  qu*on  les  prenne,  on  pent  toujours  faire 
que  la  ligne,  paraisse  du  m^me  genre,  ainsi  qu'il  est  ais^  de  d^montrer.''  La 
geometric,  ^d.  Hermann,  Paris  1886,  p.  19. 

86* 
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changements  daxes;  a  cette  question  se  rapportent  aussi  quelques 
phrases  de  la  correspondence  de  rUlustre  savant*)  oil,  pour  confondre 
son  adversaire  Roberval^  il  repr^sente  par  des  equations  differentes  la 
courbe  qu'on  appelle  a  present  feuille  de  Cartesius.  Ces  phrases 
servent  aussi  a  prouver  jusqu'a  quel  point  il  savait  tracer  une  courbe 
dont  il  connaissait  Tequation;  car,  quoique  uvec  le  ton  hautain  qui  le 
caracterise,  il  dit,  a  propos  de  la  feuille,  que  sa  forme  ,,se  voit  a  Toeil 
sans  aucun  esprit  ni  science"**),  il  ny  a  aucun  doute  que  de  cette 
courbe  il  ne  considerait  que  la  boucle;  ne  pouvant  pas  interpreter  les 
yaleurs  infinies  des  coordonnees,  ses  branches  infinies  lui  resterent  in- 
connues;  ses  contemporains,  ne  connaissant  non  plus  les  conventions 
sur  les  signes  des  coordonnees,  ajout^rent  arbitrairement  a  cette  boucle 
trois  autres  egales  et  parvinrent  de  la  sorte  a  la  fameuse  galande. 

m. 

Si  la  discretion  ne  m'imposait  pas  d'etre  court  je  pourrais  mul- 
tiplier les  preuves  des  differences  qui  existent,  dans  le  fond  aussi  bien 
qu'a  la  surface,  entre  la  Geometric  cartesienne  et  notre  geometric 
analjtique.  Mais  je  prefere  de  rappeler  que  presque  en  m^me  temps 
que  Descartes,  peut-etre  un  peu  auparavant,  un  autre  grand  savant 
fran^ais  concevait  et  developpait  la  methode  de  coordonnees***);  or 
quelle  relation  y  a-t-il  entre  la  geometric  analytique  de  Fermat  et  la 
notre?  Pour  repondre  a  cette  question  remarquons  que  le  point 
de  depart  des  considerations  geometrico  -  analytiques  de  Fermat  est 
Tobservation  vraiment  fondamentale  et  tout-a-fait  originale,  que  toute 
equation  entre  deux  variables  pent  se  considerer  comme  representant 
une  courbe,  pourvu  qu'on  considere  ces  variables  comme  les  coordon- 
nees d'un  point  du  plan.  En  la  developpant  le  celebre  geometre  de- 
couvrit  que  toute  equation  du  premier  degre  repr^sente  une  droite  et 
prouva,  par  de  nombreux  exemples,   qu'il  pouvait,  a  Taide  de  transfor- 

•)  Oeuvres  de  Descartes,  ed.  Adam  et  Tannery,  T.  II,  Paris  1898,  p.  316 
et  330.'  Comp.  mon  omTage  Spezielle  alg.  iind  tranez.  ebene  Eurven 
(Leipzig  1902),  p.  63. 

**)  Oeuvres  de  Descartes,  T.  11,  p.  317.  • 

***;  Ad  locos  pianos  et  solidos  isagoge  (publie  en  1679;  voyez  Oeuvres 
de  Fermat,  <^d.  Tannery  et  Henry,  T.  I,  1891,  p.  91—110),  „qui  est  un  traits  ana- 
lytique coiicernant  la  solution  des  problemes  plans  et  solides;  qui  avoit  estc  veu 
devant  que  M.  Dew  cartes  eut  rien  publitS  sur  ce  sujet"  (id.  p.  360). 

11  est  bon  de  remarquer  que  Fermat,  comme  Viete,  repr^sente  lee  coor- 
donnees par  des  voyelles,  tandisque  c'est  u  Descartes  que  remonte  notre  habi- 
tude de  les  indiquer  par  les  lettres  x^  y  .  .  . 
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mations  de  coordonnees,  determiner  I'espece  de  la  section  conique  re- 
presentee par  Tine  equation  de  second  ordre  donnee  ad  libitum. 
Ajoutons  que,  par  sa  generalisation  de  la  spirale  d'Archim^de,  il  sest 
mis  a  la  tete  de  ceux  qui,  en  reprenant  un  ordre  d'id^es,  dont  la  source 
se  trouve  dans  les  oeuvres  du  celebre  Syracusain,  enricliirent  la  geo- 
metric du  systeme  de  coordonnees  polaires. 

Ces  remarques,  qu'il  serait  aise  de  developper,  prouvent  que  la 
geometric  analytique  de  Fermat  est  bien  plus  proche  de  la  notre  que 
ne  le  soit  celle  de  Descartes.  Mais  tout  le  monde  sait  que  les  idees 
du  Toulousain  jouirent  d*une  difiPusion  tres  restreinte  et  par  la  exer- 
cerent  une  influence  extr^mement  moindre  que  celle  qu'on  en  pouvait 
attendre;  ce  n'est  que  dans  ces  demiers  temps  que  les  historiens  de 
la  geometric  ont  pris  Thabitude  de  mettre  Fermat  a  cote  de  Des- 
cartes; auparavant  on  suivait  Texemple  du  P.  Rabuel*),  qui  considerait 
Fermat  comme  un  disciple  de  Descartes,  ou  celui  de  Fontenelle,  qui 
croyait  dire  une  chose  completement  exacte  en  ecrivant:  „9a  et^  une 
excellente  idee,  et  d*ime  utility  inestimable  a  toute  la  geometric  que 
celle  de  Descartes,  d'exprimer  la  nature  des  courbes  par  des  Equations 
alg^briques."**) 

IV. 

Ce  systeme  d'attribuer  a  Tauteur  du  Discours  de  la  methode 
la  paternite  de  la  geometric  analytique,  bien  qu'historiquement  faux, 
pent  facilement  s'expliquer,  car  le  prix  d'une  plante  est  directement 
proportionnel  aux  fruits  qu'elle  fut  capable  de  donner,  et  tons  les  tra- 
vaux,  auxquels  la  methode  des  coordonnees  est  redevable  de  quelque 
progres,  sont,  presque  sans  exception,  des  derivations  de  la  Geometric 
de  Descartes.  Dans  la  liste  de  ces  travaux  la  premiere  place  devrait 
etre  occupee  par  les  commentaires  dtls  a  un  gentilhomme,  dont  le  nom 
nous  est  inconnu***),  et  aux  traducteurs  en  Latin  de  la  Geometric 
(De  Beauue  et  Schooten)f);  mais  tons,  s'interessant  plutot  aux  recher- 


*)  Commentaire  sur  la  G^om^trie  de  Descartes  (Lyon  1780),  Preface. 

**)  Hi»toire  de  TAcad^mie  des  sciences,  Ann^e  MDCGXXIX,  p.  37. 
***)  Descartes   en   parle   dans   la   lettre   qn*il    ^crivit   au  P.  Mersenne   le 
27  Mai  1638  (Oeuvres  de  Descartes,  T.  II,  p.  146);  le  (mediocre)  travail  dont  il 
s'agit  a  pour  titre  Calcul  de  Mons.  des  Cartes  et  n'a  ^t^  public  qu'  en  1896 
par  H.  Adam  (voir  Bull,  des  Sciences  math.,  2*  S^e,  T.  XX,  I.  Partie). 

t)  Renati  Descartes  Geometria  cum  notis  Florimondi  de  Beaune. 
Opera  atque  studio  Francisci  d.  Schooten  (Lugd.  Bat.,  1649).  Voyez  a  ce 
su^jet  quelques  lettres  de  Descartes  publics  par  MM.  Adam  et  Tannery  dans 
le  T.  n  (p.  479,  610,  676)  des  Oeuvres  de  Descartes. 

Dans  une  histoire  complete  de  la  geometric  analytique,  parmi  les  successeura 
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ches  algebriques  du  maitre,  ne  surent  combler  aucune  des  lacunes 
geometriques  qu'il  avait  laiss^es.  On  peut  repeter  presque  la  m^me 
chose  de  Wallis;  celui-ci*)  traduisit  habilement  les  Coniques  d'Apol- 
lonius  dans  la  langue  cart^sienne;  mais  des  qu'il  abandonna  cette 
th^orie  et  se  hasarda  dans  line  region  encore  inexplor^,  il  commit 
ime  grave  erreur,  en  cherchant  la  forme  de  la  parabole  cubique;  il 
foumit  ainsi  une  preuve  nouvelle  d*une  imperfection  existant  dans  la 
m^tbode  des  coordonnees,  telle  qu'on  la  lit  en  Descartes  (tout  aussi 
bien  que  dans  Tancienne  trigonom^trie**)),  imperfection  provenant 
de  Tabsence  des  signes  des  coordonnees;  nous  Tavons  d^ja  remar- 
quee  ci-dessus,  et  il  serait  aise  d'en  signaler  plusieurs  facheuses  con- 
sequences dans  les  lettres  de  Sluse,  Schooten,  Huygens  et  Leibniz***). 
Cette  imperfection  nous  apparait  si  grave  qu'on  peut  s'etonner  qu'on 
ne  se  soit  pas  bat^  de  la  corriger;  si  on  veut  s'expliquer  ce  fait  et 
d'autres  aussi  etonnants  offerts  par  Thistoire  de  la  geometric  analytique, 
il  faut  se  ressouvenir,  que  la  naissance  de  cette  branche  des  mathe- 
matiques  fut  bientot  suivie  par  celles  du  calcul  infinitesimal,  et  que  le 
d^sir  de  montrer  la  puissance  de  celui-ci  fit  oublier  le  besoin  de  s'oc- 
cuper  ex-professo  de  sa  soeur  ain^e:  bref,  dans  cette  ^poque  I'histoire 
de  la  geometric  analytique  se  confond  avec  celle  des  applications  geo- 
metriques de  Tanalyse  infinitesimale.f) 


de  Descartes,  devront  prendre  place  de  Witt,  qoi  dans  ses  Elementa  cur- 
varum  linearum  (publics  en  appendice  de  la  traduction  que  nous  venons  de 
citer)  discuta  les  ^uations  cartesiennes  du  l""  et  2**  degrd,  A.  J.  Hermann,  qui 
dans  son  memoire  De  locis  solidis  ad  mentem  Cartesii  concinne  con- 
strue nd  is  (Comment.  Petrop.  T.  IV,  1729,  p.  15—26)  s'occupa  de  la  classifica- 
tion des  couxbes  du  2**  degrt^,  et  C.  Rabuel  qui,  dans  son  Commentaire  sur 
la  G^om^trie  de  Descartes  (Lyon  1730),  expliqua  toutes  les  phrases  obscures 
du  maitre;  mais  il  ne  faut  pas  oublier  que  ce  dernier,  ayant  (^crit  presque  un  siecle 
apr^s  la  publication  de  la  Geom^trie  de  Descartes  (dont  Timpression  finit  le 
8  Juin  1637;  Oeuvres  de  Descartes,  T.  I,  p.  381),  subit  Tinfluence  des  geo- 
metres  post^rieurs. 

*)  Dans  son  ouvrage:  Tractatus  de  sectionis  conicis  nova  methodo 
expositi,  public  la  premiere  fois  en  1665. 

**)  Comp.  Tropfke,  Geschichte  der  Elemcntar-Mathematik  (Leipzig 
1903),  p.  224. 

•**)  Voyez  Bollettino  di  bibliografia  e  storia  delle  scienze  matema- 
tiche  T.  in,  1900,  p.  42 — 45;  et  encore  plusieurs  passages  de  mon  ouvrage  ci- 
dessus  cit^  sur  les  courbes  planes  particuli^res. 

t)  A  remarquer  dans  cette  ^poque  la  familiarity  que  tout  le  monde  avait 
avec  le  concept  g^n^ral  de  coordonnees;  voyez  p.  ex.  I'Analyse  des  in- 
finiment  petits  (Paris  1696)  du  Marquis  de  THopital. 
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Malgre  la  preference  marquee  pour  les  nouveaux  calculs,  que  sen- 
tireiit  et  manifestferent  les  geometres  de  la  seconde  moitie  du  XVII.  Siecle, 
les  culteurs  de  la  methode  des  coordonnees  ne  manqu^rent  pas  compl^te- 
ment.  Nous  trouvons  parmi  eux  avant  tout  Roberval,  qui,  abandon- 
nant  enfin  le  role  d'oppositeur  aveugle  aux  idees  de  Descartes,  qu'il 
avait  joue  jusqu'alors,  consacra  a  cette  branche  des  mathematiques  une 
section  de  son  memoire  De  geometrica  planarum  et  cubicarum 
aequationum  resolutione*),  dans  laquelle  il  ^tablit  les  equations 
du  cercle,  des  coniques  et  de  la  concboide;  remarquez.  Messieurs,  que 
de  la  droite  il  ne  fit  pas  mSme  mention!  Ce  memoire  est  probable- 
ment  tire  de  lemons  que  Roberval  fit  au  College  de  Prance.  Un  des 
plus  interessants  chapitres  de  TArithmetique  universelle  a  non 
seulement  un  sujet,  mais  aussi  une  origine  analogue:  car  on  sait  que 
cet  ouvrage  est  tire  des  lefons  que  Newton  tint  pendant  les  annees 
1673 — 1683:  toutefois  le  niveau  de  ces  lemons  est  bien  plus  haut  que 
celui  du  memoire  de  Roberval;  en  eflFet  Tauteur  des  Principia  y 
montre  qu'il  sait  trouver  I'equation  et  determiner  la  nature  de  toute 
section  plane  d'un  cone  du  second  ordre. 

A  peu  pr^s  dans  la  meme  epoque,  de  la  Hire  parcourait  une  route 
analogue  a  celle  suivie  par  Roberval,  dans  un  opuscule  auquel,  si  je  ne 
me  trompe,  les  historiens  ne  preterent  pas  encore  assez  d'attention; 
c'est  I'opuscule  traitant  Les  lieux  g^om^triques  (1679),  qui  fait  suite 
aux  colebres  Nouveaux  elements  des  sections  coniques**),  et  oti 
est  proposee  pour  la  geometric  analytique  une  nomenclature  originale 
qui  rappelle  celle  bien  connue  que  Desargues  imagina  pour  la  geome- 
tric de  position.  Ajoutons  que  de  la  Hire  comme  ses  contemporains, 
ne  considerait  pas  tons  les  deux  axes  coordonnees,  mais  seulement  celui 
des  abscisses,  Torigine  et  la  direction  des  ordonn^es:  c'est  une  habi- 
tude digne  d'etre  remarqu^e,  car  elle  prouve  que  pour  Descartes  et  pour 
ses  successeurs  les  deux  coordonnees  d'un  point  etaient  deux  grandeurs 
d'especes  diflferentes.***) 


•)  Mem.  de  I'Acad^mie  (Paria)  T.  VI,  p.  177—198. 

**)  Voyez  aussi  les  Remarques  sur  la  construction  des  lieux  g^o- 
metriques  et  des  Equations  (M^m.  de  TAcad.  des  Sciences,  Annexe  MDCCX, 
p.  7-46). 

***)  La  necessity  d'etre  bref  ne  m'a  pas  permis  de  parler  dans  une  communi- 
cation au  Congr^s  d'un  ouvrage,  public  en  1687  par  Ozanam,  dont  le  plan  est 
semblable  it  celui  de  la  Hire.  II  se  compose  en  effet  de  trois  parties  qni  por- 
tent les  titres  suivants:  Traite  des  ligncs  du  premier  genre  expliqu^es 
par  une  methode   nouvelle   et  facile.    Traits  de  la  construction  des 
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La  renommee;  qu*an  sort  injuste  nia  aux  recherches  de  geometrie 
analytique  de  la  Hire,  fut  g^n^reosement  accord^  an  Traite  analyti- 
que  des  sections  coniques  da  marquis  de  FHopital*),  livre  bean 
et  bon,  qui  exer9a  Finflnence  la  pins  saine  en  France  et  k  r^tranger, 
et  que  m^me  aujourd'hui  on  lit  avec  plaisir.**) 

Quoique  dans  ce  traits  les  conventions  relatives  aux  signes  des 
coordonnees  n'atteignent  pas  toute  la  precision  desirable,  toutefois  les 
valeurs  negatives  des  coordonn^s  sont  admises  et  interpret^;  et  qnoi- 
que  Taxe  des  coordonnees  ne  soit  pas  encore  introdnit%d^  le  debut,  il 
fait  son  apparition  dans  plusieurs  occasions.  Je  veux  ajouter  que,  pour  le 
marquis  de  THopital,  tout  aussi  bien  que  pour  de  la  Hire,  la  theorie  des 
lieux  *geometriques  n'est  pas  le  but  supreme  de  la  geometrie  analytique*, 
au  contniire  elle  est  plutot  une  preparation  a  la  resolution  des  probl^mes 
determines  a  Taide  dmtersection  des  lignes;  qu'on  me  permette  de  re- 
marquer,  que,  suivant  mes  id^es,  aujourdliui  on  a  tort  de  n^gliger 
compl^tement  dans  Tenseignement  ce  cote  si  important,  theoriquement 
et  pratiquement,  de  la  doctrine  des  courbes. 

VI. 

Parmi  les  differentes  routes  que  peuvent  suivre  les  culteurs  d'une 
theorie,  aucune,  suivant  mon  sentiment,  n'est  preferable  a  celle  qui  porte 
a  des  verites  nouvelles  par  des  applications  variees  de  cette  theorie;  un 
soutien  puissant  a  cette  opinion  nous  est  donne  par  rEnumeratio 
linearum  tertii  ordinis.***)   En  eflfet  dans  cet  ouvrage  Newton  se  pro- 


dqnations  pour  la  solution  des  probl^mes  determines.  Traite  des 
lieux  geometriqnes,  expliqne  par  une  methode  courte  et  facile.  La  I 
scmble  uno  traduction  des  Coniques  d'Apollonins  dans  le  langage  cartesien.  Dans 
la  11  Ozanam  prouve  qu'il  connait  la  forme  de  la  parabole  solide  x^^=a*y  (voyez 
les  figures  37  et  88),  tandis  que  celle  de  la  cissoide  (voyez  tig.  36)  lui  etait  connue 
imparfaitement.  Dans  la  III  il  reduit  les  equations  des  lieux  du  l*"  et  du  2^  ordre 
a  des  formes  simples,  a  Taide  des  changements  de  variables  (transformations  de 
coordonnees);  c^est  la  plus  importante  des  trois. 

*)  Cet  ou\Tage,  qui  etait  fini  en  1704,  ne  fut  publie  qu'en  1707,  apres  la 
mort  de  Tauteur. 

*^  On  pent  ajouter  que  tandis  que  de  la  Hire  designe  toi:gour8  Torigine  des 
coordonnees  par  la  lettre  0,  de  THdpital  preft^e  la  lettre  A;  la  meme  chose 
firent  P.  Rabuel  dans  son  Commentaire,  M.  G.  Agnesi  dans  ses  Istitu- 
zioni  analiticbe  (Milan  1748),  Waring  dans  ses  Miscellanea  analytica 
(Cantabrigiae  1762),  Prony  (Journal  de  I'Ec.  pol.  T.  I,  1794),  Paoli  dans  ses  ex- 
cellents  Elementi  di  algebra  (Pise  1794),  Livet  (Joum.  de  lEc.  pol.,  XTTT  cab. 
1806)  etc. 

***)  Quoique  public  seulement  1704,  cet  ouvrage  semble  remonter  a  I'annee  1676. 
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posa  la  classificiitioii  des  courbes  planes  du  3*  ordre;  mais,  corame  il  ap- 
pliqua  a  ce  but  la  transformation  des  coordonnees^  reduisant  les  equations 
de  tontes  les  cubiques  planes  a  cinq  formes  canoniques  et  en  deduisant 
Texistence  d'un  egal  nombre  de  courbes,  d'oii  toutes  les  autres  peuvent  se 
tirer  perumbras,  ilest  evident  que  le  changement  des  axes  coord  onnees 
atteint  dans  les  mains  du  celebre  mathematicien  anglais  le  degre  de 
procede  d' investigation  geom^trique.  Cela  serait  sans  doute  suffisant  a 
prouver  Teminente  signification  de  I'Enumeratio  dans  I'histoire  de  la 
theorie  qui  nous  occupe:  mais  cette  importance  s'accroit  par  tout  ce 
que  firent  des  geometres  tels  que  Nicole  et  Clairaut*)  pour  etablir  la 
veritc  des  nombreux  theor^mes  enonces  par  Newton:  la  mcthode  de 
demonstration  dont  ils  se  servirent  est  probablement  la  meme  que 
celui-ci  employa  comme  methode  de  decouverte;  elle  est  si  naturelle, 
si  fine  et  si  puissante  qu'on  doit  la  consid^rer  comme  exposante  d'lme 
science  d^ja  mtne. 

L'influence  bienfaisante  de  Newton  se  retrouve  dans  les  ouvrages 
de  Mac-Laurin,  dans  les  recherches  par  lesquelles  Tabbe  Bragelogne 
s'eflForya  de  classer  toutes  les  courbes  du  4®  ordre**)  et  mieux  encore 
dans  un  livre  bien  connu  de  Gua  de  Halves***)  qui,  quoique  ayant  un 
but  en  apparence  pol^mique,  a  donne  des  resultats  que  la  science  a 
conserves  dans  ses  fastes:  tel  est  la  methode  indiquee  pour  rechercher 
la  nature  des  points  a  Tinfini  d\me  courbe  quelconque  et  qui  remplit 
une  deplorable  lacune  dans  la  geometrie  de  ce  temps.  Un  perfectionne- 
ment  plus  modeste,  mais  qui  toutefois  ne  merite  pas  d'etre  oublie,  est 
Touvrage  d'un  professeur  de  Tuniversite  de  Pise,  le  P.   Caraccioli,   qui 


11  a  6tv  comments  —  sons  la  direction  de  Newton  lui-m^me  —  par  Stirling 
dans  le  livre  Lineac  tertii  ordinis  newtonianao  (Oxford  1717). 

*)  J.  Nicole,  Traits  des  lignes  du  troisi^me  ordre  ou  des  courbes 
du  second  genre  (Mem.  de  TAcad.  des  sciences,  MDCCXXIX).  Clairaut,  Sur 
les  courbes  que  Ton  forme  en  coupant  une  surface  courbe  quelconque 
par  un  plan  donnd  de  position.    (Ld.)\  on  trouve  dans  cet  important  m^moire 

r^quation  du  plan  sous  la  forme  — h  v  H —  =  1  «t  la  remarque  (que  d'ailleurs  Fau- 

teur  avait  deja  faite  dans  son  celebre  m^moire  sur  les  courbes  gauches)  que  toute 
t^quation  homogene  en  x,  y,  z  repr^sente  un  cdne  dont  le  sommet  tombe  dans 
Torigine  des  coordonn^es. 

**)  Examen  des  lignes  du  quatrieme  ordre  ou  courbes  du  troisieme 
gonrc.  Sur  les  lignes  du  quatridme  ordre  (M^m.  de  TAcadi^mie,  Paris 
MDCCXXX). 

***)  Usage  de  Tanalyse  de  Descartes  pour  d^couvrir,  sans  le  secours 
du  calcul  diff^rentiel,  les  propri^t^s  ou  affections  principales  des 
lignes  g^om^triques  de  tons  les  ordres  (Paris  1740).  Comp.  Sauerbeck, 
Abb.  zur  Gesch.  der  Math.,  XY.  Heft,  1902. 
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remarqua*)  la  possibilite  de  deduire  d'une  courbe  plane  quelconqae 
toute  une  classe  de  courbes,  par  la  yariation  des  conBtantes  (coefficients 
ou  exposantsj  qui  entrcnt  dans  son  equation  cartesienne  on  polaire. 

vn. 

L'apparition  d'Euler  sor  la  sc^ne  du  monde  determine  pour  la 
geometrie  analytique,  comme  pour  presque  toutes  les  branches  des 
mathematiques^  le  commencement  d'une  epoque  nouTelle;  le  i  11  de 
rintroductio  in  analysin  infinitorum  (1748)  est  en  effet  un  traits 
de  geometrie  analytique  qui  ne  differe  aprfes  tout  des  notres  que  pour 
ce  qu'on  n'y  ti'ouve  pas  les  expressions  generales  de  distances,  angles, 
etc.;  ces  quantites  y  sent  determinees  chaque  fois  qu'il;  est  necessaire 
par  la  consideration  directe  de  la  figure.  Euler  paye  une  attention 
tout  a  fait  speciale  aux  signes  et  a  la  transformation  des  coordonnees; 
c'est  a  lui  qu'  est  d(l  I'emploi  constant  de  Taxe  des  ordonn^es  a  cote 
de  celui  des  abscisses;  c'est  encore  lui  qui  etablit  le  premier  que  les 
deux  coordonnees  d'un  point  sont  des  grandeurs  absolument  de  la  meme 
nature;  c'est  lui  enfin  qui  repandit  partout  Thabitude  d'employer  les 
coordonnees  polaires  tout  aussi  bien  que  les  coordonnees  cart^siennes. 
II  faut  encore  se  rappeler  que  Tlntroductio  contient  la  premiere 
exposition  ^ementaire  de  la  geometric  analytique  de  Tespace,  dont  les 
traveaux  de  Parent  et  de  Clairaut  faisaient  d^ja  prevoir  le  grand  et  beau 
avenir. 

Dans  le  merae  teraps  qu'  Euler  ecrivait  cet  ouvrage  celebre, 
Gabriel  Cramer  rodigeait  son  Introduction  a  Tanalyse  des  courbes 
planes  algebriques  (1750),  dont  la  ressemblance  avec  Tlntroductio 
est  surprenante,  mais  dont  le  plan,  etant  plus  restreint,  consentit  a  Tau- 
teur  de  parvenir  a  une  profondeur  plus  grande.  Pour  Cramer,  tout 
aussi  bien  que  pour  Euler,  le  but  de  la  geometrie  analytique  parait 
etre  d'etablir  les  equations  des  courbes  et  de  les  discuter;  pour  Cramer, 
encore  plus  que  pour  Euler,  le  moyen  le  plus  propre  pour  arriver  a 
ce  but  est  foumi  par  la  transformation  des  coordonnees;  ,4'analyse  des 
courbes"  (declare-t-il  en  effet)  „consiste  en  partie  a  determiner  la  position 
des  axes,  de  telle  maniere  qu^il  en  resulte  pour  exprimer  ime  courbe, 
Tequation  la  plus  simple  et  la  plus  convenable  au  but  qu'on  se  pro- 
pose". Mais  chez  Cramer,  comme  chez  ses  predecesseurs,  on  cherche- 
rait  en  vain  des  forraules  generales   pour  la   determination  des   gran- 


*)  De  lineig  curvis  liber  (Pieia  1740).  Comp.  G.  Loria,  Giambattista 
Caraccioli;  schizzo  biografico  (Boll,  di  bibliogr.  e  etoria  delle  scienze  mateni., 
T.  VI,  1903,  p.  33 — 38);  voyer  aussi  mon  ouvrage  but  les  courbes  planes. 
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deurs  geometriqueS;  de  maniere  qu'on  dirait  qu'a  tons  soit  restee 
cachee  la  possibility  d'appliquer  les  coordonn^eB  a  Tetude 
des  figures  de  la  geometrie  elementaire^  .telles  que  angles^ 
distances,  triangles  etc.*) 

vm. 

Or  ce  bloc  de  questions  a  et^  courageusement  attache  et  complete- 
ment  epuise  par  le  grand  geometre  auquel  ritalie  donna  la  naissance, 
TjUlemagne  la  premiere  haute  position  officielle  et  la  France  tons  les 
hoimeurs  aux quels  le  genie  a  droit:  il  va  sans  dire  que  je  parle  de 
Lagrange,  dont  le  fondamental  m^moire,  ay  ant  comme  titre  Solu- 
tions analytiques  de  quelques  problemes  sur  les  pyramides 
triangulaires**),  contient  des  formules  d'une  elegance  parfaite  et 
d'une  generalite  sans  homes.***)  C'est  vraiment  le  premier  travail 
ecrit  dans  Tesprit  de  la  geometric  analytique  modeme;  sa  haute 
signification  n'echappa  pas  a  son  auteur  qui  remarqua:  ,Jndependam- 
ment  de  Tutilite  directe  que  ces  solutions  peuvent  avoir  dans  plusieurs 
occasions,  elles  serviront  a  montrer  avec  combien  de  facilite  et  de 
succes  la  methode  alg^brique  pent  etre  employee  dans  les  questions 
qui  paraissent  etre  les  plus  du  ressort  de  la  Geometrie  proprement 
dite,  et  les  moins  propres  a  etre  traitees  par  le  calcul." 

D^s  la  publication  de  ce  m^moire,  oti  sous  la  modestie  apparente 
du  theme  se  cache  la  profondeur  des  idees,  la  g^om^trie  analytique 
s'est  enlargie  par  Taggr^gation  de  figures,  dont  elle  ne  s'^tait  pas  oc- 
cupee  jusqu'alors.  Quoique  cette  augmentation  de  programme  suflfirait 
pour  assurer  a  Lagrange  une  place  tr^s  distingu^e  dans  Thistoire  de 
la  geometrie  analytique,  ce  n'est  pourtant  pas  la  seule  contribution 
qu'il  nit  donne  a  la  science  qui  nous  occupe;  celle  dont  nous  avons 
parle  est  directe,  mais  il  y  en  a  une  autre  de  nature  diflferente 
qu'il  nous  reste  a  signaler.     On  sait  que  dans  sa  M^canique  ana- 


*)  Quoique  la  mgme  chose  puisse  se  rep^ter  par  rapport  an  Traite  des 
courbes  alg^briqnes  public  en  1756  sans  nom  d^anteur  par  Dionis  du 
Sdjour  et  Goudin,  il  est  juste  d*y  remarquer  au  moins  la  determination  de 
Tangle  qu'  une  dxoite  quelconque  forme  avec  I'aze  des  abscisses. 
**)  Nouyeaux  m^moires  de  TAcad^mie  de  Berlin,  1773. 
***)  Lagrange  eut  Tinspiration  ^  ^crire  ce  travail  pendant  qu'il  s'occupait  de 
sa  Nouvelle  solution  du  probl^me  du  mouvement  de  rotation  d'un 
corps  de  figure  quelconque  qui  n'est  anim^  par  aucune  force  ac- 
c^l^ratrice  (M^m.  de  Berlin,  1778).  Comme  suite  pent  ^tre  consider^  le  m^moire 
de  Binet,  Sur  un  syet^me  de  formules  analytiques  et  leurs  applica- 
tions a  des  considerations  geom^triques  (Joum.  de  VEc,  poL,  XYI, 
cah.  1813). 
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lytique  (1788)  ce  grand  g^omfetre  s'est  ^propose  de  r^duire  ]a  th^orie 
de  cette  science,  et  Tart  de  r^soudre  les  problemes  qui  s'y  rapportenty 
a  des  formules  generales  dont  le  simple  d^veloppement  donne  toutes 
les  equations  n^cessaires  pour  la  solution  de  chaque  problfeme";  les 
methodes  expos^es  ,pie  demandent  ni  constructions  ni  raisonnements 
geometriques  ou  mecaniques  mais  seulement  operations  algebriques,  as- 
sujetties  a  une  marche  regulifere  et  uniformed'.  Dans  la  M^canique 
analytique  se  trouve  refl^chi  Fesprit  algebrique  de  Tepoque;  elle  ^tait 
destinee  a  etre  accueillie  avec  enthousiasme  par  les  analystes  et  (comme 
I'appetit  vient  en  mangeant)  a  les  pousser  h,  augmenter  encore  I'empire 
de  Tanalyse  en  transformant  dans  une  de  ses  provinces  le  royaume  jus- 
qu'alors  independant  de  la  geometric,  comme  Lagrange  avait  op^re  pour 
la  mecanique.  Et  en  effet,  neuf  ans  apres  Tapparition  de  la  M^cani- 
que  analytique,  Lacroix  dans  son  grand  Traite  de  calcul  diffe- 
rentiel  et  de  calcul  integral  (1797),  s^inspirant  aussi  aux  recherches 
d'analyse  appliquee  a  la  geometric  qui  rendirent  Monge  immortel,  se 
proposa  et  reussit  a  etablir  la  proposition  enoncee  par  lui  dans  ces 
termes:  ,yEn  ecartant  soigneiisement  toutes  les  constructions  geometri- 
ques j'ai  Youlu  faire  sentir  au  Lecteur  qu'il  existait  une  mani^re  d*en- 
visager  la  Geom^trie,  qu'on  pourrait  appeler  Geometric  analytique, 
et  qui  consisterait  a  deduire  les  propriet^s  de  Textention  du  plus  petit 
nombre  de  principes,  par  des  methodes  purement  analytiques,  comme 
Lagrange  fit  dans  sa  Mecanique  a  Tegard  des  proprietes  de  Tequilibre 
et  de  mouvement."  Le  nom  de  geometrie  analytique,  que  Newton  avait 
employe  dans  une  autre  signification*),  fait  ici  son  entree  dans  les 
mathematiques  oCl  il  etait  destine  a  rester  toujours;  et  Tacte  de  nais- 
sance  de  cette  branche  de  la  geometrie,  que  nous  veiions  de  rapporter, 
explique  la  raison  de  son  etonnante  ressemblance  avec  la  mecanique 
analytique;  elle  en  est  la  fiUe,  et  elle  conserve  les  traits  et  Failure  de 
sa  celebre  mere! 

IX. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  prouve,  sans  que  nous  insistions 
d'a vantage,  le  role  extremement  important  jouo  par  Lacroix  dans  la 
construction  de  notre  geometrie  algebrique.  Mais  on  doit  reconnaitre 
que  ce  n  est  ni  son  monumental  traite  de  calcul  infinitesimal,  ni  non  plus 
un  de  ses  modestes  ouvrages  didactiques**)  qui  reussirent  a  determiner 

*)  Voyez  Tecrit  posthume  Artis  analyticae  specimina  vel  Geometria 
analytic  a  public  par  Horseley  en  1779  dans  le  T.  I  de  sa  grande  edition 
complete  des  oeuvres  de  Newton. 

**)  Traite  el^mentaire  de  trigonometrie  rectiligne  et  sphdrique  et 
d'application  de  Talg^bre  ^  la  geometrie  (Paris  1799). 
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Tadoption  geuerale  de  la  nouvelle  mani^re  de  conceyoir  Tapplicatioii 
de  Talgebre  a  la  geometrie.  Si  je  ne  me  trompe^  ce  merite  revient  a 
TEssai  de  geometrie  analytique  de  J.  B.  Biot,  qui  depuis  1802 
jouit  en  France  et  a  Tetranger  d'line  renommee  et  d'line  influence  tout 
a  fait  exceptionnelles  et  d'ailleurs  bien  meritees;  c'est  le  premier  traite 
elementaire  qui  commence  par  Texposition  des  questions  relatives  aiix 
points^  aux  droits  et  aux  plans  et  ou  les  lieux  geometriques  du  V*  et 
du  2*^  ordre  occupent,  comme  ils  m^ritent,  une  place  preponderante; 
c'est  enfin  le  premier  oil  la  geometrie  du  plan  soit  traitee  conjointe- 
ment  avec  la  geometrie  de  Tespace. 

La  nouvelle  direction  donnee  a  la  g^om^trie  analytique  par  les 
geometres  fran9ais  de  la  fin  du  XVUI.  Si^cle  est  si  rationnelle  que 
tout  le  monde  Tadopta*)  et  elle  ne  sera  pas  abandonnee  de  sitot: 
par  I'influeDce  avant  tout  des  el^ves  de  Monge**),  ensuite  par  celle 
de  la  geometrie  projectiye  et  enfin  a  cause  des  progr^  accomplis  par 
Talg^bre,  elle  a  obtenu  des  ameliorations  dans  les  details  et  des 
augmentations  considerables;  mais  son  programme  est  reste  tel  qu'il 
etait  il  y  a  un  siecle.  Les  demiers  trente  ans  du  XVIIL  Sifecle  ont 
done  pour  la  geometrie  analytique  une  importance  comparable  a  celle 
que  possede  T^poque  de  Descartes  et  Format:  c*est  depuis  lors  que 
cette  science  a  cesse  d*§tre  im  chapitre  d'introduction  a  Tanalyse  in- 
finitesimale  pour  devenir  une  branche  des  math^matiques,  ayant  un  but 
et  des  m^thodes  particulieres. 

Ces  deux  periodes  —  savoir  celle  de  Descartes  et  Fermat  et  celle  de 
Lagrange,  Monge  et  Lacroix  —  m^ritent  done  egalement  d'etre  etudiees 
jusqu'au  fond.    C'etait  bien  mon  intention  de  le  faire.    Etant  convaincu 


*)  Yoyez  A.  Burg,  Anfangsgrflnde  der  analytischen  Geometrie 
(Wien  1824),  le  seul  traits  allemand  de  geometrie  analytique  un  pen  ancien  que 
je  connais.  Suivant  M.  Tropfke  (Geschichte  der  Elementar-Mathematik, 
T.  IT,  Leipzig  1903,  p.  422)  c'est  Meier  Hirsch  (Sammlung  geom.  Aufgaben, 
n.  Bd.,  Berlin  1807)  qui  introduisit  dans  les  ^coles  allemandes  les  concepts 
modemes  de  la  g^om^trie  analytique. 

**)  Un  trait  caract^ristique  curieux  des  recherches  de  g^om^trie  analytique 
accomplies  dans  T^cole  de  Monge  est  la  pr^f^rence  marquee  pour  la  g^om^trie 
de  Tespace.  La  preuve  la  plus  ancienne  de  cela  se  trouye  dans  TApplication 
de  I'analyse  k  la  g^om^trie  de  Monge  loi-mdme.  D^autres  sent  foumies  par 
les  articles  de  Livet  (Joum.  de  r£c.  pol.,  XIII.  cah.,  1806),  Fran9ai8  (id.  XIX.  cab. 
1808)  et  Hachette  (Corresp.  sur  FEc.  pol.,  T.  II,  1809 — 1813)  sur  le  probleme 
g^n^ral  de  la  transformation  des  coordonn^es  et  par  les  Elements  de  geo- 
metrie a  trois  dimensions  (Paris  1817)  de  ce  dernier;  one  demi^re  (last  but 
not  least!)  par  le  programme  d*un  cours  d'Application  d'alg^bre  k  la 
geometrie,  publie  par  Monge  et  Hachette  en  1811  dans  TXI.  cabier  du 
Journal  de  TEc.  pol. 
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que  nous  sommes  maintenant  dans  T^poque  des  histoires  des  theories 
sp^cialeS;  je  m'^tais  propose  d'ecrire  une  histoire  de  la  g^ometrie 
analytique;  c'est  iin  ouvrage;  dont  Tinteret  me  semble  ^yident,  et  pour 
lequel  j'ai  rassembl^  un  nombre  assez  considerable  d'elements.  Toute- 
fois  mon  recueuil  pr^sente  aujoord'hui  des  lacunes  qu'il  serait  indis- 
pensable de  remplir;  mais  cela  exigerait  des  sources  d'lme  abondance 
comparable  a  la  richesse  des  biblioth^ques  de  Paris,  de  Londres,  de 
Munich  ou  de  Rome.  Comme^  malheureusemeiit,  aucune  de  ces  biblio- 
th^ques  ne  se  trouve  a  ma  disposition,  les  efforts,  que  depuis  quel- 
ques  annees  j'ai  fait  dans  ce  but,  m'ont  coxites  une  grande  depense  de 
temps  et  de  forces,  sans  donner  les  resultats  que  j'eu  attendais;  et  c'est 
avec  un  regret,  que  je  n'essayerai  pas  de  d^crire,  que  j'ai  dft  renoncer 
a  les  continuer.  Dans  ces  conditions  j'ai  jug^  utile  de  resumer  en  pen 
de  mots  les  lignes  generates  de  Fouvrage  que  je  projetais,  en  exprimant  le 
voeu  que  quelqu^un,  s'inspirant  a  Texemple  de  M.  Braunmiihl,  enrichisse 
Thistoire  des  mathematiques  d'lm  nouveau  element  relatif  a  la  geo- 
metric analytique.  Je  ressemble  done  a  la  mere  qui,  faute  de  lait, 
pour  assurer  la  vie  a  ses  enfants,  doit  recourir  a  im  aide  etranger.  A 
cet  aide  que  j'invoque,  je  promets  des  aujourd'hui  Tappui  le  plus  cor- 
dial et  ma  reconnaissance  la  plus  yive;  et  le  monde  des  savants  ne 
manquera  pas  de  Tapplaudir  et  de  lui  decemer  les  lauriers  qu'il  reserve 
aux  personnes  qui  out  bien  merite  de  la  science. 


Intomo  al  significato  della  differenza  tra  gV  aasiomi  ed  i 
postulati  nella  geometria  greca. 

Von 
G.  Vailati  aus  Como. 


La  distinzione  tradizionale  tra  postulati  (altrjiiara)  e  assiomi 
(a^Kofiara  o  xoival  svvoiai)  e  concepita  ordinariamente  come  non 
ayente  altra  ragione  di  essere  che  il  grade  uiinore  di  evidenza  dei 
postulati  di  fronte  agli  assiomi;  essa  e  riguardata,  cioe,  come  una  con- 
seguenza  del  semplice  fatto  che  le  proposizioni  che  stanno  a  base  della 
geometria  non  presentano  tutte  alio  stesso  grado  le  qualita  che  ci  in- 
ducono  ad  ammetterle  senza  dimostrazione. 

Dato  questo  modo  d'  interpretare  la  suddetta  distinzione  ^  e  natu- 
rale  che  le  recenti  ricerche  sui  principi  della  geometria,  in  quanto 
appunto  tendono  ad  attribuire  sempre  minor  parte  all' ^^intuizione^' 
ed  al  criterio  dell'  ^^eyidenza^'  nella  scelta  delle  proposizioni  fondamen- 
tali,  sembrino  fayorire  V  opinione  che  la  differenza  suddetta  sia  da  ri- 
guardare  come  trascurabile,  anzi  come  affatto  estranea  al  campo  cui 
deye  riyolgersi  T  attenzione  del  geometra. 

Diyenta  quindi  tanto  piii  interessante  ricercare  sc  il  diyerso  grado 
di  eyidenza  costituisca  effettiyamente  il  solo  criterio  in  base  al  quale 
la  distinzione  tra  assiomi  e  postulati  pu5  essere  giustificata,  e  se  i  geo- 
metri  greci  che  V  introdussero  non  fossero  guidati  ad  essa  anche  da 
qualche  altro  ordine  di  considerazioni  di  diyerso  carattere  e  di  pii!t  fon- 
damentale  importanza. 

Un  interessante  documento  in  proposito  ci  e  stato  fortunatamente 
conseryato  in  un  passo  di  Proclo  (Commentarii  in  primum  Eu- 
clidis  elementorum  librum)*)  la  cui  portata  mi  propongo  qui  di 
far  rileyare. 


*)  Nelle  citazioni  che  avr6  da  fare  di  quest'  opera  mi  riferisco  air  edizione 
curat  a  da  G.  Friedlein  (Leipzig,  Teubner  1878). 
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Proclo  accenna  in  esso  a  tre  diyersi  significaid  atiribaiti  alia  sud- 
detta  distinzione  da  geomctri  o  filosofi  delle  varie  scuole. 

11  primo  di  questi  significati  e  quelle  che  Proclo  riporta  essere 
stato  adottato  da  Gemino  e  che  consiste  nel  dire  che  la  differenza  tra 
ansiomi  e  postulati  e  analoga  a  quella  tra  teoremi  e  problemi. 
Alio  stesso  modo^  eioe^  come  i  problemi  si  riferiscono  alia  cosixuzione 
di  figure  che  soddisfino  a  date  condizioni^  mentre  i  teoremi  enunciano 
delle  proprieta  ((^ufijrrcSfiara)  di  figure  date,  o  supposte  costruibili,  cosi 
i  postulati  affermano  la  possibilita  di  qualche  costruzione  (non  ridu- 
cibile  ad  altre  gia  ammesse  come  eseguibili),  mentre  gli  assiomi  enun- 
ciano qualche  proprieta  che  si  attribuisce  (senza  dimostrazione)  a  qualche 
iigura  di  eui  si  sia  gia  postulata,  o  dimostrata,  la  costruibilita. 

E  per  tale  ragione  che,  nel  testo  di  Euclide,  T  enumerazione  dei 
postulati  precede  quella  degli  assiomi. 

La  differenza  tra  problemi  e  teoremi  e  anche  caratterizzata  da 
Proclo,  in  un  altro  passo  della  stessa  opera  (pg.  79)^  col  dire  che,  nel 
caso  dei  problemi,  si  tratta  di  costruire  una  data  figura  in  modo  che 
essa  soddisii  a  delle  condizioui  alle  quali  essa  potrebbe  anche  non 
soddisfure,  mentre,  invece,  nel  caso  dei  teoremi  si  tratta  di  condizioni, 
0  di  proprieta  le  quali  la  figura  in  questione  non  pu5  a  meno  che 
presentare,  in  aggiunta,  s'  intende,  a  quelle  che  essa  gia  possiede  per 
detinizione.  Cosi,  aggiunge  Proclo,  chi  considerasse  come  un  problema  la 
proposizione  seguente:  „Inscrivere  un  angolo  retto  in  una  semicircon- 
ferenza'',  darebbe  proya  di  non  conoscere  la  geometria,  in  quanto  las- 
eerebbe  inteiidere  che  egli  crede  che  un  angolo  inscritto  in  una  semi- 
circonferenza  possa  anche  non  essere  retto. 

In  altrc  parole,  un  teorema,  per  il  solo  fatto  di  affermare  che  se 
una  figura  soddisfa  a  un  gruppo  A  di  condizioni  soddisfa  anche  a  un 
altro  gruppo  B,  esclude  che  la  costruzione  d'  una  figura  che  soddisfi 
contemporaneament^  ai  due  gruppi  di  condizioni  A,  B,  costituisca  un 
problema  diverso  da  quello  che  consisterebbe  nel  costruire  una  figura 
soddisfaoente  alle  condizioni  del  gruppo  A. 

L'  ufficio  dei  teoremi  consisterebbe  quindi  nel  ridurre  la  soluzione 
d*  un  problema  a  quella  di  un  altro,  nel  diminuire  oioe  il  numero  dei 
problemi  che  occorre  saper  risolvere  o  supporre  risolubili.  I  postulati 
sarebboro  quelli,  tra  i  problemi,  che  da  nessun  teorema  suno  ridotti  ad 
altri  problemi  piu  semplici  o  elementari. 

Mentre  un  postulato  atierma  che  e  possibile  costruire  una  figura 
in  modo  che  essa  soddisfi,  o  non  soddisfi,  a  oerte  condizioni  (per 
esempio  un  ciroolo  avente  dato  raggio  e  dato  centro),  un  assioma 
atierma  che  o  impossibile   costruire    una   figura  che  soddisfi,    o    non 
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soddisfi  a  date  condizioni  (per  esempio  che  e  impossibile  costruire 
due  triangoli  aventi  due  lati  e  Y  angolo  compreso  rispettivamente 
uguali;  senza  che  essi  abbiano  rispettiyamente  uguali  ancbe  gli  altri 
due  angoii). 

Secondo  questa  interpretazione^  la  differenza  tra  assiomi  e  postu- 
lati  verrebbe  quindi  a  coincidere  con  quella  che  i  logici  riconoecono 
sussistere  tra  le  proposizioni  general!  aflTermative  e  le  proposizioni  par- 
ticolari  negative  (o  tra  le  proposizioni  generali  negative  come:  „Nes- 
sun  A  e  un  B"  e  le  proposizioni  particolari  affermative  come  ^^Qualche  A 
e  un  B^')  in  quanto  le  proposizioni  generali  appunto  neganO;  mentre 
le  proposizioni  particolari  affermano^  V  esistenza  di  oggetti  apparte- 
nenti  contemporaneamente  a  due  o  piil  classi  (Leibniz). 

Occorre  tuttavia  notare  che  la  distinzione  tra  proposizioni  generali 
e  proposizioni  particolari  va  qui  intesa  in  un  senso  piil  fondamentale 
di  quello  che  ad  essa  si  attribuisce  dalla  logica  tradizionale.  Occorre 
cioe  che  si  considerino  come  proposizioni  ^particolari"  non  solo  quelle 
il  cui  soggetto  si  presenta  preceduto  dalla  parola  „qualche"  (o  da 
altra  equivalente)  ma  in  generale  ogni  proposizione  che  contenga^  sotto 
qualsiasi  forma^  qualche  ^^affermazione  di  esistenza". 

In  questo  senso ^  per  esempio^  sono  da  qualificare  come  proposi- 
zioni ^particolari"  anche  quelle  che,  pure  avendo  il  loro  soggetto  prece- 
duto dalle  parole  „ogni"  „tutti"  o  altre  equivalent!,  pure  contengono, 
sotto  la  forma  che  i  grammatici  chiamano  di  „complemento  indiretto", 
delle  preposizioni  reggenti  un  nome  preceduto  dalla  parola  „qualche" 
(o  altra  equivalente). 

Per  spiegarmi  con  un  esempio,  si  consider!  la  proposizione  desig- 
nata  ordinariamente  come  il  postulato  di  Archimede,  cioe: 

„Ogni  segmento,  moltiplicato  per  qualche  numero,  puo  superare 
qualunque  altro  segmento."*) 

Essa  ha  certamente  la  forma  di  una  proposizione  generale  in 
quanto  afferma  che  tutti  i  segment!  godono  della  proprieta  che  essa 
enuncia.  Eppure,  cio  nonostante,  essa  e  una  proposizione  „parfcicolare" 
nel  senso  sopra  indicato,  poich^  ci5  che  in  essa  propriamente  si 
afferma  c  che  „Dati  due  segment!  qualunque",  esistono  sempre  dei 
numer!  tali  che,  moltiplicando  per  essi  uno  dei  segment!  dat!  si  ottenga 
un  segmento  piil  grande  dell'  altro  segmento  dato. 

Un  altro  punto  nel  quale  le  distinzioni  della  logica  scolastica 
tradizionale  si  manifestano  non   sufficientemente  precise  in  rapporto  al 


*)  &,  come  5  noto,  la  steasa  proposizione  che  fig^a  in  Euclide  tra  le  defi- 
nizioni  premesae  al  Libro  Y. 
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soggetto  di  cui  parliamo  h  quello  delle  proposizioni  cosidetie  di  ,,deter- 
minazione'^  quelle  cioe  nelle  qaali  si  afferma  che  una  data  figura  e 
deierminata  in  modo  unico  da  qualche  condizione^  o  insieme  di  condi- 
zioni,  per  esempio  la  proposizione:  ^^per  due  punti  passa  una  retta  e 
una  sola." 

AUa  domanda  se  le  proposizioni  di  questo  genere  siano  da  collo- 
care  tra  gli  assiomi  o  tra  i  postulati  occorre  rispondere  distingaeiido 
le  due  specie  di  affermazioni  che  ognuna  di  tali  proposizioni  contiene. 
Esse  sono  dei  postulati  per  quella  parte  di  esse  che  afferma  V  esi- 
stenza  di  qualche  figura  soddisfacente  alia  condizione  considerata;  sono 
invece  degli  assiomi  par  quella  parte  in  cui  affermano  che  di  tali 
figure  non  ne  pu5  esistere  piii  di  una. 

Anche  qui  tuttavia  occorre  porre  in  guardia  contro  un  ulteriore 
equiyoco  che  pu5  nascere  dal  fatto  che  non  tutte  le  proposizioni  di 
geometria  che  si  presentano  come  affermazioni  delFunicita  di  una 
figura  soddisfacente  a  date  condizioni^  sono  senz'  altro  da  riguardare  come 
non  contenenti  atfeimazioni  di  esistenza.  Ve  ne  sono  di  quelle  infatti 
nelle  quali  V  affermazione  di  esistenza  ha  luogo  nonostante  che  essa 
non  si  riferisca  alio  stesso  oggetto  al  quale  si  riferisce  V  affermazione 
deir  unicita. 

E  questo  il  caso,  per  esempio^  per  il  postulato  delle  parallele  in 
quanto  esso,  pure  equivalendo  ad  affermare  che  per  un  punto  preso 
fuori  di  una  retta  non  si  puo  condurre  piil  di  una  parallela  ad  essa, 
non  cessa  per  questo  di  equivalere  alF  asserzione  che,  date  in  un  piano 
tre  rette  di  cui  due  r/,  b  siano  parallele  e  la  terza  c  tagli  una  di  esse, 
per  esempio  a,  esiste  un  punto  comune  alle  rette  c  e  b. 

Non  si  puo  quindi  dare  ragione  a  Proclo  quando  afferma  che  la 
suddetta  proposizione,  nel  caso  che  si  attribuisca,  alia  distinzione  tra 
assiomi  e  postulati,  il  significato  di  cui  stiamo  parlando,  andrebbc 
classificata  tra  gli  assiomi,  o  tra  i  teoremi,  invece  che  tra  i  postulati.*) 

Un  awertenza  di  genere  opposto  o  da  fare  in  riguardo  a  un  altra 
specie  di  proposizioni  le  quali,  mentre  presentano  1'  aspetto  di  propo- 
sizioni contenenti  affermazioni  di  esistenza,  pure  non  sono  postulati, 
nel  senso  sopradefinito,  ma  invece  delle  semplici  definizioni,  cioe 
delle   proposizioni    aventi    solo   Y  ufficio    di   introdurre   qualche    nuova 

•)  Oj).  cit.  pg.  183  e  pg.  191:  tovto  xal  nccvrsX&g  diayQdfpBiv  %Qr]  z&v  al- 
truidTcov.  Proclo  tuttavia  ritenendola  dimostrabile  la  vorrebbe  collocare  tra  i  teo- 
remi piuttosto  che  tra  gli  assiomi.  Contro  qiielli  che  ritenevano  si  dovesse  accet- 
tare  come  „evidente"  egli  riporta  un  interessante  oseervazione  di  Gemino  in  cui 
si  raccommauda  ai  geometri  di  non  fidarsi  troppo  dell'  intuizione  (ft^  jidvv 
TiQoaixfiv  Tov  vovv  tocts  md'avats  (pavtaaiaig). 
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locuzione  e  di  spiegare  il  signilicato   che  ad  essa  si  vuole   attribuire. 

Un  esempio  tipico  delle  proposizioni  di  questo  genere  ci  h  fornito 
dal  cosidetto  postulato  di  Dedekind.  Poiche  infatti  la  possibilita  di 
dividere  Y  insieme  dei  numeri  razionali  in  classi  che  soddisfino  alle  con- 
dizioni  da  esso  contemplate  non  dipende  affatte  dalla  sua  ammissione 
o  non  ammissione,  1'  unico  ufficio  che  gli  pn5  essere  attribuito  e  quello 
di  introdurre  un  opportuna  convenzione  per  designare  tali  classi  e  per 
porre  in  rilievo  le  analogic  che  sussistono  tra  le  loro  proprieta  gene- 
rali  e  quelle  di  cui  godono  le  classi  formate  dai  numeri  minori 
(o  maggiori)  di  un  dato  numero  razionale. 

La  stessa  osservazione  e  da  ripetere  anche  per  le  altre  proposi- 
zioni che,  pur  presentandosi,  come  questa,  sotto  forma  di  affermazioni 
di  esistenza,  servono  in  realta  solo  ad  estendere  e  generalizzare  il 
significato  di  qualche  locuzione,  rendendola  applicabile  a  un  campo  pid 
vasto  di  quello  al  quale  prima  era  riservata.  Tali  sono,  ad  esempio 
le  proposizioni  nelle  quali,  mediante  il  concetto  di  „limite"  vien  preci- 
sato  il  significato  da  attribuire  alle  parole  „lunghezza",  „area"  (definite 
prima  solo  pel  caso  dei  segmenti  rettilinei,  o  delle  superficie  piane 
poligonali)  nel  caso  di  altre  linee,  o  superficie. 

Passer5  ora  ad  esaminare  il  secondo  dei  tre  significati  che  Proclo 
riporta  essere  stati  assegnati  alia  distinzione  tra  assiomi  e  postulati. 

Esso  pu5  essere  caratterizzato  coLdire  che  sono  assiomi  tutte  le 
proposizioni  (non  dimostrate)  che,  pel  fatto  di  enunciare  proprieta  co- 
muni  a  ogni  specie  di  grandezze,  o  quantita,  hanno  validita  e  portata 
anche  fuori  dal  campo  della  geometria.  Sono  invece  postulati  quelle 
altre,  tra  le  proposizioni  non  dimostrate,  in  cui  si  considera  qualche 
fatto  puramente  geometrico,  o  qualche  proprieta  avente  significato  solo 
per  le  figure  o  gli  enti  contemplati  daUa  geometria. 

E  in  conformita  a  questo  significato  che,  nel  testo  d'Euclide,  sono 
classificati  tra  gli  assiomi  gli  enunciati  che  si  riferiscono  alle  proprieta 
dell*  eguaglianza,  o  della  relazione  tra  „tutto"  e  „parti'',  mentre  invece 
si  trova  collocata  tra  i  postulati  la  proposizione:  „Tutti  gli  angoli 
retti  sono  uguali"  la  quale  pure,  non  contenendo  alcuna  affermazione 
di  esistenza  o  di  costruibilita,  dovrebbe,  nel  caso  che  si  seguisse  il 
criterio  di  cui  abbiamo  prima  parlato,  essere  classificata  tra  gli  assiomi, 
come  Proclo  stesso  osserva. 

Anche  questo  secondo  significato,  come  il  primo,  non  ha  bisogno 
che  di  essere  alquanto  precisato  e  chiarito  per  manifestarsi  come  con- 
nesso  a  un  importante  distinzione  alia  quale  tendono  a  dar  rilievo  le 
recenti  ricerche  sui  principi  della  geometria.  E  noto,  infatti,  come 
queste  tendano  a  far  assumere  alle  parti  piiH  astratte  della  matematica 
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sempre  piilt  1'  aspetto  di  una  serie  di  deduzioni  miranti  a  determinare 
quali  siano  le  proprieta  di  cui  godrebbe  un  date  sistema  di  relazioni 
e  di  operazioni,  definite  eoltanto  coll'  assegnar  loro  un  certo  numero  di 
proprieta  fondamentali.  I  risultati  cosi  otteuuti  restano  suscettibili  di 
yenir  applicati  a  qualuuque  speciale  sistema  di  relazioni  e  operazioni 
purche  per  esso  si  yerifichi  il  gruppo  di  proprieta  cbe  e  stato  assunto 
a  base  della  trattazione. 

Le  proposizioni,  ora^  nelle  quali  si  afferma  cbe  un  dato  speciale 
sistema  di  relazioni  ed  operazioni  soddisfa  effettiyamente  alle  condizioni 
contemplate  daUa  teoria  generale,  e  richieste  per  le  applicabilita  di 
questa,  costituiscono  un  ulteriore  gruppo  di  premesse  che  devono  essere 
assunte  dalla  speciale  teoria  in  questione  e  che  sono  ben  da  distinguere 
da  quelle  cbe  stanno  a  base  della  teoria  generale. 

Indicando  queste  ultime  col  nome  di  assiomi^  e  riseryando  il  nome 
di  ^^postulati^  alle  premesse  speciali  di  ogni  singola  teoria^  si  yorrebbe 
dunque  ad  attribuire  a  questi  due  termini  tecnici  un  senso  non  molto 
differente  da  quello  che  essi  assumerebbero  in  questa  seconda  delle  tre 
interpretazioni  di  Proclo. 

Ci  rimane  ora  a  considerare  la  terza  che  da  Proclo  e  appoggiata 
aU'  autorita  di  Aristotele  e  secondo  la  quale  sarebbero  assiomi  quelle 
tra  le  proposizioni  fondamentali  che  sono  yalide  ;;per  se  stesse^' 
(xad'^  eavxa)y  cioe  in  yirtii  del  significato  stesso  dei  termini  che  vi 
figurano,  mentre  sarebbero  inyece  postulati  le  altre  che^  per  quanto 
eyidenti,  irrecusabili,  pure  non  risultano  come  conseguenza  ,^ecessaria'^ 
(aS  &vdyxrig)  dalle  definizioni  adottate  per  i  termini  che  yi  figurano,  e 
potrebbero  quindi  essere  negate  da  alcuno  che  accetti  tale  definizioni, 
senza  che  egli  possa  essere  conyinto  di  cadere  in  contraddizione. 

Contro  questo  terzo  modo  di  concepire  la  distinzione  tra  assiomi 
e  postulati  sarebbe  anzitutto  da  obbiettare  che,  poiche  per  esso  la 
yerita  degli  assiomi  e  una  conseguenza  del  significato  stesso  dei  ter- 
mini che  essi  contengono,  gli  assiomi  cesserebbero  dal  far  parte  delle 
proposizioni  fondamentali  della  geometria,  e  discenderebbero  al  rango 
di  semplici  teoremi,  dimostrabili  col  sostituire,  in  essi,  ai  termini  che 
contengono,  le  loro  rispettiye  definizioni. 

Se  tuttayia  esaminiamo  un  po'  pii\  a  fondo  in  che  senso  si  possa 
asserire  che,  per  esempio,  V  assioma:  „Due  grandezze  eguali  a  una 
terza  sono  eguali  tra  loro^'  e  yero  per  definizione,  siamo  condotti 
a  concludere  che  V  unico  senso  possibile  e  questo:  che  la  proprieta 
della  relazione  di  uguaglianza,  enunciata  nella  suddetta  proposizione, 
appartiene  a  quelle  che  contribuiscono  a  costituire  il  nostro  concetto 
di  „uguaglianza^^,  che  cioe  una  tale  proprieta  e  da  noi   compresa  fra 
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quelle  che  esigiamo  siano  possedute  dalle  relazioni  che  distinguano 
dalle  altre  col  nome  di  eguaglianze. 

Yeniamo  eosi  a  caratterizzare  gli  ^^assiomi^'  in  un  modo  poco 
di  verso  dal  secondo  di  quelli  che  abbiamo  esaminati  sopra^  e  che  con- 
siste  nel  riguardarli  appunto  come  proposizioni  aventi  V  ufBcio  di 
contribuire  a  ^definire"  un  sistema  di  relazioni  ed  operazioni,  niediante 
r  enuneiazione  di  determinate  proprieta  cui  esso  deva  soddisfare. 

Le  ^^deftnizioni'^  insomma^  di  cui  qui  si  tratta  non  sono  altro  che 
quelle  che  si  designano  ordinariamente  col  nome  di  „definizioni  per 
mezzo  di  postulati"  (o  meglio  „per  mezzo  di  assiomi"):  quelle, 
cioe,  che  si  effettuano,  non  col  dichiarare  che  il  significato  del  segno 
di  relazione  o  di  operazione  che  si  vuol  definire  e  equivalente  a  quello 
espresso  di  un  gruppo  di  segni  di  significato  gia  noto,  ma,  invece, 
coU' aflFermare  che  delle  espressioni  di  data  forma,  in  ciascuna  delle 
quali  figura  il  segno  della  relazione  o  della  operazione  da 
definire,  sono  deducibili  le  une  dalle  altre.  E  ci5  che  awiene  per 
esempio  quando  si  definisce  V  uguaglianza  come  una  relazione  godente 
delle  due  note  proprieta  caratteristiche  (transitivita,  simmettria).*) 

E  alle  definizioni  di  questo  tipo  che  h  indispensabile  ricorrere 
ogni  qualvolta  si  tratta  di  determinare  il  significato  dei  segni  di  rela- 
zioni od  operazioni  che  si  assumono  come  „primitiyi''  (cioe  non  ana- 
lizzabili  o  determinabili  con  una  definizione  propriamente  detta)  ed  h 
solo  riferendosi  ad  esse  che  si  puo  asserire  con  ragione  che  le  tratta- 
zioni  di  pura  matematica,  in  quanto  mirano  a  sviluppare  deduttiva- 
mente  le  proprieta  d'  un  sistema  di  relazioni  e  di  operazioni  definite 
in  tal  modo,  non  hanno  bisogno  di  alcun  postulato,  o  ammissione, 
air  infuori  dei  principi  generali  della  logica  che  stanno  a  base  di  qual- 
siasi  forma  di  ragionamento  deduttivo. 


*)  Con  le  definizioni  di  questo  tipo  viene  indirettamente  a  essere  definite 
anche  il  significato  dei  nomi  di  classe  che  designano  gli  enti  tali  che  fra  essi 
si  possano  stabilire  relazioni  od  operazioni  godenti  delle  propriety  considerate;  come 
quando  ad  esempio  si  definisce  il  nome  di  quantita  come  quello  di  una  classe 
di  enti  tali  che  fra  essi  si  possa  stabilire  ana  relazione  godente  delle  note  pro- 
prieta dei  segni  ^  ed  <C,  cioe  transitiva  e  asimmetrica.  Si  hanno  cosi  delle  de- 
finizioni ,,implicite^\  tra  le  quali  un  caso  particolare  importante  e  costituito  dalle 
cosi  dette  definizioni  „per  astrazione"  (Peano),  quale  ad  esempio  la  definizione 
di  „rapporto"  (Xoyos)  nel  libro  Y  di  Enclide. 


VI.  Sektion. 

Teaching  of  mechanics  by  familiar  appUcations  on  a  large  scale. 

Von 
A.  G.  Greenuill  aus  London. 

Speaking  etymologically,  the'Paedagogic  Section  is  the  one  occupied 
with  the  Education  of  the  youthful  mind;  as  that  is  so,  I  have  no 
right  to  be  here  to  address  you,  as  my  students  have  been  miUtary 
officers,  who  have  served  according  to  Regulations  in  professional  duty 
for  at  least  five  years. 

Notwithstanding  this  anomaly  of  age,  and  encouraged  by  the  words 
of  our  poet  Dryden  —  „Men  are  but  children  of  a  larger  growth'*  — 
I  will  set  before  you  some  of  the  ideals  and  methods  we  pursue. 

I  have  circulated  in  the  room  some  specimen  exercises  not  going 
beyond  Rectilinear  Motion  in  Dynamics,  which  we  find  useful  to  focus 
the  attention;  and  you  will  notice  that  a  presentation  strictly  concrete 
is  adopted.  General  Theory  is  reserved  until  after  the  discussion  of 
actual  examples;  the  ideas  grow  in  the  natural  order  of  development, 
as  recommended  by  Professor  Perry. 

Perry  is  honoured  greatly  to  find  his  name  quoted  by  Dr.  Fricke 
as  a  pioneer  in  modem  instruction,  even  here  in  Germany;  and  I  am 
proud  to  declare  myself  one  of  his  school. 

We  trust  to  resonance  with  the  interest  of  the  student;  if  he 
does  not  care  for  the  dynamics  of  a  railway  train,  he  may  be  attracted 
with  the  same  theory  in  an  automobile  car  or  a  bicycle. 

Although  my  students  have  been  engaged  in  an  active  outdoor 
practical  life,  I  find  it  is  not  easy  to  eradicate  the  idea  that  mathe- 
matics is  anything  more  than  making  marks  on  a  sheet  of  paper. 

It  is  difficult  to  persuade  them  to  look  out  of  the  window,  either 
of  a  class  room  or  railway  carriage,  to  study  the  pageant  of  life  and 
its  dynamical  interest  unrolling  before  their  eyes. 
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To  give  an  instance.  I  was  delighted  to  lure  the  members  of  a 
class  to  avow,  individually  and  collectively,  that  they  had  never  seen 
a  Hydraulic  Press.  But,  I  said,  you  have  followed  in  your  prescribed 
course  of  instruction  the  manufacturing  operations  in  Woolwich  Arsenal 
the  forging  of  large- guns,  drawing  out  cartridge  cases,  making  wheels, 
lifting  stores  by  a  crane  into  a  ship  at  the  wharf:  and  even  at  an 
hotel  you  have  been  elevated  in  a  lift. 

0  yes!  if  you  mean  that,  we  have  seen  it.  But  we  have  not 
come  to  the  Hydraulic  Press  yet,  as  the  lecturer  on  Mechanism  will 
not  hoist  his  diagram  of  it  till  next  time. 

The  fault  of  this  aloof  attitude  of  mind  was  mainly  due  to  our 
own  former  arid,  unreal,  unpractical  presentation  of  Mechanics;  but 
now  we  are  working  hard  to  rectify  this,  as  we  see  from  the  Reports 
of  the  Paedagogic  Conference  in  Paris,  and  Professor  Klein's  various 
Addresses. 

An  indispensible  adjunct  of  the  class  room  is  a  mathematical 
Workshop,  in  which  the  student  can  confirm  the  laws  of  energy  and 
momentum  with  homely  experiments;  a  hammer  and  nail,  a  block  of 
wood,  thread  and  elastic  spheres  and  a  bouncing  ball,  a  large  wheel 
gyroscope  and  so  on. 

Historical  research  will  discover  that  Perry  had  a  predecessor  in 
Galileo,  Stevinus  and  Archimedes,  and  that  we  are  reverting  to  an 
earlier  procedure. 

Take  the  story  of  Galileo  and  the  swinging  lamp,  as  described 
in  the  German  student  song:  the  application  to  a  clock  was  an  after- 
thought not  worked  out  in  his  lifetime,  let  Galileo  saw  at  once  the 
superiority  of  the  pendulum  over  the  clepsydra  water  clock  in  beating 
out  assigned  equal  intervals  of  time,  and  so  verifying  experimentally 
the  laws  of  motion  he  was  discovering. 

For  instance  a  little  ball  rolling  down  an  incline  and  describing 
a  certain  distance  from  rest  in  one  beat  of  a  pendulum,  will  describe 
four  times  the  distance  in  two  beats,  or  the  same  distance  in  one  beat 
of  a  pendulum  of  fourfold  length.  I  think  this  is  a  detail  requiring  ariipli- 
fication  in  Mach's  stimulating  Historical  Lectures  on  Mechanics. 

We  find  two  bicycles  lashed  together  make  a  simple  four-wheeled 
truck  for  incline  experiments;  it  is  easy  to  chock  one  or  more  of  the 
wheels  to  investigate  the  eflect  of  friction,  and  so  determine  the  slope 
on  which  a  carriage  or  train  can  be  kept  under  control.  In  this  com- 
pany there  is  no  need  to  point  out  the  variety  obtainable  in  this 
experiment  from  position  of  C.  G.,  inflation  of  tire,  and  other  conditions. 

But  I  venture  to  ask  why  the  pendulum  formula  for  the  time  of  a 
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beat  is  written  %  y  -    instead   of  1/ >  ,   where  L  is  the  length  of  the 

pendulum  which  beats  a  second;  especially  as  it  is  L  whic  his  measured 
experimentally,  and  not  g^  but  y  is  derived  from  L  by  the  formula 
g  =  %^L. 

For  most  practical  work  we  can  take  L  =  1  meter;  thus  the  pen- 

(000\2 
-^j    cm  long; 

and  17o  increase  in  N  require  27o  decrease  in  I, 

For  further  analogy  with  pendulum  oscillatory  motion,  we  look  out 
of  the  window  again  at  the  swaying  of  a  tree  or  telegraph  wire,  the 
tide  in  the  river,  and  when  it  is  dark  at  the  electric  lamps  now  fed 
with  an  oscillating  current. 

Then  to  examine  the  theory  more  closely,  hang  up  a  weight  by  a 
spring  balance;  I  find  an  old-fashioned  six  inch  32  U  round  shot  will 
serve.  Then  in  the  electric  analogy,  the  weight  represents  the  self- 
induction,  the  spring  the  varying  voltage  due  to  capacity,  and  the 
friction  represents  ohms  of  resistance. 

We  notice  that  the  scale  is  graduated  uniformly;  if  this  is  correct, 
then  I  the  deflection  of  the  spring  is  the  equivalent  pendulum  length 
for  vertical  oscillation;  and  so  also  most  of  the  results  of  dynamical 
problems  on  vibration  are  stated  more  concisely  in  terms  of  a  length, 
the  length  of  the  equivalent  pendulum  which  synchronizes,  instead  of 
the  period  of  vibration,  with  the  advantage  that  the  result  can  be 
checked  experimentally  by  a  plummet  at  the  end  of  a  thread. 

Many  other  dynamical  results  can  be  expressed  in  terms  of  a 
length: 

1.  The  velocity  of  long  tidal  waves  in  shallow  water  is  that  due 
to  falling  half  the  depth. 

2.  The  velocity  of  transversal  vibration  of  a  stretched  rope  is  due 
to  falling  half  the  tension  length;  that  is  the  length  of  rope  hanging 
vertically  which  will  give  the  tension. 

3.  In  a  fly-wheel,  or  tire  of  a  motor  car,  the  bursting  velocity 
is  due  to  half  the  breaking  length. 

4.  The  relative  velocity  of  propagation  of  transversal  waves  in  a 
belt  or  chain  running  in  a  curve  or  circle  is  the  velocity  of  the 
chain;  and  this  combined  with  the  chain  velocity  gives  two  sets  of 
waves,  one  propagated  with  double  velocity  which  pass  unnoticed,  and 
the  other  set  with  zero  velocity,  and  so  stationary  and  visible,  as  in 
Kelvin's  experiment. 

5.  The  velocity  of  propagation  of  longitudinal  vibration  is  due 
to  hall*   the   elastic   length,    defined  in  Youngs  Natural  Philosophy 
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as  the  length  which  hanging  vertically  would  produce  unit  extension; 
but  as  the  elastic  limit  would  then  have  long  been  exceeded,  the 
statement  was  improved  by  Maxwell  to  calling  the  elastic  length  —  n 
times  the  length  which  produces  extension  ,  small  enough  to  be  well 
within  the  elastic  limit. 

I  will  not  venture  to  go  further  into  detail,  but  content  myself 
with  reminding  you  that  the  Laws  of  Motion  were  not  firmly  esta- 
blished except  by  Observation  of  the  Solar  System,  the  Dynamics 
on  the  greatest  scale  with  which  we  are  acquainted. 

In  an  appeal  to  Experiment  we  ought  to  select  the  steamship^ 
railway  train,  and  traffic  on  the  road  as  the  largest  illustrations 
of  Dynamics  created  by  human  agency;  and  finally  in  the  class  room 
and  workshop  we  can  show  the  application  on  a  small  scale  of  the 
same  principles. 

But  Experimental  Science  has  hitherto  been  abandoned  by  the  Mathe- 
matician to  the  Professor  of  Physics  or  Engineering,  who  thus  takes 
charge  of  the  large  buildings  and  apparatus  provided  now  regardless 
of  expense. 

I  think  the  Mathematical  Professor  loses  stimulus  and  runs  a  danger, 
at  least  in  England,  of  being  reduced  to  the  rank  of  Demonstrator, 
in  Physics  or  Engineering,  if  he  holds  himself  aloof  and  will  not 
undertake  the  direction,  as  of  old,  of  the  Experimental  part  of  all 
exact  Mathematical  Science. 


Uber  die  auf  die  Anwendungen  gerichteten  Bestrebungen 
im   mathematischen   Unterricht   der  deutschen   Universitftten. 

Von 
A.  GuTZMER  aus  Jena. 

Auf  Wunsch  des  Herm  EinfQhrenden  dieser  Sektion  habe  ich  es 
iibernommen,  Uber  die  auf  die  Anwendungen  gerichteten  Bestrebungen 
im  niatbematiscben  Unterricht  der  deutschen  Uniyersitaten  zu  sprechen. 
Da  es  sich  um  innere  deutsche  Angelegenheiten  handelt,  die  nur  einem 
Teile  der  Mitglieder  dieser  intemationalen  Versammlung  bekannt  sind^ 
bitte  ich  behufs  besseren  Verstandnisses  in  meiner  Darlegung  etwas 
weiter  ausholen  zu  diirfen.  — 

Wahrend  der  letzten  Jahre  sind  Fragen  der  Organisation  und  Um- 
gestaltung  des  hoheren  Unterrichtswesens  in  Deutschland  Gegenstand 
vieler  und  eingehender  Erorterungen  gewesen^  die  auch  die  Mathematik 
in  den  Kreis  der  Betrachtung  gezogen  haben,  wo  es  sich  u.  a.,  all- 
gemein  zu  reden,  um  die  voile  Geltendmachung  eines  mathematisch- 
uaturwissenschaftlichen  Unterrichtsideales  der  realistischen  Lehranstalten 
sowie  um  eine  stiirkere  Belebung  des  mathematischen  Unterrichts  durch 
Anwendungen  auf  naturwissenschaftliche,  technische  oder  soziale  Fragen 
handelt. 

Diese  machtvoUe  Bewegung,  die  zuweilen  nahezu  stiirmisch  wurde, 
ist  an  unseren  Universitaten  nicht  spurlos  voriibergegangen ;  man  kaun 
vielmehr  sagen,  daU  sie  zum  groBen  Teile  ihren  Ausgang  von  den 
Universitaten  genommen  hat,  von  diesen  ausgelost  worden  ist.  Denn 
die  neuen  Bestrebungen  sind  eng  verkniipft  mit  dem  Namen  von 
F.  Klein,  der  schon  vor  langen  Jahren  als  junger  Professor  und  spater 
zu  wiederholten  Malen  seine  Stimme  erhoben  hat,  um  gegeniiber  der 
abstrakten,  den  Anwendungen  abholden  reinen  Mathematik  auf  die  Not- 
wendigkeit  hinzuweisen,  die  Anwendungen  an  den  Universitaten  zu  be- 
rUcksichtigen,  das  Raumanschauungsvermogen  der  Studierenden  zu  ent- 
wickeln,  die  Fahigkeit  der  mathematischen  Erfassuug  und  Formulierung 
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der  Erscheinungen  und  Vorgange  im  Leben^  in  der  Natur  und  in  der 
Technik  zu  wecken  und  zu  scharfen. 

Diese  Porderungen  entsprachen  einem  tiefen  Bediirfhis;  denn  bei 
vielen  Mathematikem  hatte  die  einseitige  formale  Ausbildung  eine  Art 
von  Stoff hunger  nach  konkreten  Problemen  und  Anwendungen  erzeugt. 
Auch  den  ftihrenden  Mathematikem  der  vorangehenden  Periode  war 
von  dem  sich  anbahnenden  Wandel  eine  Ahnung  aufgegangen;  wenigstens 
haben  mir  sowohl  WeierstraB  als  auch  Kronecker  wiederholt  ihre 
Meinung  dahin  ausgesprochen,  daB  der  reichen  Entwicklung  der  ab- 
strakten  Mathematik  eine  Periode  der  Anwendungen  folgen  werde; 
sicher  seien  nunmehr  viele  Probleme  der  theoretischen  Physik,  der 
Astronomie  und  der  Technik,  die  man  bisher  nicht  anzugreifen  wuBte, 
fiir  eine  Losung  reif. 

Ein  machtiger  AnstoB  fiir  die  Reformbewegung  ging  namentlich 
auch  von  den  Ingenieurkreisen  aus.  Auf  die  einzelnen  Phasen  dieser 
Stromungen  naher  einzugehen,  die  jetzt  wesentlich  nur  noch  von 
historischem  Interesse  sind,  liegt  auBerhalb  des  Rahmens  der  heutigen 
Erorterung.  Immerhin  verdient  die  Tatsache  betont  zu  werden,  daB 
es  zum  groBen  Teile  grade  Mathematiker  der  strengen  und  abstrakten 
Richtung  sind,  die  einer  fieriicksichtigung  der  Anwendungen  der  Ma- 
thematik das  Wort  geredet  oder  praktisch  die  Wege  geebnet  haben. 
Zur  Bekraftigung  dessen  seien  hier  nur  v.  Brill,  R  Fricke,  Hauck, 
Klein,  Krazer,  Reye,  Stackel,  H.  Weber  genannt,  ohne  damit  die 
Liste  dieser  Namen  zu  erschopfen.  DaB  grade  die  reinen  Mathematiker 
in  dieser  Sache  die  Fiihrung  iibemommen  haben,  ist  ein  Yorgang,  dem 
neuerdings  in  den  Vereinigten  Staaten  ein  paralleles  Vorgehen  an  die 
Seite  getreten  ist. 

Mit  weitem  Blick  ist  die  preuBische  Kegierung,  der  sich  die  mittel- 
deutschen  Staaten  und  ElsaB-Lothringen  angeschlossen  haben,  dem  her- 
vorgetretenen  Bediirfnis  in  der  Priifungsordnung  vom  Jahre  1898  ent- 
gegengekommen;  es  wurde  einerseits  die  Lehrbefahigung  fiir  angewandte 
Mathematik  neu  geschaffen,  andererseits  wurde  bestimmt,  daB  von  der 
an  Technischen  Hochschulen  zugebrachten  Studienzeit  bis  zu  drei 
Semester  angerechnet  werden  konnen. 

Infolge  dieser  neuen  Bestimmungen  haben  die  Universitaten  sich 
bemiiht,  den  Studierenden  Gelegenheit  zur  Erwerbung  der  Kenntnisse 
und  Fertigkeiten  zu  bieten,  die  fiir  die  neue  Lehrbefahigung  gefordert 
werden.  Auf  diese  Dinge  braucht  hier  nicht  naher  eingegangen  zu 
werden,   da  auBer  dem  Referat  und  Korreferat  von  H.  Weber*)  und 


*)  Jahresbericht  8,  96—104. 
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G.Hauck*)  und  anderen  Aufsatzen  insbesondere  zwei  zusammeufassende 
Berichte  von  P.  Stackel**)  fiber  den  ganzen  Komplex  dieser  Fragen  in 
trefflichster  Weise  unterrichten.  In  dem  letzten  dieser  beiden  Berichte 
hat  Stackel  die  Ergebnisee  seiner  Betrachtungen  zu  einer  Reihe  von 
Thesen  zusammengefaBt  und  dadurch  die  ganze  Frage  einen  guten 
Schritt  weitergebracht.  Fttr  die  femere  Diskussion  liegt  nun  eine  be- 
stimmte  Grundlage  und  Ordnung  vor.  Ich  mochte  meine  eigenen  Dar- 
legungen  den  Stackelschen  Thesen  anpassen  und  meine  in  einigen 
Punkten  abweichende  Auffassung  bei  den  einzehien  Thesen  zum  Aus- 
druck  bringen. 

Der  ersten  These:  „Die  Trennung  der  mathematisch-physikalischen 
und  der  biologischen  Facher  ist  seitens  der  Mathematiker  aufs  warmste 
zu  unterstiitzen"  werden  wir  unbedingt  zustiramen,  sowohl  im  Interesse 
der  Vertiefung  der  mathematisch-physikalischen  Fachausbildung  als  auch 
im  Interesse  der  sehr  wiinschenswerten  Hebung  des  biologischen  Unter- 
richts.  Selbstverstandlich  soil  es  dem  einzelnen  je  nach  Neigung  und 
Begabung  unbenommen  bleiben^  sich  die  Lehrbef  ahigung  in  Mathematik, 
Physik  und  Biologic  zu  erwerben;  es  handelt  sich  hier  nur  urn  das  all- 
gemeine  Prinzip  der  Trennung  dieser  Facher. 

Nicht  ganz  so  uneingeschrankt  vermag  ich  die  zweite  These  zu 
unterschreiben:  „B©i  den  Anforderungen  fiir  die  Lehrbef  ahigung  in  der 
reinen  Mathematik  ist  auf  eine  Entlastung  der  Kandidaten  Bedacht  zu 
nehmen,  jedoch  eine  vertiefte  Einsicht  in  die  Elemente  der  Mathematik 
zu  fordem."  Der  letzten  Forderung  einer  vertieften  Einsicht  in  die 
Elemente  stimme  ich  unbedingt  zu;  sie  entspricht  durchaus  dem  Stande 
der  heutigen  Wissenschaft,  die  ja  grade  durch  die  Forschungen  auf 
diesem  Gebiete  um  Ergebnisse  von  groBer  Tiefe  und  Tragweite  be- 
reichert  worden  ist,  und  sie  beriicksichtigt  auch  die  wahren  Bediirfiiisse 
der  kiinftigen  Lehrer.  Was  die  Frage  der  Entlastung  der  Kandidaten 
betriflft,  so  scheint  mir,  daB  man  nicht  unter  die  keineswegs  hoch- 
gespannten  Anforderungen  herabgehen  sollte,  die  in  der  Priifungs- 
ordnung  vorgesehen  sind.  Ich  glaube,  daB  dies  auch  Stackels  Meinung 
ist,  und  daB  er  nur  davor  wamen  will,  die  der  Natur  der  Sache  nach 
unbestimmt  gehaltenen  Angaben  der  Priifungsordnung  zu  weit  nach  oben 
zu  interpretieren.  Eine  Verringerung  der  Anforderungen  bei  der  Ober- 
lehrerpriifung  wiirde  meines  Erachtens  nicht  mehr  die  vertiefte  mathe- 
matische  Ausbildung  gewahrleisten,  die  der  akadeniisch  gebildete  Lehrer 
besitzen    muB.     Ich   mochte  hier  kurz  auf  die   beherzigenswerte  Dar- 

*)  Jahresbericht  8,  106—118. 
*♦)  Jahresbericht  11,  26—37;  18,  313—341. 
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legung  liber  die  in  Mfinchen  1893  gepflogenen  Verhandlungen  fiber  die 
Frage  der  Prfifungsordnungen*)  verweisen. 

Wenden  wir  ims  nnnmehr  zur  dritten  These.  Es  werden  darin 
die  Anforderungen  fur  die  Lebrbef ahigung  in  der  angewandten  Mathe- 
matik  formulierfc;  dieselben  sollen  umfassen:  a)  darstellende  Geometrie 
nebst  graphisclier  Statik,  b)  niedere  Geodasie  und  Elemente  der  hoheren 
Geodasie  nebst  Ausgleichungsrechnimg  und  Beherrschung  der  nu- 
merischen  Methoden  zur  Verwertung  von  Beobachtungen. 

Dieser  These  yermag  ich  mich  am  wenigsten  anzuscblieBen.  Ich 
halte  es  fur  sehr  bedauerlich,  daB  die  darstellende  Geometrie  nicht  ffir 
alle  Mathematiker  obligatorisch  ist.  Soweit  ich  unterrichtet  bin,  ist 
dies  in  Sfiddeutschland  der  Fall,  und  das  ist  dort  dem  Unterricht  auf 
den  humanistischen  und  realistischen  Anstalten  sehr  zu  statten  ge- 
kommen.  Freilich  tritt  durch  die  Hinzunahme  der  darstellenden  Geo- 
metrie eine  Mehrbelastung  der  einzelnen  Studierenden  ein,  aber  diese 
ist  sehr  gering  und  ti'itt  ganz  in  den  Hintergrund  gegenfiber  den  Vor- 
teilen,  die  mit  dieser  Ausbildung  verbunden  sind.  Und  von  einer  Mehr- 
belastung wird  vollends  dann  gar  nicht  mehr  die  Rede  sein  konnen, 
wenn  die  Fiktion  des  akademischen  Trienniums  zu  Fall  gebracht  wird. 
In  der  Tat  stimme  ich  durchaus  fiir  die  Verlangerung  der  Studienzeit 
auf  vier  Jahre,  so  wie  es  in  Sfiddeutschland  (Bayem)  schon  lange  der 
Fall  ist;  dies  wfirde  zugleich  dem  tatsachlichen  Zustande  in  Nord- 
deutschland  Ausdruck  geben. 

Wird  aber  die  darstellende  Geometrie  fur  alle  Mathematiker  obli- 
gatorisch gemacht,  so  wird  damit  vor  allem  die  mathematische  Aus- 
bildimg  der  Oberlehrer  in  Deutschland  nahezu  einheitlich,  sodaS  ein 
Austausch  namentlich  in  Zeiten  des  Mangels  bczw.  tTberflusses  an 
Lehrkraften  erleichtert  wird.  Hierzu  kommt  noch,  daB  die  zwangs- 
weise  Einffihrung  der  darstellenden  Geometrie  die  leider  kaum  zu  ver- 
meidende  Unterscheidung  in  Mathematiker  an  humanistischen  und  an 
realistischen  Anstalten,  die  Stackel  in  seiner  vier  ten  These  fordert, 
erheblich  mildert.  Der  genannten  These  stimme  ich  auch  deswegen 
durchaus  zu,  weil  durch  sie  allein  die  Erwerbung  der  Lehrbefahigung 
in  angewandter  Mathematik  ffir  die  Anstellung  einen  Wert  erhalt. 
Ohne  Zweifel  ware  es  am  besten,  die  Eenntnis  der  angewandten 
Mathematik  von  aUen  Kandidaten  zu  verlangen,  die  auf  der  Oberstufe 
mathematischen  Unterricht  erteilen  woUen;  indessen  sind  starke  Grflnde 
vorhanden,  die  dagegen  sprechen  imd  den  durch  die  Stackelsche  vierte 
These  gewiesenen  Weg  als  den  gangbarsten  erscheinen  lasseii. 


*)  Jahresbericht  3,  6— C. 
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Fiir  die  allgemeine  Einfiihrung  der  darstellenden  Geometric  in  die 
mathematische  Ausbildung  der  kunftigen  Oberlehrer  spricht  aber  noch 
ein  weiterer  Gesichtsponkt,  der  nicht  anfier  Acht  gelassen  werden  darf. 
Nach  alien  meinen  Beobachtnngen  nnd  Erfahrungen,  nnd  ich  denke 
damit  keinem  Widerspruche  zn  begegnen,  liegt  kanm.irgend  ein  Gebiet 
80  damieder  wie  die  Stereometrie.  Hier  mufi  Wandel  geschaften 
werden,  und  hierauf  bezieht  sich  ja  zum  Teil  die  viel  und  laut  erhobene 
Forderung  der  besseren  Ansbildung  der  Raumanschaunng.  Damit  mufi 
natiirlich  vor  allem  bei  den  Lehramtskandidaten  begonnen  werden; 
sie  miissen  mit  der  Fahigkeit  ansgeriistet  werden,  ranmliche  Gebilde 
zeichnerisch  darzustellen,  d.  h.  die  kOnftigen  Lehrer  der  Mathematik 
miissen  sich  die  Elemente  der  darstellenden  Geometric  aneignen.  Das 
gilt  auch  grade  von  den  Mathematikem,  die  an  humanistischen  Lehr- 
anstalten  wirken;  verlangen  doch  die  Lehrplane  anch  auf  den  Gymna- 
sien  eine  ,,Anleitung  zu  perspektivischer  Zeichnung^',  die  natiirlicb  nur 
anf  Grund  der  Methoden  der  darstellenden  Geometric  gcgeben  werden 
kann.  Ich  trete  also  aus  den  dargelegten  Griinden  und  zugleicfa  im 
Sinne  der  zweiten  These  Stackels  ein  fur  eine  Abzweigung  der 
darstellenden  Geometrie   von    der   angewandten   Mathematik. 

Was  soil  nun  also  die  angewandte  Mathematik  umfassen? 

Mit  Stackel  rechne  ich  dazu  die  in  der  vierten  These  unter  b) 
genannten  Gebiete:  niedere  Geodasie,  Elemente  der  bohcren  Geodasie, 
Ausgleichungsrechnung,  Beherrschung  der  numerischen  Methoden  zur 
Verwertung  von  Beobachtungen,  und  femer  natiirlich  graphische  Statik. 
Aber  wahrend  ich  vor  einer  Dbertreibung  der  Anspriiche  in  Geodasie  usw. 
wamen  mochte,  erscheint  rair  die  graphische  Statik  doch  etwas  zu 
mager  gegeniiber  dem  in  der  geltenden  Priifungsordnung  vorgeschriebenen 
Umfang,  wo  doch  wenigstens  das  Wort  „technische  Meehanik"  erwahnt 
wird.  Ohne  Beriicksichtigung  der  Festigkeitslehre  hat  die  graphische 
Statik  nicht  den  voUen  Nutzen,  man  bleibt  sonst  in  den  Elementen 
der  technischen  Mechanik  stecken,  wahrend  die  dynamischen  Probleme 
im  Vordergrunde  des  heutigen  Interesses  stehen.  Auch  sollte  man 
iiberhaupt  sich  davor  hiiten,  in  eine  Uberschatzung  des  Graphischen  zu 
verfalleu,  denn  nicht  selten  wird  die  analytische  Behandlung  einer  Auf- 
gabe  einfacher  als  die  graphische.  Grade  in  der  Durchdringung  ver- 
schiedener  Methoden  und  in  der  Erkenntnis  ihrer  besonderen  Vorziige 
und  ihrer  Leistungsfahigkeit  liegt  ein  eigenartiger  Reiz  und  eine  groBe 
erzieherische  Bedeutung. 

Bei  der  Beschrankung  auf  die  Stackel schen  Anforderungen,  die 
in  geschickter  Weise  das  sogeiiannte  „Gau6sche  Programm"  zur 
Geltung  zu  bringen  suchen,  ist  meines  Erachtens  die  Gefahr  nicht  ver- 
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mieden^  daB  einerseits  in  mehr  oder  weniger  naher  Zukunft  von  neuem 
eine  Entfremdung  zwisclien  den  Mathematikem  und  Ingenieuren  ein- 
tritt;  and  daB  andererseits  infolgedessen  die  so  vorgebildeien  Lehrer 
mit  der  Befahigung  in  reiner  und  angewandter  Mathematik  nicht  ein- 
mal  den  Ansprtichen  und  Bediirfnissen  der  iechnischen  Mittelschulen 
zu  gcniigen  fahig  sein  werden.  Ein  Abstromen  unseres  Uberflusses 
von  Kandidaten  in  diesen  Kanal  ist  dann  ausgeschlossen;  der  Mathe- 
matiker  wird  die  Sprache  des  Tecbnikers  nicht  verstehen,  und  damit 
ist  der  Gegensatz  und  die  gegenseitige  Geringschatzung  mit  ihren  un- 
erfreulichen  Folgen  geschaffen. 

Ich  meine  also,  es  soUten  Festigkeitslehre,  Elastizitatstheorie^ 
Thermodynamiky  Elektrotechnik  usw.  an  den  Universitaten  gepflegt 
werdeU;  und  das  kann  vielfach  mit  verhaltnismaBig  geringen  Mitteln 
geschehen,  wenn  die  Physiker  der  technischen  Physik  angemessene 
Beachtung  schenken^  wie  es  auch  Stackel  in  einer  spateren  These 
verlangt.  Geschieht  dies^  so  laBt  sich  in  der  angewandten  Mathematik 
und  Physik  ein  erireuliches  Ergebnis  auch  an  den  Universitaten  er- 
zieleU;  die  nicht  so  gunstig  gestellt  sind^  besondere  Institute  daftlr 
zu  besitzen  wie  Jena  dank  der  Carl  ZeiBstiftung  oder  gar  wie  Gottingen, 
das  in  Bezug  auf  Institutseinrichtung  und  Zahl  der  Dozenten  eine 
geradezu  inkommensurable  Praponderanz  besitzt. 

Auf  die  iibrigen  Theson  Stackels  einzugehen^  liegt  fUr  mich  um 
so  weniger  AnlaB  vor^  als  ich  ihnen  durchaus  zustimme.  Nur  bliebe 
bei  der  sechsten  These  zu  wiinschen^  daB  die  Promotionsbedingungen 
in  betreff  der  angewandten  Mathematik  und  der  technischen  Physik 
einheitlich  formuliert  wiirden,  und  zwar  bis  auf  weiteres  in  Uberein- 
stimmung   mit   den   in  Gottingen  und  Jena  geltenden  Bestimmungen. 


Zum  SchluB  gestatte  ich  mir  noch  einen  anderen  Punkt  zu  be- 
riihren,  der  sich  auch  auf  eine  „Anwendung"  bezieht,  namlich  auf 
eine  Anwendung  der  Padagogik  im  mathematischen  Universitatsunter- 
richt.  Auch  A.  Pringsheim  hat  in  seiner  Rede  (Iber  den  Wert  und 
angeblichen  Unwert  der  Mathematik*)  diese  Prage  gestreift.  Auf  den 
ersten  Blick  liegt  ja  etwas  VerfQhrerisches  in  der  Forderung,  daB  an 
den  Universitaten  fiir  eine  mathetnatisdie  Fddagogih  Sorge  getragen 
werden  soUte.  Dennoch  m5chte  ich  mich  dagegen  aussprechen^  und 
zwar  nicht  so  sehr  wegen  der  etwaigen  finanziellen  Schwierigkeiten 
als  viehnehr  aus  inneren  GrUnden. 

*)  Jahrosbericht  18,  367—382. 


592  11.  Teil:  Wisseniichafkliche  Vortr^ge. 

Die  Universitaten  sind  in  erster  Linie  wissenschaftliche  Bildungs- 
anstalten  oder  soUten  es  doch  sein^  und  ihre  Aufgabe  besteht^  soweit 
die  kiinftigen  Lehrer  in  Frage  kommen^  in  der  wissenschafttichen  Aub- 
bildung  der  letzteren,  wozu  auch  selbstverstandlich  die  wissenschaftliche 
Padagogik  gehort.  Sofem  die  Yorlesungen  iiber  das  letztere  Gebiet 
nicht  etwa  schon  die  mathematischen  Unterrichtsmethoden  in  den  Ereis 
ihrer  Erorterung  ziehen,  werden  natiirlich  auch  besondere^  von  Mathe- 
matikem  dargebotene  Vortrage  iiber  Methoden  und  Geschichte  der 
Elementarmathematik  den  Studiereuden  fiir  ihren  kiinftigen  Beruf 
aufierst  niitzlich  sein;  man  wird  sogar  aufs  lebhaf teste  wiinschen  und 
fordem  nitlssen,  daB  Vorlesungen  dieser  Art  an  den  Universitaten  in 
regelmafiiger  Wiederkehr  gehalten  werden.  Aber  die  eigentliche  prak- 
tische  Padagogik  mufi^  wie  uberhaupt  so  auch  in  dem  Gebiete  der 
Mathematik,  nach  meinem  Dafiirhalten  nicht  Aufgabe  der  Universitat, 
sondern  des  Seminar-  und  Probejahres  sein.  Ich  halte  diese  Einrichtung 
des  Seminar-  imd  Probejahres  fiir  eine  sehr  gliickliche  Schopfung  der 
Unterrichtsverwaltung  und  bin  (iberzeugt,  daB  sie  bei  weiterer  aufmerk- 
samer  und  liebevoUer  Pflege  und  verstandnisvoUem  Ausbau  die  segens- 
reichste  Wirkung  haben  wird.  Denn  hier  lemen  die  Schulamtskandidaten 
einen  wirklichen  Schulbetrieb  keunen,  hier  haben  sie  Lehrmeister,  die 
iiber  eine  ausgedehnte  Erfahrung  und  tFbung  verfiigen;  kein  Hochschul- 
padagoge  kann  ihnen  auf  die  Dauer  dasselbe  bieten.  Padagogische  An- 
leitungen  haben  fOr  das  jugendliche  Gemiit  leicht  den  fatalen  Bei- 
geschmack  des  Pedantischen;  es  gehort  eine  gewisse  Eeife  dazu,  die 
tiefere  methodische  oder  ethische  Bedentung  padagogischer  MaBuahmen 
und  Unterriehtsverfahren  vol!  zu  erkennen  und  sich  zu  eigen  zu  maehen. 
Deswegen  sollte  man  die  Einfuhrung  in  die  padagogische  Praxis  nicht 
schon  in  die  Zeit  der  wissenschaftlichen  Universitatsstudien  verlegen. 
Und  wie  wundervoU  ist  iiberdies  der  Gedanke,  die  Lehrer  selbst  dazu 
herauzuziehen^  daB  sie  die  letzte  Feile  an  die  Ausbildung  ihres  Nach- 
wuchses  anlegen  —  all  die  Erfahi*ung,  die  hohe  Intelligenz  und  der 
Idealismus  unseres  akademischen  Lehrerstandes  gelangen  hierbei  zur 
fruchtbaren  Mitarbeit.  So  wenig  die  Universitat  der  gerichtlicheu 
Praxis  fertige  Juristen,  der  medizinischen  Praxis  fertige  Arzte  liefert, 
so  wenig  kann  sie  den  hoheren  Lehranstalten  fertig  ausgebildete 
Lehrer  zur  Verfiigung  stellen;  sie  muB  es  den  akademischen  Lehrer- 
kreisen  uberlassen,  die  wissenschaftlich  durchgebildeten  Kandidaten  in 
die  hohe  Kunst  der  padagogischen  Praxis  einzufiihren. 

Zu  wiinschen  ware  nun,  daB  auch  das  technische  Mittelschulwesen 
in  ahnlicher  Weise  organisiert  wiirde  wie  die  hoheren  Lehranstalten, 
namlich  hinsichtlich  der   wissenschaftlichen  Ausbildung  —   wozu  viel- 
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leicht  die  Technischen  Hochschnlen  den  geeignetsien  Boden  bilden  — 
wie  auch  hinsichtlich  der  padagogischen  Ausbildung  ihrer  Lehrkrafte. 
Ob  sich  das  nach  Lage  der  Dinge  bald  erreichen  liefie^  mag  dahin* 
gestellt  bleiben^  im  Interesse  des  technischen  Unterrichts  und  des 
nationalen  Wohlstandes  sollte  es  aber  mit  alien  Kraften  erstrebt 
werden.  Mit  dem  Aufwand  verhaltnismafiig  geringer  Mittel  lieBe  sich 
grade  auf  diesera  Gebiete  Grofies  erreichen. 


Terh.  d.  III.  lntam*t.  Mathem.-Kongr.   Heidelberg  1904.  88 


Sur  renseignement  des  math^matiques  en  Italie. 

Von 
G.  LoRiA  aus  Genua. 

Le  savant  illustre  qui  s'occupa  de  rorganisation  de  cette  section 
du  Congres  (M.  H.  Schubert),  m'ayant  fait  Thonneur  de  m'inviter  a  traiter 
quelque  sujet  relatif  a  Tenseignement  des  mathematiques  en  Italic,  j'etais 
libre  de  m'occuper  de  quelque  question  sp^ciale,  ou  bien  de  faire  una 
revue  rapide  des  probl^mes  p^dagogiques  relatifs  aux  sciences  exactes, 
qui  ont  ete  discutes  ou  r^solus  de  nos  jours  dans  mon  pays:  j'ai  choisi 
ce  second  systfeme,  car  plus  etendu  est  le  theme  qu'on  traite  et  plus  est 
legitime  Tesp^rance  d'interesser  une  assemblee  nombreuse;  et,  d'ailleurs, 
aucun  des  probl^mes  d'instruction,  qui  pouvaient  pr^tendre  d^etre  choisis 
par  moi;  n'est  done  de  titres  de  preminence  absoluc;  comparables  p.  ex. 
a  ceux  que  poss^dent  les  questions  que  MM.  Klein  et  Perry  ont  re- 
cemment  mis  a  Tordre  du  jour  en  AUemagne  et  en  Angleterre.  Par 
consequence  je  me  propose,  de  faire  a  la  hate  une  course  a  travers 
les  ecoles  moyennes  dltalie,  en  offrant  mes  services  de  Ciceron  a 
mes  honores  collegues  de  Tetranger  qui  s'interessent  aux  programmes 
d*enseignement  et  aux  livres  de  texte;  si  dans  cette  course  je  ne 
m'arreterai  pas  aux  universites,  c'est  que  la  liberte  academique  qu'y 
r^gne  et  gouveme  s'oppose  a  une  marche  rigoureusement  uniforme  de 
I'enseignement  superieur  et  ne  permet  pas  de  remarques  generales.*) 

Les  traditions  geometriques  de  lltalie  sont  sans  contestation  eu- 
clidiennes;  des  que  les  tenebres  du  Moyen-Age  furent  eclaircies  des 
editions,  des  traductions,  des  commentaires  des  Elements  d'Euclide 
commencerent  a  paraitre  et  elles  continuerent  a  se  succeder  sans  cesse, 
en  portant  les  signatures  de  persohalites  eminentes,  telles  que  Tartaglia, 
Commandino,  Viviani,  Borelli,  Grandi,  Sacheri,  Fagnano,  Flauti:  la  serie 

*)  Je  veux  seulement  remarquer  Tintroduction  dans  nos  Uniyersit^s  d'un  coum 
special  de  mathematiques  pour  les  chimistes  et  les  naturalistes 
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brillante  que  forment  ces  representative  men,  par  sa  continuite 
prouve  le  culte  sans  bomes  et  presque  sans  athees  que  ma  patrie 
pendant  bien  de  siecles  paya  an  grand  Alexandrin. 

ToutefoiS;  an  moment  oH  elle,  devenue  enfin  libre,  put  jouir,  d'un 
bout  a  Tautre,  d*un  gouvemement  national^  elle  conservait  encore  dans 
son  organisation  scolaire  des  traces  deplorables  et  ^videntes  de  son 
seculaire  servage.  Dans  Tancien  Piemont  p.  ex.,  certainement  a  cause 
de  rinfluence  fran^aise,  on  preferait  la  m^thode  demi-orithm^tique  de 
Legendre  aux  rigoureux  procedes  g^om^triques  d'Euclide:  tandis  que 
dans  les  provinces  qui  venaient  de  secouer  le  joug  autrichien  se 
trouvaient  repandus  des  manuels  Merits  avec  le  seul  but  evident  de 
speculation  commerciale*);  ils  etaient  si  pen  satisfaisant  que  Cremona, 
devenu  professeur  dans  un  Glymnase  de  la  Lombardie,  n*en  voulut 
adopter  aucun  comme  livre  de  texte,  et  salua,  comme  signal  d'ame- 
lioration  actuelle  et  comme  source  de  progres  futurs,  la  traduction  d'un 
ouvrage,  aujourd'hui  deja  oublie.**) 

Charge  en  1867  par  son  gouvemement  de  tracer  les  lignes  gen^rales 
d*une  reforme  de  Tenseignement  geometrique  dans  les  ^coles  classiques 
italiennes,  Cremona  n'hesita  pas  un  seul  instant  de  proposer  comme 
remade  le  retour  pur  et  simple  aux  Elements  d'Euclide.  Si  cette 
mesure,  que  le  gouvemement  s'empressa  d'adopter,  pent  paraitre  au- 
jourd^hui  un  pen  trop  draconienne,  lorsqu'on  tient  compte  du  but 
qu'elle  se  proposait  (et  qu'elle  atteint  en  effet),  c'est-a-dire  d'extirper 
de  nos  ecoles  les  mauvaises  habitudes  introduites  par  certains  livres, 
elle  doit  ^tre  consid^r^e  comme  un  des  actes  du  grand  math^maticien 
qui  le  signalent  a  reconnaissance  etemelle  de  ses  concitoyens.  II  est 
juste  d'ajouter  que  dans  sa  courageuse  entreprise  il  eut  comme  allies 
deux  autres  fameux  savants,  Brioschi  et  Betti,  dont  Texcellente  edition 
d'Euclide  rendit,  non  seulement  possible,  mais  relativement  aisee,  la 
reforme  proposee  par  Cremona. 

Le  retour  a  la  source  pure  de  la  g^om^trie  grecque,  ayant  comme 
resultat  immediate  des  prejudices  mat^riels,  provoqua  une  opposition 
vive,  mais  qui  ne  pouvait  durer  longtemps  et  qui  par  bonheur  finit 
bientot  par  s'eteindre.  Toutefois  les  grands  mathematiciens,  qui  intro- 
duisirent  derechef  les  Elements  d'Euclide  dans  les  ecoles  italiennes, 
ne  niaient  pas  que  ce  livre,  apr^s  vingt-deux  siecles,  eut  besoin  de 
retouches;  par  consequent  le  gouvemement  italien  ouvrait  un  concours 
pour   un    traite    inedit  de  geom^trie  elementaire  et  un  peu  plus  tard 

*)  Comp.  Rivista  ginnasiale  e  delle  sciiole  tecniche  e  reali,  T.  IV, 
p.  444  et  719. 

**)  Je  veux  parler  du  Traits  de  G^om^trie  d'Amiot. 
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adoucissait  la  disposition  que  nous  avons  citee  tout  a  TheuFe^  en  se 
bomant  k  pretendre  que  Tenseignement  classique  fut  fait  par  la  methode, 
mais  non  sur  le  texte  meme  d'Euclide.  Yoila  une  decision  quW  ne 
saurait  trop  louer;  car  c'est  elle  qui  permit  Tadoption  dans  nos  e  coles 
de  bons  traites  tels  que  ceux  de  Sannia  et  d'Ovidio  et  de  Faifofer; 
c'est  elle  qui  invita  en  quelque  sorte  les  geometres  a  chercher  si  lea 
theories  exposees  par  le  grand  maitre  grec  se  pretaient  a  des  amelio- 
rations didactiques  et  scientifiques^  et  donna  d'essor  a  des  recherches 
couronnees  par  des  resultats  d'une  importance  considerable;  telles  sont 
celles;  ajant  trait  k  la  theorie  de  Tequivalence  des  polygones  et  des 
poly^dreS;  et  qui  parvinrent  a  corriger  un  defaut,  existant  dans  les 
Elements  d^udide,  que  Legendre  lui-meme  n'avait  pu  5ter. 

Ce  regime  de  liberie  toujours  croissante^  si  conforme  au  naturel 
du  peuple  italien,  eut  encore  un  autre  resultat  important,  c'est-a-dire 
d'encourager  des  savants  de  premier  ordre,  vivants  au  dehors  des  ecolei 
mojennes^  a  toumer  leur  pensees  du  cote  des  elements  de  la  geometric. 

Le  premier  des  savants  qui  entrerent  dans  cette  voie  est  notre  re- 
grett^  De  Paolis,  qui,  par  un  excellent  manuel^  tout-a-fait  original,  non 
settlement  rendit  populaire  dans  nos  ^coles  I'idee  d'abandonner  Tancienne 
separation  entre  la  geometric  plane  et  la  geometric  de  Tespace^  mais, 
par  de  nombreux  exemples,  prouva  Tutilite  theorique  de  cette  innovation. 

Non  moins  radicale  est  la  reforme  que  proposa  plus  tard  M.  Veronese, 
en  poursuivant  le  cours  des  idees  qui  caracterisent  ses  celebres  recherches 
de  geometric  a  plusieurs  dimensions;  boruons-nous  a  signaler  ses 
efforts  victorieux  pour  determiner  le  role  de  I'idee  de  mouvement  dans 
les  demonstrations  geometriques,  et  la  conclusion,  a  laquelle  il  parvint, 
qu'il  est  scientifiquement  possible  et  utile  du  point  de  vue  pedagogique, 
de  bannir  tout-a-fait  ce  concept.  L'importance  de  Faction  de  M.  Veronese 
a  ete  accrue  par  les  discussions  soulevees  par  ses  propositions. 

Moins  revolutionnaires  ont  ete  les  derniers  entre  les  savants  italiens 
qui  s'occupferent  de  la  geometric  elementaire;  en  effet  MM.  Enriques 
et  Amaldi,  en  se  rattachant  de  nouveau  a  la  tradition  euclidicmie,  se 
proposerent  dans  un  Livre  recent  de  reformer  les  Elements  d'Euclide, 
en  les  exposant  sous  une  forme  correspondante  a  Vetat  actuel  de  la 
science  et  aux  besoins  de  nos  ecoles;  la  question  des  postulats  fon- 
damentaux  de  la  geometric  et  la  theorie  de  Tequivalence  attirerent  leur 
attention  d'une  maniere  tout-a-fait  speciale,  dans  le  but  de  satisfaire  a 
la  fois  aux  exigeances  de  renseignement  et  a  celles  de  la  science 
d'aujourd'hui. 

De  nature  bien  differente  est  enfin  Tessai   d'introduire  la  logique 
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mathematique  dans  I'enseignement  ^ementaire  de  la  geometrie,  aussi 
bien  que  de  Talgebre;  cet  eesai  doit  etre  cite  car  il  se  base  sur  une 
methode  qui  compte  en  Italie  des  culteurs  nombreux  et  habiles;  mais, 
ceux-la  meme  qui  consid^rent  favorablement  le  calcul  logique  dans  ses 
applications  a  Fanalyse  microscopique  des  id^es  fondamentales  des 
matbematiques,  ne  croient  pas  qu'il  soit  destine  a  nous  foumir  la 
solution  definitive  du  problfeme  de  Tenseignement  flementaire. 

Ayant  eu  I'occasion  de  citer  des  trayaux  didactiques  ayant  trait 
au  calcul,  il  ne  m'est  pas  permis  de  taire  que  des  maitres  tels  que 
MM.  Arzela,  Capelli  et  Pincherle,  par  des  essais  qu'on  ne  saurait  assez 
louer,  ont  affranchie  ma  patrie  de  la  n^cessite  de  recourir  a  Tetranger 
pour  avoir  des  bons  manuels  d'arithmetique  et  d'alg^bre. 

Les  eleves  des  savants  que  nous  venons  de  nommer,  d^s  qu'ils 
occuperent  une  cbaire  dans  Tenseignement  mojen^  se  proposerent,  par 
des  efforts  qui  les  honorent^  de  mettre  a  Tepreuve  ces  nouveaux  procedes 
didactiques;  par  cela  il  reussirent  de  les  rendre  plus  parfaits  dans  les 
details  et  plus  adaptes  a  I'intelligence  des  jeunes  gens.  En  consequence 
Tancien  tjrpe  de  nos  ecoles  subit  une  modification  radicale;  car  les 
jeunes  professeurs,  essayant  avec  un  entbousiasme  communicatif  les 
metbodes  nouvelles,  ramenerent  de  la  vie  et  de  la  lumi^re  dans  les 
momes  salles  oCl  auparavant  quelque  vieux  maitre,  tout  en  baiUant;  ex- 
posait  Tancienne  deiiionstralion  du  tbeoieme  de  Pythagore,  en  presence 
d'un  auditoire  sommeillant.  Le  grand  public,  en  general  enclin  a  se  mefier 
des  nouveautes,  suit  avec  apprehension  ce  cbangement,  appuye  en  cela 
par  les  maitres  de  ,,rancien  regime'',  qui  considerent  tout  ce  mouvement 
par  le  meme  oeil  que  certains  anciens  medecins  jugent  les  modernes 
procedes  curatifs;  maix  ceux  qui  ont  foi  dans  le  progr^s  indefini  du 
savoir  ue  peuvent  que  saluer  avec  joie  les  progres  que  fait  la  metbode 
d'enseignement  de  la  geometric,  tout  en  procedant  toujours  sur  la  route 
indestructible  frayee  par  Euclide.  . 

Dans  la  societe  Matb^sis,  fondee  il  y  a  quelques  annees  parmi 
ceux  qui  enseignent  les  sciences  exactes  dans  les  ecoles  moyennes, 
se  reflecbit  d'une  maniere  saisissante  cette  vie  qu'anime  nos  professeurs 
de  matbematiques;  son  noble  programme  a  et^  resume  heureusement 
par  un  de  ses  presidents,  en  ^crivant  que  son  but  est  de  tourner  les 
progres  de  la  science  a  Tavantage  de  T^cole.  En  attirant 
Tattention  des  savants  sur  des  themes  d^termin^s,  en  dirigeant  les 
discussions  relatives,  en  fixant  des  reunions  partielles  et  des  congr^s 
^eneraux.  Math es is  tient  allume  ce  feu  sacr^  qui  nous  parait  necessaire 
pour  que  les  professeurs  des  Ecoles  moyennes  soient  dignes  de  la  haute 
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fonction  qne  la  society  lenr  a  confine;  si,  en  revenant  a  ces  proced^s 
anciens;  elle  aura  soin  de  maintenir  le  contact  continnel  de  ses  socie- 
taires  avec  les  membres  du  corps  universitaire,  elle  contribnera  a  deve- 
lopper  de  plus  en  plus  cet  echange  d'idees^  entre  les  professeurs  de 
tons  les  degreSy  qui  nous  semble  indispensable  si  on  veut  assurer  cette 
continuite  dans  Tenseignement  de  la  meme  branche  du  sayoir^  qui  parait 
indispensable  a  tons  ceux  qui  se  rappellent  que  natura  abhorret  a 
saltus. 

Parmi  les  questions  qu'on  a  discutees  an  sein  de  Mathesis  il  y 
en  a  deux  qui^  par  leur  importance,  meritent  que  nous  en  disions 
quelques  mots. 

La  premiere  a  ete  soulevee  par  la  publication  du  traite  de  geometric 
De  Paolis  et  consiste  dans  la  recherche  des  avanti^es  que  pent  tirer 
Venseignement  si  Ton  d^truit  Tancienne  separation  elevee  (ou  cousacree) 
par  Euclide  entre  la  geometric  plane  et  celle  de  Tespace.  D^  1825  Gter- 
gonne  observait  ;,qu'il  est  raisonnablement  permis  de  se  demander  si 
notre  mani^re  de  diviser  la  geometric  en  geometric  plane  et  g^ometrie 
de  Tespace  est  aussi  naturelle  et  aussi  exactement  conforme  a  Tessence 
des  choses,  que  yingt  siecles  d'habitude  ont  pu  nous  le  persuader^'; 
c'est  la  meme  idee  que  soutient  une  quinzaine  d'annees  aprfes  un  obscnr 
geom^tre  franfais,  de  Mahistre,  dont  M.  Laisant  a  recemment  opere 
rexhumation.*) 

La  2*  6d.  de  Touvrage  de  Mahistre  parut  dans  la  m^me  annee 
(1844)  oil  fut  publie  le  Lehrgebaude  der  niederen  Geometric  de 
Carl  Anton  Bretschneider,  dans  lequel  la  fusion  entrevue  par  Grergonne 
est  effectuee,  car,  au  lieu  de  Tancienne  division  de  la  geometric,  on 
trouve  celle  en  geometric  de  position,  geometric  de  la  forme, 
geometric  de  la  mesure.  Si  nous  ne  nous  trompons  pas,  Bretschneider 
en  AUemagne,  non  plus  que  Gergonne  en  France,  ne  trouva  des  imi- 
tateurs,  quoique  Schlomilch  n'ait  pas  hesite  a  proclamer  que  „la  pre- 
eminence de  la  planimetrie  est  une  erreur,  le  ton  doit  etre  donne  par 
la  8tereometrie*\  Quant  a  Tltalie  il  est  bien  remarquable  que  dans  les 
programmes  officiels  pour  nos  Instituts  techniques,  publics  en  Octobre 
1871,  on  lit  les  lignes  suivants,  dues  sans  doute  a  Brioschi:  „8e  servir 
de  Tespace  a  trois  dimensions,  meme  dans  les  questions  de  geometric 
plane,  est  un  des  artifices  d'invcstigation  geometrique,  que  meme  les 
anciens  ont  connu,  et  qui  contribue  a  donner  bientot  aux  el^ves 
Fhabitude  de  voir  par  les  yeux  de  Tesprit  les  figures  geometriques  de 
Tespace  ideal."     Et  peu  apres  Cremona  ajoutait  dans  un    ouvrage  c^- 

*j  L'Enseignement  math^matique  T.  Ill,  1901,  p.  98  et  soiy. 
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lebre*):  ^^es  considerations  ster^metriqaes  donnent  bien  souvent  le 
mojen  de  rendre  facile  et  intuitif  ce  qui  en  geometrie  plane  serait 
complique  et  de  demonstration  difficile:  d'ailleurs  elles  aignisent  Tintel- 
ligence  et  aident  le  developpement  de  cett«  imagination  geom#rique^ 
qui  est  une  qualite  essentielle  de  Ting^nieur  pour  qu'il  puisse  concevoir 
les  figures  de  Tespace  meme  sans  Taide  d'un  dessein  ou  d'nn  mod^le^^ 
Presque  an  meme  instant  otl  le  grand  m^tre  italien  ecrivit  ces  lignes, 
un  eminent  geometre  fran9ai8y  M.  M^ray^  en  s'inspirant  aux  id^es  de 
Gergonne,  effectuait  la  fusion  des  deux  geometries,  par  ses  excellents 
Nouveaux  elements.  Mais  il  semble  qu'a  ce  moment-la  ses  id^es 
ne  furent  guere  goutees  par  ses  compatriotes,  ni  a  T^tranger;  en  tout 
cas  elles  n'etaient  pas  connues  par  De  Paolis  lorsqu'il  con^ut  le  plan 
de  ses  Eleraenti  di  geometria  (Torino,  1884).  C*est  par  la  publi- 
cation de  ce  liyre  que  commenc^rent  en  Italie  les  longues  discussions 
entre  fusionistes  et  separatistes;  et  il  est  digne  d'etre  note  que 
Techo  de  ces  debats,  etant  arrive  jusqu'a  Dijon,  par  Torgane  de  celui 
qui  a  rhonneur  de  vous  parler**),  M.  Meray  fut  encourage  de  revenir 
sur  ses  anciennes  m^thodes  et  de  les  perfectionner;  un  succ^s  etonnant, 
constate  par  des  documents  officiels,  a  couronne  ces  nouveaux  efforts! 
.  On  s'est  plu  k  me  peindre  comme  un  fusioniste  ardent;  c'est  une 
exageration;  aimant  en  general  toute  nouveaute,  j'ai  considere  avec 
vive  sympathie  Tapparition  d'une  methode  nouvelle  pour  considerer 
Tensemble  des  verites  g^ometriques.  D'aiUeurs,  lorsqu'un  procede  a 
ete  imagine  par  des  personnes  distingues,  appartenants  a  des  nationalites 
et  a  d'epoques  differentes,  et  lorsqu'il  s'est  montre  capable  d'applications 
tres  vastes  et  tres  variees***),  il  me  semble  qu'il  ne  merite  pas  d'etre 
relegue  parmi  des  produits  artificiels  destines  a  mourir,  m§me  si  ses 
resultats  n'autorisaient  pas  encore  a  trancher  la  question  en  sa  favour. 

Cela  etant,  il  est  naturel  que  j'exprime  le  voeu  que  la  question 
de  la  fusion  de  la  planim^trie  et  de  la  stereometric  soit  etudiee  d'une 
maniere  large  et  complete,  en  essay  ant  de  la  resoudre  en  se  servant 
tout  aussi  bien  de  considerations  theoriques  et  des  resultats  des  ex- 
periences qu'on  a  deja  faitesf)  et  qu'on  est  en  train  de  faire. 

L'autre  des  questions  traitees  au  sein  de  TAssociation  Mathesis, 

*)  Elementi  di  geometria  projettiva  (Torino,  1873). 
**)  Vojez  ma  conference  sur  La  storia  della  matematica,  lue  le  15  Sept. 
1898  au  I.  Congr^B  des  professenrs  des  ^coles  moyennes. 

***)  On   pent  par  ex.  Tappliqner  aussi  dans  Tenseignement  de  la  g^om^trie 
analytique,  comme  Ta  pronv^  Biot  d^s  Tan  1802. 

t)  11  est  bon  de  remarquer  que  les  demiers  programmes  italiens  ont  ^t^ 
redig^b  de  maniere  qn'ils  penvent  servir  aux  fusionistes,  aussi  bien  qu'aux  se- 
paratistes. 


600  n.  Teil:   Wigsenschaftliche  Vortrftge. 

auxquelles  je  fis  allusion  un  pen  pins  haut^  est  la  recherche  des 
moyens  pour  augmenter  le  profit  de  Tenseignement  des  elements  des 
niathematiqnes.  Or  cet  enseignemeiit  donne-t-il  en  general  des  resultats 
moindres  que  les  autres  enseignements  parall^les,  scientifiques  ou  lit- 
teraires?  Je  ne  saurais  Taffirmer.  Toutefois  je  tronve  belle  et  digne 
de  consideration  la  question  que  je  viens  de  rapporter,  car  tout  uiaitre 
doit  s'efforcer  d'accroitre  Tefficacite  de  son  enseignement,  quelque  soit 
le  degre  qu'il  a  deja  atteint.  On  ne  pent  s'attendre  a  obtenir  une 
solution  definitive  et  complete  de  la  question  enoncee;  les  observations 
gen^rales  que  suivent  ne  sont  destinees  qu*a  Teclaircir  un  pen.  Je  vais 
commencer  par  une  qu'a  faite  Hermite,  presque  a  la  veille  de  sa  mort; 
voila  comment  s'exprimait  ce  grand  maitre: 

j^BskCon  de  Verulam  a  dit  que  Tadmiration  est  le  principe  du 
savoir;  sa  pensee  qui  est  juste  en  general;  Test  surtout  a  Tegard  de 
notre  science^  et  je  m'en  autoriserai  pour  exprimer  le  desir  qu'on  fasse^ 
pour  les  etudiants;  la  part  la  plus  large  aux  choses  simples  et  belles 
qu'a  Textr^me  rigueur,  aujourd'hui  si  en  honneur^  mais  bien  peu  at- 
tray  ante ;  souvent  meme  fatiguante,  sans  grand  profit  pour  le  com- 
men9ant  qui  n*en  pent  comprendre  Tint^ret".*) 

Une  id^e  analogue  a  celle  de  Bacon  a  ^te  ^mise  par  un  philo- 
sophe  italien,  Bovio,  en  disant  que  ,,le  but  de  Tenseignement  secondaire 
est  celui  d*apprendre,  non  la  science,  mais  Tamour  de  la  science'^  Or 
les  mathematiques  peuvent  se  considerer  sous  un  double  aspect;  c'est- 
a-dire  on  pent  les  admirer  comma  un  modele  incomparable  d'edifice  scien- 
tifique,  d  une  solidite  si  parfaite  que  meme  le  z^le  de  la  critique  n'a 
su  en  secouer  les  bases;  ou  bien  comme  foumissant  des  moyens  de 
recherche  si  sftrs  et  puissants  que  toutes  les  autres  sciences  y  eurent 
recours,  des  qu'elles  abaudonnerent  leur  etat  d'enfance.  Or  si  c'est 
une  prerogative  de  quelques  esprits  d'elite  d'aimer  des  la  jeunesse  la 
mathematique  pour  ses  qualites  theoriques,  toute  personne  intelligente 
ne  pent  rester  froide  en  presence  des  belles  applications,  qu'elle  re^oit 
et  qui  le  font  apparaitre  comme  la  veritable  logique  des  sciences  de 
la  Nature.  En  consequence  il  ne  sera  pas  assez  recommande  aux 
professeurs  de  mathematiques  de  traduire,  sons  une  forme  concrete,  les 
questions  mathematiques**)  et  d'inserer,  au   milieu   de  Texposition  des 


*)  Archiv  fiir  Mathematik  und  Physik,  3.  Reihe,  I.  Bd.,  11»01,  p.  20. 
**)  P.  ex,  le  probl^me  „trouver  la  hauteur  d'une  pyramide  triangulaire ,  en 
connaissant  les  angles  faits  avec  le  plan  ABC  de  la  base  par  les  ari'tes  la- 
t^raux  VA,  VB,  KC/*  pent  s'^inoncer:  .,calculer  la  hauteur  d'une  ar^ostate  F,  en 
connaissant  ses  angles  dVl^vation,  lorsqu'on  Tobserve  depuis  trois  points  A,  B,  C, 
dout  les  distances   mutuelles  sont  connues.''     Et  la  question   de   ..trouver  Tinter- 
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doctrines,  le  plus  sonvent  qu'ils  peuvent,  des  applications  pratiques 
varices  et  int^ressantes.  C'est  d'ailleurs  une  idee  que  j'ai  trouve  deja 
appliqn^e  dans  un  excellent  traite  de  geometric  public  en  Allemagne: 
je  parle  de  celui  de  MM.  Henrici  et  Treutlein,  oi^,  comme  application 
de  la  trigonometric,  on  trouve  les  elements  de  la  triangulation  du  grand- 
duche  de  Bade! 

Le  nom  venere  de  M.  Treutlein,  que  je  viens  de  prononcer,  me 
donne  Toccasion  de  declarer  que  je  me  range  aussi  de  son  cote  lorsqu'il 
recommande  Tintroduction  d'un  element  historique  dans  Texpos^  des 
theories  matbematiques :  „les  matieres  de  la  geometric  (a  remarque 
Blaise  Pascal)  sont  si  serieuses  d'elles  meme,  qu'il  est  avantageux  qu'il 
fi'oflfre  quelque  occasion  pour  les  rendre  un  pen  divertissantes'';  or  c'est 
I'element  historique  qui  foumit  peut-^tre  le  moyen  meilleur  pour  inter- 
rompre  la  marche  un  pen  lourde  des  deductions  matbematiques. 

Permett^z-moi,  Messieurs,  que  j'ajoute  enfin  une  proposition  con- 
cernant  particulierement  la  geometric.  Dans  Tenseignement  universitaire 
les  cours  de  geometric  projective  et  de  geometric  descriptive  sont 
accompagnes  d'exercises  metbodiques  de  dessein,  dans  lesquelles  les 
etudiants  effectuent  les  constructions  et  appliquent  les  theories  exposees 
par  le  professeur;  c*est  un  systfeme  on  ne  pent  plus  bon,  qui  sert  a 
familiariser  les  elhves  avec  les  m^tbodes  dont  les  sources  se  trouvent 
dans  les  oeuvres  immortelles  de  Monge  et  Poncelet.  Or  pourquoi  ce 
systeme  ne  pourrait-il  pas  s'etendre  aux  ecoles  moyennes?  Deux  heures 
d^excrcises  grapbiques  cbaque  semaine  suffiront  aux  S^ves  pour  s'emparer 
de  Fessence  meme  des  precedes  propres  de  la  g^om^trie,  et  par  ce 
commerce  continuel  avec  les  cercles  et  les  triangles  ils  apprendront  a 
aimer  ce  qu'auparavant  ils  ne  faisaient  que  redouter:  qu'il  me  soit 
permis  de  fixer  sur  cette  idee  Tattcntion  des  savants  pedagogistes  qui 
me  font  Thonneur  de  m'ecouter. 

Comme  c'est  bien  naturel  au  sein  de  TAssociation  Mathesis  on 
a  beaucoup  parle  de  programmes  d'enseignement,  en  s'occupant  des 
ecoles  classiques  (Gymnasien)  aussi  bien  que  des  ecoles  et  des  instituts 
techniques  (niedere  und  obere  Realschulen).  C'est  a  propos  de 
CCS  derni^res  que  la  difference  des  idees  s'est  manifestee  le  plus  vivement 
et  n'est  pas  encore  disparue;  c'est  une  chose  qu'on  pouvait  prevoir  et 
qu'il  n'est  pas  difficile  de  s'expliquer;  car  renseignement  technique  n'a 
pas  un  type  determine  et  lixe  dans  tout  le  monde  civil;  en  Italic  il  y 
a  des  personnes  qui  croient  bon  de  le  forger  sur  le  modMe  des  latein- 

section  d'une  surface  avec  un  c6ne  circnlaire"  est  identique  au  fond  avec  celle  de 
^determiner  Tombre  port^e  par  on  disque  sur  une  surface  donnee**. 
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son  avis  sur  les  moyens  qu'il  juge  le  plus  propre  a  faciliter  le  travail 
intellectuel. 

Voici  le  texte  du  Questionnaire: 

At  ant-prop  0  8.  —  II  va  de  soi  qu*il  eat  loisible  k  cbacun  de  ne  r^pondre 
que  Bur  les  points  a  sa  convenance  et  qu'il  ne  doit  voir  dans  notre  pens^e  aacune 
tentative  d'indiscrdtion.  Par  contre  il  ne  saurait  nous  opposer  aucun  argument 
emprunt^  a  une  sorte  de  fausse  modestie.  Chacun  a  le  droit  de  dire:  „la  mani^re 
dont  je  travaille  n*a  pas  d'int^r^t  pour  les  autres/'  Mais  il  est  certain  que  la 
maniere  dont  Vensemhle  des  math^maticiens  travaille  a  le  plus  grand  int^r^t.  Et 
m(^me,  de  Tin^vitable  diversity  des  r^ponses  doit  sortir  un  tr^s  utile  enseignement. 

Qaestions  d'ordre  phsychologiqae. 

1.  —  a)  A  quelle  ^poque,  d'apr^s  vos  souvenirs,  et  dans  quelles   circon- 
stances,  le  gout  des  sciences  matht^matiques  s*est-il  empar^  de  vous? 

b)  Ce  goiU  est-ii  h^r^ditaire  chez  vous?  Avez-vous  eu  dans  votre  ascen- 
dance, ou  J  a-t-il  parmi  les  autres  membres  de  votre  famille  (fr^res  et  soeurs, 
oncles,  cousins,  etc.)  des  personnes  sp^cialement  douees  au  point  de  vue  matb^- 
matiqiie?  Leur  exemple  ou  leur  influence  personnelle  ont-ils  4i6  pour  quelque 
chose  dans  votre  inclination  du  cdt^  des  math^matiques? 

2.  —  Quelles  sont  les  branches  de  la  science  math^matique  vers  lesquelles 
Tous  vous  0tes  senti  plus  particuli^rement  attir^? 

3.  —  Etes-vous  plutdt  attir^  par  Tint^rSt  de  la  science  math^matique  en 
elle-m^me,  ou  par  les  applications  de  cette  science  aux  ph^nom^nes  de  la  nature? 

4.  —  Avez-vous  conserve  un  souvenir  precis  de  votre  maniere  de  travailler 
iorsque  vous  poursuiviez  vos  etudes,  alors  que  le  but  dtait  plutdt  de  s'assimiler 
les  richesses  d^autrui  que  de  vous  livrer  a  des  recherches  personnelles?  Avez- 
vous  sur  ce  point  quelques  renseignements  int^ressants  k  foumir? 

6.  —  Une  fois  les  etudes  math^matiques  usuelles  (correspondant  par  exemple 
au  programme  de  la  licence  math^matique  ou  de  I'agr^gation  ou  de  deux  licen- 
ces) terminees,  dans  quel  sens  avez-vous  cru  devoir  orienter  vos  etudes?  Avez- 
vous  d*abord  cherch^  k  acqu^rir  une  instruction  g^n^rale  tr^s  ^tendue  sur  plu- 
sieurs  points  de  la  science  avant  dc  produirc  ou  de  publier  quelque  chose  de 
serieux?  Avez-vous  au  contraire  cherche  a  approfondir  d'abord  un  point  parti- 
culier  en  n'^tudiant  a  pen  pr^s  que  ce  qui  ^tait  indispensable  dans  ce  but;  et 
n'est-ce  qu'ensuite  que  vous  vous  fites  ^tendu  peu  k  peu?  Et  si  vous  avez  employ^ 
d'autres  m^thodes  pouvez-vous  les  indiquer  sommairement?  Quelle  est  celle  que 
vous  pref^rez? 

6.  —  Avez-vous  cherch^  a  vous  rendre  compte  de  la  gendse  des  v^rites, 
d^couvertos  par  vous,  auxquelles  vous  attachez  le  plus  de  prix? 

7.  —  Quelle  est,  selon  vous,  la  part  du  hasard  ou  de  Tinspiration  dans  les 
d^couvertes  math^matiques  ?  Cette  part  est-elle  aussi  grande  toujours  qu^elle 
le  parait? 

8.  —  a;  Avez-vous  remarque  parfois  que  des  decouvertes  ou  des  solutions, 
8ur  un  sujet  completement  eti anger  a  vos  recherches  du  moment,  vous  aieut 
apparu,  alors  qu'elles  correspondaient  a  des  recherches  ant^rieures   infructueuses  ? 

b)  Vous  arrive-t-il  de  calculer  ou  de  resoudre  des  probl^mes  en  reve?  ou 
de  voir  surgir  toutes  pretes,  en  vous  rcveillant  le  matin,  des  solutions  ou  dec-ou- 
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yertes  soit  compl^tcment  inattendues,  soil  vainement  poursuiyies  la  veille  ou  lea 
ioura  pr^c^dents? 

9.  —  Estimez-vouB  que  vos  principales  d^ouyertes  aient  4t6  le  r^sultat  d'un 
trayail  youlu,  dirig^  dans  on  aens  precis,  ou  bien  se  soient  pr^sent^es  k  votre 
esprit  spontan^ment  pour  ainai  dire? 

10.  —  Lorsque  yous  avez  obtenu  un  r^aultat  aur  un  siyet  que  voua  pour- 
Huivoz  ( u  yue  de  publier  voa  recherches,  r^digez-voua  imm^diatement  la  partie  de 
votre  travail  correspondante?  Au  contraire,  accumulez-voua  vos  rdsultata  aoua  forme 
de  simp^ea  notes,  pour  n'aborder  la  redaction  que  aur  un  ensemble  important? 

11.  —  D'une  mani^re  g^n^rale,  quelle  eat  la  part  d*importance  que  yous 
attribuez  auz  lecturea  en  mati^re  de  recherchea  math^matiquea  ?  Quela  conaeila 
donneriez-youa  k  ce  arget  a  un  jeune  math^aticien  pourvu  de  rinatruction 
claaaique  babituelle? 

12.  —  Ayant  d'entamer  un  travail,  cherchez-youa  tout  d'abord  k  youa  aaai- 
miler  lea  travaux  qui  ont  ^t^  produita  sur  le  m§me  aujet? 

13.  —  Pr^f^ez-vouB  au  contraire  laisaer  k  votre  eaprit  aon  enti^re  liberty, 
aauf  a  verifier  enauite,  par  dea  lecturea  aur  le  aujet,  la  part  qui  voua  eat  peraon- 
nelle  dans  lea  r^aultata  que  voua  avez  obtenus? 

14.  —  Quaud  youa  abordez  une  queation  cherchez>vou<i  a  ^tudier  de  auite 
d'uoe  fa9on  auasi  g^n^rale  que  possible  les  probl^mes  plus  ou  moins  precis  que 
vous  vouB  posez?  Pr^f^rez-vous  habituellement  traiter  d'abord  des  cas  particuliera, 
ou  un  cas  ^tendu,  pour  g^n^raliser  ensuite  progressiyement  ? 

15.  —  Faitea-voua  une  distinction,  au  point  de  vue  de  la  m^thode,  entre  le 
travail  d'invention  et  celui  de  redaction? 

16.  —  Yob  habitudes  de  travail,  depuis  voa  ^tudea  termin^ea,  voua  semblent- 
elles  avoir  6t^  sensiblement  lea  mSmea? 

17.  —  Dana  vos  principales  recherchea,  avez-voua  pourauivi  conatamment 
votre  but,  aana  discontinuity,  ou  bien  avez-voua  abandonn^  le  aujet  k  certaina 
momenta,  pour  y  revenir  plua  tard? 

Si  vous  avez  pratiqu^  lea  deux  m^thodea^  de  laquelle,  en  general,  voua 
etes-vous  le  mieuz  trouv^? 

18.  —  Quel  est,  d'apres  vous,  le  temps  minimum  qu'un  mathematicien  ayant 
d'autres  occupations  journali^res  doit  consacrer  dans  aa  joum^,  aa  semaine  et 
son  ann^e  auz  math^matiques  pour  arriver  k  cultiyer  avec  fruit  certaines  bran- 
ches des  m^mes  math^matiquea?  Vaut-il  mieuz  quand  on  a  le  choiz,  d'apr^a 
voua,  travailler  toua  lea  joura  xm  peu:  une  heure,  par  ezemple,  au  minimum? 

19.  —  a)  Quelles  sont  vos  distractions  ou  occupations  favorites,  ou  vos  gouts 
dominants,  en  dehors  de  T^tude  des  math^matiques ,  ou  dans  vos  moments  de 
loisir?  —  b)  Les  occupations  ou  distractions  artistiquea,  litt^rairea,  la  muaique  et 
la  po^aie  en  particulier,  voua  semblent-ellea  de  nature  a  d^toumer  de  Tinvention 
math^matique,  ou  bien  la  favoriaent-ellea,  par  le  repoa  qu^elles  procurent  k  Teaprit 
momentan^ment?  —  c)  Voua  sentez-vous  attires  par  les  questions  d'ordre  m^ta- 
phjsique,  ^thique  ou  religieuz,  ou  au  contraire  celles-ci  vous  r^pugnent-elles? 

20.  —  Si  yous  avez  des  occupations  professionnelles  absorbantes,  conmient 
vous  appliquez-vous  k  les  concilier  ayec  voa  travaux  peraonnela? 

21.  —  Quela  conaeila,  en  r^aum^,  donneriez-voua :  a)  k  un  jeune  homme 
poursuivant  aea  ^tudea  math^atiquea? 

b)  ^  im  jeune'  mathematicien,  ayant  achev^  aea  <^tudea  ordinairea,  et  d^aireuz 
de  pourauivre  une  carri^re  acientifique? 
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Questions  relatives  an  mode  de  vie  dn  mathimaticien. 

22.  —  Croyez-vous  utile  an  math^maticien  d'observer  quelques  regies  parti- 
culi^res  dans  Thygi^ne:  regime,  henres  des  repas,  intervalles  ^  obsenrer? 

23.  —  Quelle  dur^e  normale  quotidienne  de  sommeil  voub  semble  n^cessaire? 

24.  —  Le  travail  du  math^maticien  dans  une  journ^e  doit-il  6tre  coupe, 
selon  vous,  par  d'autres  occupations,  on  par  des  exercices  physiques  proportionnes 
a  r&ge  et  aux  forces  de  cbacun? 

25.  —  a)  Avez-vous  la  tendance  ou  Thabitude  de  travaillcr  pendant  des  se- 
maines  et  des  mois  d'une  fa9on  r^guli^re,  continue,  ^gale,  ou  au  contraire  par 
bourr^es  et  comme  par  a-coups?  —  b)  Avez-vous  des  phases  marquees  d^excitation 
et  d^entrain,  puis  de  depression  et  d'iucapacite  de  travail?  —  c)  Avez-vous  remar- 
qu^  si  ces  alteruances  pr^sentent  une  p^riodicite  r^guli^re,  et  dans  ce  cas,  quel 
est  approximativement  le  nombre  des  jours  de  la  phase  d*activit<5  et  de  la  phase 
d'inertie?  —  d)  Les  circonstances  ambiantes  physiques  et  m^ti^orologiques  (tempe- 
rature, lumi^re  ou  obscurity,  saisons  etc.)  ont-elles  une  influence  appreciable  sur 
vos  facultes  de  travail? 

26.  —  Quels  exerciced  physiques  pratiquez-vous  ou  avez-vous  pratiques,  comme 
diversion  aux  travaux  intellectuels?    Auxquels  donnez-vous  la  preference? 

27.  —  Donnez-vous  la  preference  au  travail  du  matin  ou  k  celui  du  soir? 

28.  —  Les  periodes  de  vacances,  si  vous  en  prenez,  sont-elles  utilisees  par 
vous  k  des  travaux  mathematiques  (et  dans  quelle  mesure?)  ou  bien  consacrees 
enti^rement  a  la  distraction  ou  au  repos? 

Observations  finales. 

1°  11  y  aurait  naturellement  une  foule  d'autres  details  qu'il  serait  utile  de 
connaitre  par  enquSte:  29  a)  si  Ton  travaiile  plus  facilement  debout,  ou  assis,  ou 
etendu;  —  b)  a  la  planche  noire  ou  sur  le  papier;  —  c)  a  quel  point  on  est 
distrait  par  les  bruits  exterieurs;  —  d)  si  Ton  peut  poursaivre  un  problfeme  en 
promenade,  en  chemin  de  fer;  —  e)  de  Tinfluenee  des  excitants  ou  des  calmants: 
tabac,  cafe,  alcool,  etc.,  sur  la  quantite  et  la  qualite  du  travail. 

Au  point  de  vue  psychologique,  il  serait  ires  important  de  savoir  de  quelles 
images  internes  de  quelle  forme  de  „parole  interieure'^  se  servent  les  mathemati- 
ciens;  8^ils  sont  moteurs,  auditifs,  visuals  ou  mixtcs,  suivant  le  sujet  dont  ils 
s'occupent  (30). 

Mais  nous  craignons  de  decourager  le  lecteur  par  la  longueur  du  question- 
naire, aussi  croyons-nous  utile  de  rappeler  que  chacun  est  Ubi'e  de  laisaer  de  cote 
les  questions  pour  le^quellts  il  eprouve  quelque  embarras  a  repondre. 

2^  Si,  d^autre  part,  certains  pensaient  pouvoir  fournir  des  renseignements 
interessants  ne  repondant  pourtant  a  aucune  des  questions  precedeutes,  les  pre- 
sentes  lignes  les  invitent  a  les  donner  sans  hesiter. 

3^  Si  quelques  personnes  ayant  connu  d*assez  pres  des  mathematiciens 
disparus  aujourd'hui  etaient  a  m^me  de  fournir  des  indications  les  concernant  sur 
une  partie  des  questions  qui  precMent,  nous  leur  demandons  instamment  de  vou- 
loir  bien  le  faire.  EUes  apporteront  ainsi  une  contribution  importante  et  utile 
k  rhistoire  de  la  science  mathematique  et  de  ses  developpements. 

La  Redaction. 
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Bien  qu^il  ait  et^  etabli  avec  beaucoup  de  soin,  le  Qnestionnaire 
ne  manquera  pas  de  soulever  quelques  critiques  et  quelques  objections. 
On  pourra  loi  reprocher  sa  longueur;  mais  nous  tenons  a  rappeler  que 
personne  n'est  tenu  a  rcpondre  a  toutes  les  questions  posees.  Cha- 
cun  se  bomera  a  repondre  a  celles  pour  lesquelles  il  a  la  reponse 
toute  prete. 

D'autre  part  on  nous  dira  que  beaucoup  de  mathematiciens  s'ab- 
stiendront  entiferement  de  repondre,  parce  quails  eonsiderent  la  methode 
de  travail  comme  une  sorte  de  propriete  personnelle.  Nous  ne  croyons 
pas  cette  objection  fondee.  Ge  serait  faire  injure  aux  mathematiciens 
dignes  de  ce  titre  et  remonter  plusieurs  siecles  en  arri^re,  que  d'ad- 
mettre  qu'ils  gardent  leur  methode  de  travail  comme  une  sorte  de  se- 
cret. Nous  croyons  au  contraire  qu'en  reflechissant  a  la  port^e  de  cette 
enquete  chacun  reconnaitra  qu'il  est  desirable  que  les  reponses  soient 
aussi  nombreuses  que  possible  afin  que  les  resultats  de  Tenqu^te  re- 
presentent  bien  Topinion  g^nerale  des  mathematiciens.  En  apportant 
sa  collaboration  sous  forme  de  reponses  chacun  accomplira  done  un  tra- 
vail utile  a  la  fois  a  la  science  et  a  Tenseignement. 

Nous  esperons  en  effet  que  cette  enquete  donnera  aussi  des  in- 
dications utiles  a  Tenseignement  et  fournira  ainsi  d'utiles  contributions 
non  seulement  a  la  psychologic  du  mathematicien,  mais  aussi  a  la  pe- 
dagogic des  mathematiques.  Nous  entendons  ici,  il  n'est  gu^re  besoin 
d'insister,  la  pedagogic  scientifique  ou  experimentale,  telle  qu'elle  r^ 
suite  des  progres  recents  de  la  psychologic  experimentale  et  qui  se 
distingue  de  Tancienne  pedagogic  en  ce  qu'elle  est  faite,  non  pas  d^idees 
precon9ues,  mais  de  resultats  bases  sur  Tobservation  et  sur  Texperience. 
Envisagee  a  ce  point  de  vue  la  pedagogie  des  mathematiques  est  en- 
core presqu'entierement  a  faire. 


Uber  die  Notwendigkeit  regelmaBiger  Vorlesungen  tlber 
elementare  Mathematik  an  den  Universitaten. 


Von 
P.  Stackel  aus  Kiel. 


Der  Unterricht  an  den  philosophischen  Fakultaten  der  deutschen 
Universitaten  ist  im  wesentlichen  so  organisiert^  als  ob  sein  Ziel 
sei,  wissenschaftliche  Forscher  heranzubilden;  daB  die  Mehrzahl  der 
Studierenden  spater  an  hoheren  Schulen  die  Elemente  zu  lehren  haben 
wirdy  tritt  bei  ihm  scheinbar  ganz  in  den  Hintergrund.  Ohne  Zweifel 
werden  wir  dieses  System ,  das  aufs  engste  mit  der  Eigenart  der 
deutschen  Universitaten  znsammenhangt^  nicht  aufgeben  wollen,  allein 
es  lafit  sich  nicht  verkennen^  daB  es  in  der  Mathematik  fiir  die  hoheren 
Schulen  betrachtliche  Schwierigkeiten  mit  sich  bringt^  denn  die  Elemente 
dieser  Wissenschaft  zu  lehren^  ist  eine  schwere  Eunst,  die  gelemt  sein 
wiU,  und  wir  diirfen  unsere  Jugend  nicht  Pfiischern  in  ihr  Uberliefem. 
Man  hat  daher  wiederholt  gefordert^  dafi  an  den  Universitaten  be- 
sondere  Vorlesungen  und  t^^bungen  eingerichtet  werden  sollten,  in  denen 
die  kiinftigen  Lehrer  der  Mathematik  eine  systematische  Ausbildung 
in  der  mathematischen  Padagogik  erhielten.  Es  moge  dahingestellt 
bleiben,  ob  solche  padagogische  „Ubungen  am  Phantom"  den  erhofften 
Nutzen  bringen  wiirden.  Jedenfalls  wtirden  sie  den  Charakter  des 
Universitatsstudiums  vollstandig  verandem.  Meines  Erachtens  soUte 
die  nur  allzukurze  Studentenzeit  der  Befriedigung  des  theoretischen 
Triebes  vorbehalten  bleiben,  ist  sie  doch  fur  den  Lehrer  in  den  meisten 
Fallen  die  einzige  Zeit  seines  Lebens,  wo  er,  noch  frei  von  den 
Fesseln  des  Amtes,  sich  in  voller  Begeisterung  allem  Guten,  Schonen 
und  Wahren  widmen  darf.  Sie  schmiilern  hieBe  eine  reiche  Quelle  der  Be- 
rufsfreudigkeit  verstopfen,  die  aus  jenen  Jahren  idealen  Strebens  ihre 
Nahrung  zieht.  Ohne  die  Wichtigkeit  der  padagogischen  Ausbildung 
der  Lehramtskandidaten  zu  unterschatzen,  haben  es  die  philosophischen 
Fakultaten  daher  mit  Recht  abgelehnt,  Fachschulen  fttr  Lehrer  zu  wer- 
den; diese  Ausbildung  muB,  wie  es  bisher  mit  gutera  Erfolge  geschehen 
ist,    wahrend  des  padagogischen  Seminar-   und  Probejahres  stattfinden. 
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Aber,  wird  man  mir  vielleicht  einwenden,  ist  denii  das  mathe- 
matische  Studium  in  seiner  gegenwartigen  Grestalt  geeignet^  eine  solche 
Berufsfreudigkeit  zu  erzeugen?  Zeigt  nicht  die  Erfahrung,  daB  bei 
den  Studierenden,  die  sich  so  lange  und  so  ausseblieBIich  mit  den 
feinsten  Untersuchungen  aus  den  hochsten  Gebieten  der  Mathematik 
beschaftigt  habon^  nicht  selten  der  wissenschaftliche  Enthusiasmns  in 
einen  wisseuscbaftlichen  Hochnmt  umschlagt^  so  daB  sie,  um  mit 
Herm  F.Klein  zu  reden,  als  praktische  Lehrer  die  langst  vergessenen 
Elemente  nur  mit  Widerwillen  als  ihrer  nicht  wiirdig  wieder  vor- 
nehmen  und,  filr  ihren  Beruf  verdorben,  sich  in  selbstgefalliger  Unzu- 
friedenheit  yerzehren?  Und  ist  es  nicht  ebenso  bedauerlich,  dafi  so 
mancher  Lehrer  die  auf  der  Universitat  erworbene  wissenschaftliche 
Ausbildung  bald  als  unntitz  iiber  Bord  wirft  lind  mit  voller  Kraft 
dem  Lande  der  Banausen  zusteuert?  In  der  Tat  ist  es  eine  betriibende 
Erscheinung,  daB  sich  seit  mehr  als  ftinfzig  Jahren  zwischen  Universitats- 
wissenschaft  imd  Schulunterricht  eine  tiefe  Kluft  aufgetan  hat,  die  beiden 
Teilen  zum  Schaden  gerefcht.  Denn  wenn  die  Fflhlung  mit  der 
Wissenschaft  verloren  geht,  kann  sich  der  Lehrerstand,  trotz  aller 
auBeren  Anerkennung,  nicht  auf  der  von  ihm  beanspruchten  Hohe 
halten,  die  Wissenschaft  aber  leidet  nicht  nur  durch  den  Verlust  so 
vieler  wertvoller  Mitarbeiter,  sondem  gerat  auch  in  die  Gefahr,  den 
Zusammenhang  mit  der  Wirklichkeit  ganz  zu  verlieren  und  einseitigem 
Spezialistentum  anheimzufaUen. 

Gliicklicherweise  hat  man  begonnen,  diese  Kluft  von  beiden  Seiten 
her  auszufiillen.  Yon  seiten  der  ^chule,  indem  die  Lehre  von  den 
Kegelschnitten  und  der  Koordinatenbegriff  in  den  Lehrplan  aufgenommen 
und  die  Behandlung  des  Funktionsbegriffes  empfohlen  worden  ist;  auch 
die  Ferienkurse  und  die  neuerdings  von  Herm  Latrille  vorgeschlagenen 
Informationskurse  gehoren  hierher.  Von  seiten  der  Universitat,  indem 
den  Anwendungen  fast  (iberall  mehr  Raum  gegonnt  wurde.  Ein  weiterer 
Schritt  in  dieser  Richtung  wQrden  Vorlesungen  sein,  in  denen  die 
Elementar- Mathematik  von  einem  hoheren  Standpunkte  aus  behandelt 
wird.  Solche  Vorlesungen  wiirden  sich  mit  Leichtigkeit  in  den  her- 
kommlichen  Unterrichtsbetrieb  eingliedem  lassen,  sie  wtirden  die  spatere 
padagogische  Ausbildung  der  Lehramtskandidaten  erheblich  erleichtem, 
sie  wiirden  dazu  beitragen,  daB  der  Lehrer  der  Mathematik  mit  der 
Entwickelung  seiner  Wissenschaft  in  Beziehung  bleibt. 

Vorlesungen  tiber  Gegenstande  der  Elementar  -  Mathematik  sind 
iiichts  Neues  fiir  die  Universitaten.  Um  nur  einige  Tatsachen  aus  der 
neuesten  Zeit  anzufiihren,  so  hat  Herr  H.  Weber  seit  dem  Jahre  1888 
in    Marburg,    Gottingen   und    StraBburg   iiber   Enzjklopadie    der    Ele- 
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mentarmathematik  gelesen;  in  StraBburg  ist  ihm  neuerdings  Herr  Simon 
an  die  Seite  getreten.  Im  Anschlufi  an  seine  Yorlesungen  laBt  Herr 
Weber  in  Gemeinschaft  mit  Harm  Wellstein  eine  dreibandige  Enzy- 
klopadie  der  Elementar-Mathematik  erscheinen^  von  der  bereits  der  erste 
Band^  elementare  Algebra  und  Analysis^  vorliegt,  wahrend  wir  von 
Herm  Simon  einen  Artikel  iiber  elementare  Geonjetrie  im  dritten 
Bande  der  Enzyklopadie  der  mathematischen  Wissenschaften  zu  er- 
^arten  habeu.  Ferner  hat  Herr  F.  Klein  in  einer  bald  darauf  ver- 
oflfentlichten  Vorlesung  des  Sommersemesters  1894  dargelegt,  was  die 
modeme  Wissenschaft  iiber  die  Moglichkeit  elementar  -  geometrischer 
Eonstruktionen  zu  sageu  weiB.  Endlich  wird  von  Herm  F.  W.  Meyer 
in  Eonigsberg  seit  1898  eiu  Repetitorium  der  Elementar-Mathematik 
abgehalten.  Bemerkenswert  ist  aueh,  daB  die  auslandifichen  Each- 
genossen  lebhaften  Anteil  an  den  Elementen  nehmen.  In  Frankreich 
haben  so  hervorragende  Forscher  wie  die  Herren  Appell,  Boutroux, 
Borel^  Hadamard,  Jules  und  Paul  Tannery  es  nicht  verschmaht, 
Lehrbiicher  (iber  Gegenstande  aus  der  Elementar-Mathematik  zu  ver- 
fassen^  und  sie  haben  sich  dieser  Aufgabe  mit  glanzendem  Geschick 
entledigt.  In  Italien  hat  die  elementare  Geometrie  durch  die  Herren 
Veronese  und  Ingram i  eine  neue,  strengere  Darstellung  erfsihren; 
dazu  kommt  die  Sammlung  von  Aufsatzen  iiber  die  Probleme  der 
Elementargeometrie,  die  wir  Herm  Enriques  verdanken.  In  England 
endlich;  wo  Euklids  Elemente  noch  immer  dem  elementaren  Unter- 
richte  in  der  Mathematik  zugrunde  liegen,  sind  doch  Bestrebungen 
vorhanden,  die  auf  eine  Reform  hinzielen.  In  diesem  Zusammenhange 
sei  noch  erwahnt,  daB  in  Deutschland,  Frankreich  und  Italien  eine 
Reihe  von  Zeitschriften  die  elementare  Mathematik  pflegt,  an  deuen 
Hochschullehrer  eifrig  mitarbeiten. 

Wenn  man  auch  unter  diesen  Umstanden  annehmen  darf,  daB  der  Vor- 
schlag,  Vorlesungen  iiber  Elementar-Mathematik  zu  einem  integrierenden 
Bestaudteile  des  Programmes  der  Universitaten  zu  machen,  allgemeine  Zu- 
stimmung  finden  wird,  so  wird  freilich  seine  praktische  Durchfiihnmg  an 
manchen  Orten  auf  Schwierigkeiten  stoBen.  Wo  die  Mathematik  nur  durch 
zwei  oder  gar  nur  durch  einen  Dozenten  vertreten  ist,  da  werden  sich 
allerdings  keine  neuen  Vorlesungen  einrichten  lassen.  Hoflfen  wir,  daB 
die  dem  Kongresse  unterbreitete  Resolution,  wonach  dieser  den  Bestre- 
bungen der  Mathematiker,  daB  iiberall  die  fiir  den  modernen  Betrieb  der 
Mathematik  erforderlichen  Einrichtungeii  getrofifen  werden,  seine  warmste 
Sympathie  ausspricht  und  den  Wunsch  auBert,  daB  die  Regierungen 
diese  Bestrebungen  unterstiitzen  mogen,  Annahme  finde  und  dazu  bei- 
trage,  daB  so  unwiirdigen  Zustanden  bald  ein  Ende  gemacht  wird. 
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Wenn  ein  junger  Mann  die  Uniyersitat  bezieht^  nm  Mathematik 
zu  studieren,  so  brennt  er  daranf^  die  nenen,  lockenden  Gebiete  zu  be- 
treten^  die  sich  ihm  in  der  hoheren  Analysis  und  in  der  hoheren  Geo- 
metrie  eroffnen.  Nimmt  man  hinzu^  dafi  die  Auffassung  der  Elementar- 
Mathematik,  die  in  den  von  mir  vorgeschlagenen  Vorlesungen  zur 
Geltung  kommen  soil,  eine  gewisse  Reife  des  Urteils  voraussetzt,  die 
erst  durch  liingere  Beschaftigung  mit  der  hoheren  Mathematik  er- 
worben  werden  kann,  so  ergibt  sich,  daB  diese  Vorlesungen  an  das 
Ende  der  Studienzeit  gehoren;  man  konnte  sie  geradezn  als  einen 
tJbergang  zu  der  praktischen  Tatigkeit  des  Unterrichtens  bezeichnen. 
Um  MiBverstandnissen  yorzubeugen,  mochte  'ich  hinzufUgen,  daB  wir 
yielleicht  noch  einmal  genotigt  sein  werden,  auch  an  den  Anfang  der 
Studienzeit  gewisse  elementare  Vorlesungen  zu  stellen,  namlioh  Kurse 
in  den  Elementen  der  hoheren  Mathematik  fur  Studierende,  die  yon  den 
humanistischen  Gymnasien  kommen;  auf  diese  Frage  einzugehen,  ist 
jedoch  wohl  noch  verfrUht. 

Die  Aufgabe  der  Vorlesungen  iiber  Elementar-Mathematik  muB 
vor  allem  sein,  Interesse  fQr  die  Elemente  zu  erwecken.  Es  liegt  in 
der  Natur  des  mathematischen  Schulunterrichtes,  daB  der  Lehrer  sich 
auf  die  Mitteilung  yon  Dingen  beschrankt,  deren  wissenschaftliche 
Untersuchung  yoUstandig  eriedigt  ist  oder  es  doch  zu  sein  scheint,  und 
daB  er  sich  bemiiht,  etwas  Abgeschlossenes  zu  geben.  Hieraus  erklart 
sich  wohl  die  Tatsache,  daB  der  Mathematiker  yon  Fach  so  oft  yon 
Laien  gefragt  wird,  womit  er  sich  denn  eigentlich  beschaftige;  die 
Probleme  der  Mathematik  seien  doch  einfacher  Natur  und  im  Grunde 
langst  gelost.  Wenn  man  ihm  sagt,  daB  die  Mathematik  eine  in  der 
lebendigsten  Entwickelung  begriflfene  Wissenschafl  sei,  in  der  man 
noch  GroBes  leisten  konne,  so  begegnet  man  einem  unglaubigen  Staunen, 
das  sich  je  nach  der  Erziehung  des  Fragenden  in  mehr  oder  weniger 
hoflicher  Form  auBert.  Aber  auch  die  Studierenden  der  Mathematik 
meinen  nicht  selten,  daB  es  sich  in  den  Elementen  um  langst  abgetane, 
fertige  Dinge  handle,  und  das  Fertige  hat  fur  die  Jugend  keinen 
Reiz.  Es  m^Bte  daher  in  den  Vorlesungen  durch  eine  historische 
Betrachtung  nachgewiesen  werden,  daB  die  sogenannten  Elemente  gar 
nichts  Festes  sind,  daB  nicht  nur  ihre  Form,  sondern  auch  ihr  Inhalt 
im  Laufe  der  Zeit  gewaltige  Anderungen  erfahren  hat;  man  denke 
etwa  an  Euklids  Elemente  und  ein  modemes  Lehrbuch  der  Geometric. 
Es  miiBte  femer  durch  eine  meritorische  Untersuchung  gezeigt  werden, 
daB  sich  zwischen  den  Elementen  und  der  sogenannten  hoheren  Mathe- 
matik gar  keine  scharfe  Grenze  ziehen  laBt,  weder  dem  Gegenstande 
noch  der  Methode  nach.     Denn  einerseits  liefert  die  Elementar-Mathe- 
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matik  bereits  Probleme^  deren  Behandlnng  and,  wenn  sie  moglich  ist, 
Yollstandige  Losnng  Hilfsmittel  der  hdheren  Mathematik  erfordert, 
man  denke  an  das  Problem  der  Primzahlen,  die  Dreiteilong  des  Winkels, 
die  Quadratnr  des  Ereises,  und  es  kann  in  ihr  der  GrenzbegrifP  nicht 
entbehrt  werden,  der  somit  keineswegs  der  hoheren  Mathematik  eigen- 
tUmlich  ist;  andererseits  sieht  man  sich  in  dieser  haufig  yeranlafit,  auf 
die  Elemente  znrQckzugreifen  und  die  alten  Probleme  mit  neuen  Mitteln 
zu  behandeln,  man  denke  etwa  an  die  schonen  Untersuchongen  Ton 
Herm  Study  iiber  spharische  Trigonometrie.  Endlich  miiSte  dargelegt 
werden,  welche  Schwierigkeiten  prinzipieller  Natur  gerade  in  den  scheinbar 
einfachsteu  Teilen  der  Mathematik  verborgen  liegen,  so  daS  nicht  nur  das 
Ende,  sondem  auch  der  Anfang  der  Mathematik  in  Dunkel  gehiillt  ist. 

In  engem  Zusammenhange  hiermit  steht  die  zweite  Aufgabe  der 
Vorlesungen,  tiefere  Einsicht  in  die  Elemente  zu  vermitteln.  Wie 
Uerr  Meyer  sehr  richtig  bemerkt  hat,  sollte  der  Lehrer  fOr  sich  anf 
einem  hoheren  Standpunkte  stehen,  als  er  den  Schiilem  gegentiber  ein- 
zunehmen  genotigt  ist,  sonst  kann  er  den  Stoff  nicht  beherrscheu  und 
ist  gezwungen,  da  seine  Zeit  knapp  ist,  sich  dem  Oange  zweifelhafter 
Lchrbiicher  anzuvertrauen.  Die  DurchfClhrung  im  einzelnen  wird,  wie 
bei  jeder  akademischen  Vorlesung,  von  der  IndividualitlLt  des  Vor- 
tragenden  abhangen;  immerhin  wird  es  aber  moglich  und  niitzlich  sein 
einige  allgemeine  Gesichtspunkte  anzugebeu.  Zwei  Momente  scheinen 
mir  gleichmaSige  Berilcksichtigung  zu  yerlangen:  das  spezifisch-mathe- 
matische  und  das  historisch-literarische. 

Was  das  Vspezifisch-mathematische  Moment  betrifft,  so  kann  ich 
mich  als  auf  ein  Vorbild,  wie  der  StoflF  zu  behandehi  ist,  auf  die  ele- 
mentare  Algebra  und  Analysis  vou  Herm  Weber  berufen.  Nicht  als 
ob  ich  meinte,  dafi  das  ganze,  in  dem  umfangreichen  Bande  enthaltene 
Material  vorgetragen  werden  sollte  und  als  ob  die  von  Herrn  Weber 
gewahlte  Anordnung  beibehalten  werden  miisse,  vielmehr  wird  es 
darauf  ankommen,  den  Horern  eine  Ubersicht  iiber  das  Ganze  der 
Eleiuentar- Mathematik  zu  geben  und  sie  zu  veranlassen  und  zu  be- 
fahigen,  das  Webersche  Werk  selbst  mit  Erfolg  in  die  Hand  zu  nehmen. 

Eine  unentbehrliche  Erganzung  der  Vorlesungen  scheinen  mir 
tFbungen  zu  bilden,  in  denen  die  Losung  von  Aufgaben  behandelt  wird. 
Es  gibt  in  den  Elementen  eine  FiiUe  der  schonsten  Aufgaben,  an  die 
sicli  zu  machen  jeden  reizen  muS,  der  ein  Herz  fQr  Mathematik  hat. 
Ein  Meister  anoh  auf  diesem  Gebiete  ist  Cay  ley  gewesen;  es  wurde 
ein  dankenswertes  Unternehmen  sein,  wenn  jemand  eine  Auswahl  der 
von  ihm  behandelten  Aufgaben  herausgeben  wollte.  Wahrend  gegen- 
wartig  ein  grofier  Toil  der  Studierenden  der  selbstandigen  Losung  soicher 
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Aufgaben  mit  klaglicher  Zaghaftigkeit  and  tappendem  Ungeschick  gegen- 
iibertritt,  sollten  wir  es  dahin  bringen^  daS  sie  wetteifem^  die  eleganteste 
Losung  zu  liefern.  Auch  die  gemeinsame  Lekttire  von  Euklids  Elementen 
ist^  wie  mir  die  Erfahrung  gezeigt  hat,  ein  dankbares  Thema  bei 
solchen  tTbungen.  J)ie  Beteiligang  an  ihncn  scheint  mir  nicht  minder 
wichtig  zu  sein  als  die  an  den  tTbungen  der  mathematisehen  Seminare. 

Beides:  Interesse  und  tiefere  Einsicht  wird  wesentlich  gefordert 
dnrch  die  Beriicksichtigung  des  historisch-literarischen  Momentes.  Wer 
mathematisehen  Unterricht  erteilt,  sollte  etwas  wissen  ilber  die  6e- 
schichte  der  Dinge,  von  denen  er  redet;  er  sollte  zum  Beispiel  dem 
Schuler  erzahlen  konnen,  wie  die  logarithm  isch-trigonometrischen  Tafeln 
entstanden  sind,  die  er  ihm  in  die  Hand  gibt.  Geschichtliche  Einsicht 
hat  aber  ftir  den  Lehrer  noch  hoheren  Wert.  Was  uns  jetzt  als 
selbstverstandlich  erscheint^  ist  das  Ergebnis  langer  Entwickelungen. 
Daher  gibt  nur  das  Stadium  der  Geschichte  Verstandnis  ftir  die 
Schwierigkeiten,  die  Clberwunden  werden  muBten^  damit  auch  nur  die 
allereinfachsten  mathematisehen  Wahrheiten  errungen  wurden.  Der 
historisch  gebildete  Mathematiker  wird  deshalb  die  Note  des  Schlilers 
begreifen  und  mitftihlen,  der  in  die  Elemente  einzudringen  sich  miiht. 

So  wiinschenswert  demnach  die  Einfiigung  geschichtlicher  Be- 
trachtungen  erscheint,  so  schwierig  war  es  doch  bis  Yor  kurzem^  sich 
die  erforderlichen  Daten  zu  verschaflfen.  Erfreulicherweise  steht  es 
jetzt  besser,  wo  wir  die  Notions  mathematiques  von  Herm  Tannery 
und  die  Geschichte  der  Elementar-Mathematik  von  Herrn  Tropfke  be- 
sitzen.  Auch  ist  zu  hoffen,  daB  uns  die  Enzyklopadie  der  mathematisehen 
Wissenschaften  in  dieser  Beziehung  nfltzlich  sein  wird. 

Neben  Angaben  liber  die  Geschichte  der  Mathematik  wtirde  ich 
Bemerkungen  liber  die  Geschichte  des  mathematisehen  Unterrichtes  ftir 
angebracht  halten;  gehort  doch  auch  das  Unterrichtswesen  zu  den 
LebensauBerungen  des  Organismus^  den  wir  Mathematik  nennen.  Es 
konnte  nichts  schaden^  wenn  dabei  gelegentlich  die  Lehrplane  unserer 
hoheren  Schulen  znr  Besprechung  gelangten^  mit  denen  sich  zu  be- 
schaftigen  auch  die  (Jniversitatsdozenten  Yeranlassung  haben.  Endlich 
mtiBten  die  literarischen  Hilfsmittel  angegeben  werden,  die  der  Studierende 
zu  seiner  Weiterbildung  gebrauchen  soil,  wobei  vor  allem  die  im  Laufe 
dieses  Vortrages  angefiihrten  VeroflFentlichungen  in  Betracht  kamen. 

Yon  der  ausgiebigen  Beriicksichtigung  des  historisch-literarischen 
Momentes  verspreche  ich  mir  noch  einen  weiteren  Vorteil,  den  ich 
nicht  unerwahnt  lassen  darf.  DaB  ein  vielbeschaftigter  Lehrer  gleich- 
zeitig  mathematisch-produktiv  tatig  ist,  wird  leider  immer  schwieriger, 
denn  die  modeme  Wissenschaft  arbeitet  mit  so  verwickelten  Hilfsmitteln, 
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daB  nur  besi»udige  tTbung  zu  schopferischen  Leistungen  befahigt.  Da- 
gegen  bietet  die  geschichtliche  Forschung  noch  weitere  Probleme, 
deren  Losung  Yon  Interesse  ist  und  an  denen  ein  jeder  arbeiten  kann^ 
der  historischen  Sinn  und  allgemeine  Bildung  besitzt.  Fiir  solche 
geschichtliche  Forschungen,  die  die  Fiihlung  mit  de^  lebendigen  Wissen- 
schaft  erhalten^  scheiuen  mir  besonders  die  Lehrer  an  den  humanistischen 
Anstalten  berufen  zn  sein,  deren  Bildungsideal  man  wohl  als  Erziehung 
des  historischen  Sinnes  bezeichnen  darf. 

Eb  ist  wohl  kaum  notig^  ausdriicklich  heryorzuheben,  dafi  es  nicht 
meine  Meinung  sein  kann,  die  in  einer  solchen  Vorlesung  fiber  Ele- 
mentar-Mathematik  vorgetragenen  Dinge^  also  etwa  die  Untersuchungen 
Ober  die  Ginindlagen  der  Arithmetik  und  der  Geometrie,  soUten  nn- 
mittelbare  Verwendung  fiir  den  Unterricht  finden.  Wohl  aber  bin  ich 
iiberzeugt,  dafi  diese  Vorlesungen  ein  gut  Teil  zur  Vertiefung  und  Be- 
reicherung  des  Unterrichtes  beitragen  konnen,  indem  sie  sozusagen 
dessen  potentielle  Energie  steigern. 

Indem  ich  schlieBe^  mochte  ich  die  Ergebnisse  meiner  Betrachtungen 
in  Form  Yon  Thesen  zusammenfassen: 
I.  Die    praktisch-padagogische    Ausbildung    der    Lehramtskandidaten 

gehort  nicht  an  die  Universitat. 

II.  Wohl  aber  ist  zu  wunschen,  dafi  die  gegenwartig  noch  bestehende  Kluft 
zwischen  Universitatswissenschaftund  Schulunterricht  ausgefOUt  werde. 

III.  AuBer  Ferien-  und  Informationskursen,  an  denen  die  UniYcrsitaten 
mitzuwirken  berufen  sind,  wiirde  bei  dem  eigentlichen  Unterrichts- 
betriebe  fiir  diesen  Zweck  in  Betracht  kommen: 

1.  Ausgiebige  Beriicksichtigung  der  Anwendungen, 

2.  Vorlesungen,  in  denen  die  Elemente  von  einem  hoLeren  Stand- 
punkte  aus  behandelt  werden. 

IV.  Solche  Vorlesungen  iiber  Elementarmathematik  wiirden 

1.  sich  dem  herkommlichen  Universitiitsunterrichte  mit  Leichtigkeit 
eingliedern  lassen,  und  zwar  sollten  sie  am  SchluB  der  Studienzeit 
ihre  Stelle  finden, 

2.  die  kiinftige  piidagogische  Ausbildung  wirksara  unterstiitzen, 

3.  dazu  beitragen,  dafi  die  Lehrer  der  Mathematik  in  lebendiger 
Fiihlung  mit  ihrer  Wissenschaft  bleiben. 

V.  Damit  dieses  Ziel  erreicht  werde,  soUen  diese  Vorlesungen 

1.  das  Interesse  fiir  die  Elemente  erwecken, 

2.  tiefere  Einsicht  in  sie  vermitteln,  wobei 

a)  das  spezifisch-mathematische 

b)  das  historisch-literarische  Moment 
gleichmafiige  Beriicksichtigimg  erfordern. 


Bemerkungen  ilber  den  mathematischen  Unterricht  an  den 
technischen  Hochschulen  in  Deutschland. 

Von 
R.  Prtckb  aus  Braunschweig. 


Wenn  ich  mir  infolge  einer  liebenswUrdigen  Aufforderung  unseres 
Herrn  Einfiihrenden  ein  paar  Bemerkungen  iiber  den  mathematischen 
Unterricht  an  den  deutschen  technischen  Hochschulen  erlauben  mochte^ 
so  glaube  ich  mir  betreffs  des  Umfangs  dieser  Bemerkungen  aus  yerschie- 
denen  Rticksichten  Reserve  auferlegen  zu  miissen.  Einmal  haben  wir  ja 
die  Ehre^  eine  intemationale  Zusammenknnft  hier  in  Heidelberg  begriiBeu 
zu  diirfen,  und  es  wird  demnach  nicht  gestattet  sein^  einen  allzu  breiten 
Raum  ftir  spezielle  deutsche  Fragen  zu  beanspruchen^  deren  aus- 
fiihrlichere  Diskussion  vielmehr  vor  das  Forum  unserer  Deutschen 
Mathematiker-Vereinigung  gehort.  Andrerseits  ist  der  mathematische 
Hochschulunterricht  in  Deutschland  seit  Mitte  der  neunziger  Jahre 
vorigen  Jahrhunderts  von  den  gesamten  an  ihm  interessierten  Kreisen  so 
ausfiihrlich  und  lebhaft  pro  und  contra  besprochen  worden,  daB  es  heute 
nicht  wohl  moglich  ist,  mit  wesentlich  neuen  Gesichtspunkten  an  diesen 
Gegenstand  heranzutreten.  Ich  mochte  somit  meine  Aufgabe  darauf 
beschranken,  Sie  in  moglichster  K^rze  an  einige  der  markantesten  Zfige 
zu  erinnem,  welche  in  der  neueren  Entwicklung  des  mathematischen 
Hochschulunterrichts  hervorgetreten  sind. 

Ich  hatte  den  Beginn  jener  lebhaften,  den  mathematischen  Unter- 
richt kritisierenden  Stromung  auf  die  Mitte  der  neunziger  Jahre  vorigen 
Jahrhunderts  angesetzt.  Damals  war  es,  als  vor  alien  Hr.  Riedler  in 
Charlottenburg  in  zahlreichen  Reden  und  Abhandlungen  die  Frage  der 
Ingienieurerziehung  behandelte,  als  er  speziell  den  mathematischen 
Unterricht  betreflfend  die  Worte  aussprach:  „Es  mu6  mit  dem  ein- 
seitigen,  auch  die  Schulen  beherrschenden  Universitatsgeiste,  der  von 
der  Wirklichkeit  der  Dinge  ablenkt,  prinzipiell  gebrochen  werden." 

Solche  Worte  fanden  an  den  verschiedensten  Stellen  ]ebhaften 
Widerhall,  und  da  man  alsbald  an  den  Plan  einer  Einschrankung  des 
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mathematisclien  Unterrichts  herautrat^  so  war  es  an  den  Mathematikeru^ 
sich  zu  sammebi;  um  gegen  die  entstandene  Stromung  ihrerseits  Stellnng 
zu  nehmen.  Dies  ist  im  Herbst  1896  geschehen,  wo  die  Lehrer  der 
Mathematik  an  den  technischen  Hochschulen  zn  einer  zweitagigen  Be- 
sprechung  der  schwebenden  Fragen  in  Darmstadt  zusammenkamen. 
Das  Ergebnis  dieser  Besprechungen  wurde  in  einem  Protokoll  nieder- 
gelegt,  welches  spaterhin  die  Znstimmung  samtlicher  Professoren  der 
Mathematik  an  den  deutschen  technischen  Hochschulen  gewann.  Ein 
Sturm  der  Entgegnungen  wurde  entfesselt^  als  dieses  Protokoll  an  die 
OflFentlichkeit  trat.  Vor  alien  waren  es  die  Herren  Barkhausen  in 
Hannover  und  Mohr  in  Dresden^  welche  sich  durch  ausf&hrliche  und 
sehr  beachtenswerte  Erwiderungen  hervortaten. 

Nichts  liegt  mir  femer,  als  einem  Wiederaufleben  der  damaligen 
Diskussion  das  Wort  zu  reden.  Acht  Jahre  liegen  dazwischen^  und 
wir  alle  sehen  wohl  heute  die  damalige  Lage  mit  anderen  Augen  an. 
Ich  fiir  mein  Teil  will  nicht  anstehen  zu  erklaren^  daS  ich  nach  meiner 
heutigen  tTberzeugung  das  Darmstadter  Protokoll  nach  Form  und  In- 
halt  fiir  unzweckmaBig  halte.  Ich  finde  den  Streit^  ob  die  Mathematik 
eine  Hilfswissenschaffc  oder  eine  Grundwissenschafb  der  Technik  genannt 
werden  soU,  ode  und  gleichgtiltig.  Das  aber  ist  meine  tTberzeugung, 
daB  das  zentrale  Lehrgebiet  jeder  technischen  Unterrichts- 
anstalt  die  ,,technische  Mechanik^'  ist,  und  daB  die  Mathe- 
matik insoweit  und  nur  insoweit  zum  Yortrage  kommen  muB, 
als  sie  zum  Yerstandnis  der  technischen  Mechanik  und  zur 
wissenschaftlichen  Portent wicklung  derselben  erforderlich 
ist.  Ich  habe  geme  Gelegenheit  gesucht,  mich  mit  technischen  Kollegen 
iiber  prinzipielle  Fragen  des  Hochschulunterrichts  zu  unterhalten,  und 
ich  habe  auf  Grundlage  der  gekennzeichneten  Auffassung  gutes  Ein- 
vemehmen  erzielt. 

Eine  verstandnisvoUe  Fiihrung  des  Lehramtes  der  technischen 
Mecluinik  ist  fiir  den  Gesamtorgauismus  einer  technischen  Hochschule 
von  groBter  Bedeutung.  Die  technisclie  Hochschule  ist  in  bezug  auf 
die  Zusammensetzung  ihres  Lehrkorpers  namentlich  im  Yergleich  zur 
Universitiit  in  einer  bosen  Lage.  Eine  Anzahl  insonderheit  vorbereit^nder 
Lehrfacher  ist  mit  Dozenten  zu  besetzen,  welche  ihre  Ausbildung  an  der 
Universitat  gefunden  haben.  Die  eigentlichen  technischen  Wissenschaften 
aber  werden  von  Lehrern  vertreten,  welche  an  den  Hochschulen  selber 
vorgebildet  sind,  und  welche  eben  deshalb  von  vomlierein  den  Geist 
der  Anstalten,  an  denen  sie  zu  wirken  haben,  weit  besser  kennen.  Ge- 
wohnlich  aber  sind  diese  Lehrer  auch  noch  durch  die  Schule  der  tech- 
nischen Praxis  gegangen  und  haben  auf  diese  Weise  noch  in  erhohtem 
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MaSe  die  Fahigkeit  gewonnen,  die  Ausbildung  der  kiinftigen  Ingenieure 
in  die  rechten  Wege  zu  leiten.  Da  gibt  es  eine  klaflfende  Liicke  im 
Lehrkorper  der  Hochschulen.  Und  wenn  ich  aueh  der  festen  Hofliiiing 
bin,  daB  wir  im  Laufe  der  Zeit  fur  die  Ausbildung  der  kiinftigen 
Lehrer  an  den  Hochschulen  einen  Weg  finden  werden,  der  diese 
Schwierigkeit  fiir  immer  hebt,  so  zeigt  sich  die  tiefgehende  Liicko 
heute  wohl  noch  fur  jeden,  der  in  den  inneren  Organismus  einer  tech- 
nischen  Hochschule  hineinsieht.  Vor  langerem  horte  ich  einmal  hier- 
iiber  eine  drastische  AuBerung  eines  Lehrers  der  Technik,  obwohl 
gerade  dieser  mit  eineTn  Mathematiker  zusammenarbeitete,  der  auf 
technische  Ideen  mehr  als  mancher  andere  einzugehen  verstand.  Er 
erzahlte,  der  Mathematiker  habe  bei  einem  einzelnen  Probleme  immer 
erst  zwei  Tage  notig  gehabt,  um  sich  flberhaupt  die  technische 
Auffassung  der  Sache  zu  eigen  zu  machen.  Dann  bringe  er  sie  auf 
seine  Art  in  eine  Form;  und  nun  habe  er  selbst,  der  Techniker, 
zwei  Tage  notig,  um  sich  zum  Verstandnis  der  mathematischen  Auf- 
fassung durchzuarbeiten.  Da  denkt  man  unwillktirUch  an  Goethes 
Wort:  „Die  Mathematiker  sind  eine  Art  Franzosen:  redet  man  zu 
ihnen,  so  iibersetzen  sie  es  in  ihre  Sprache,  und  dann  ist  es  alsobald  ganz 
etwas  anderes."  Ich  meine,  an  dieser  Stelle  hat  der  technische  Mecha- 
niker  einen  hochst  wichtigen*  Beruf,  namlich  als  Dolmetscher  zu  wirken 
zwischen  den  Technikem  und  Mathematikem,  sie  zum  gegenseitigen 
Verstandnis  und  zu  einer  ersprieBlichen  Zusammenarbeit  zu  bringen. 

Wenn  ich  auch  vorhin  die  Mathematik  zur  Gehilfin  der  tech- 
nischen  Mechanik  machte,  so  meine  ich  nicht,  daB  sie  dabei  schlecht 
fahren  wird.  Indem  ich  dies  Verhaltnis  noch  ein  wenig  mehr  in  die 
Einzelheiten  verfolge,  finde  ich  hierbei  zuglei^h  Gelegenheit,  mich  noch 
tiber  ein  paar  weitere  Gesichtspunkte,  die  mir  wichtig  scheinen,  zu  auBem. 

In  welchem  Umfange  wiirde  denn  die  Mathematik,  wenn  die  aus- 
gesprochene  Thesis  als  zu  Recht  bestehend  anerkannt  wird,  an  den 
technischen  Hochschulen  zum  Vortrage  gelangen?  Ich  erinnere  zu- 
nachst  an  einen  Ausspruch,  der  seinerzeit  von  technischer  Seite  gemacht 
wurde,  daB  namlich  %o  aller  technischen  Aufgaben  mit  Hilfe  der 
Elementarmathematik  losbar  seien.  Mag  dieses  Verhaltnis  auch  ein 
wenig  hoch  gegriffen  sein,  uuzweifelhaft  bleibt,  daB  eine  griindliche 
Schulung  in  der  niederen  Mathematik  eigentlich  eine  unerlaBliche  Vor- 
bedingung  fiir  das  Ergreifen  des  Ingenieurberufe  sein  sollte.  Aber 
ebenso  unzweifelhaft  steht  fest,  daB  die  technische  Hochschule  auch 
fiir  ihre  Durchschnittsstudenten  nie  die  Elemente  der  Differential-  und 
Integralrechnung  wird  entbehren  konnen.  Bereiis  bei  den  ersten  Grund- 
lagen  der  technischen  Mechanik,  wenn  es  sich  z.  B.  um  Schwerpunkts- 
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bestimmungeu  oder  um  Tragheitsmomeute  handelt^  ist  die  Integral- 
rechnung  unentbehrlich.  Die  Hilfsmittel  der  Differentialrechnung  miissen 
dem  wissenschaftlicli  arbeitenden  Techniker  auf  Schritt  uiid  Tritt  zur 
H^nd  sein;  er  mu6  in  seiner  Weise  immer  wieder  dem  Worte  folgen, 
das  Kronecker  allerdings  nicht  ganz  richtig  Goethes  Faust  entnahm: 

,,Dii  kannst  im  Grofien  nichts  verrichten 

Und  fangst  es  nun  im  Eleinen  an/* 

So  ist  denn  auch  kaum  je  emstlich  daran  gedacht  worden^  den  Unter- 
richt  in  den  Elementen  der  hoheren  Analysis  von  der  technischen 
Hochschule  zu  bannen. 

Gleichwohl  ist  gegen  diesen  Unterricht  neuestens  eine  schwere 
Oefahr  im  Anzuge^  die  ich  zn  charakterisieren  nicht  unterlassen  darf. 
Es  ist  eine  Bewegung  entstanden,  die  den  Unterricht  in  den  Elementen 
der  hoheren  Analysis  an  die  Oberklasse  der  Gymnasien  und  Real- 
anstalten  zu  bringen  strebt.  Hr.  Geheimrat  Klein  hat  diesen  Stand- 
punkt  mit  groBer  Energie  aufgegriffeii  und  neuestens  im  Kreise  der 
fuhrenden  Techniker  sowie  bei  den  Regierungen  dafiir  Propaganda 
gemacht.  Ich  will  gar  nicht  verkennen,  daB  dieser  Plan  fiir  den  Uni- 
versitatsunterricht  seine  Vorteile  haben  mag.  Da  gibt  es  eine  Reihe 
von  Fachem,  bei  denen  die  Kenntnis  der  Elemente  der  Differential- 
und  Integralrechnung  von  Nutzen  ist.  Den  Studierenden  werden  ein- 
fahrende  Vorlesungen  geboten.  Aber  sie  verspiiren  im  GefQhle  ihrer 
jungen  akademischen  Freiheit  wenig  Lust,  diese  Vorlesungen,  die  ja 
nicht  eigentlich  zu  ihrem  Fachstudium  gehoren,  bis  zu  ihrem  Ende  zu 
horen.  Da  liegt  ja  der  Wunsuh  nahe,  ihnen  die  Sache  im  Schulzwange 
noch  kurz  vor  SchluB  beizubringen.  Aber  es  mochte  sehr  die  Frage 
sein,  ob  eine  solche  MaBregel  zum  Nutzen  der  Schule  ausschlagt. 
Mag  der  Schulunterricht  auch  hier  und  da  an  den  Grenzbegriff  heran- 
fiihren.  Von  solchen  vereinzelten  Beispielen  ist  es  noch  ein  weiter 
Schritt  bis  zur  Erfassung  der  Grundbegriffe  in  allgemeiner  Gestalt  und 
bis  zum  verstandnisvollen  Gebrauche  allgemeiner  Symbole;  ich  habe 
diese  Erfahrung  im  Unterrichte  immer  wieder  aufs  neue  machen  miissen. 
Mag  auch  der  alte  Siivernsche  Lehrplan,  der  jedoch  in  der  Haupt- 
sache  wohl  nur  auf  dem  Papiere  gestanden  hat,  in  der  fraglichen  Rich- 
tung  merkwiirdig  weit  gegangen  sein;  bei  dem  heutigen  Standpunkte 
besonders  unserer  humanistischen  Gymnasien  scheint  mir  die  tfber- 
nahme  der  Elemente  der  Differential-  und  Integralrechnung  in  das 
Abiturientenjahr  hochst  bedenklich  zu  sein  imd  wird  jedenfalls  leb- 
haften  Widerspruch  erwecken.  Man  mochte  demnach  die  Frage  viel- 
leicht  fiir  keine  sehr  akute  halten.  Indes  diirfen  wir  nicht  vergessen, 
daB  die  PreuBische  Unterrichtsverwaltung  neuestens  z.  B.  in   der  Be- 
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rechtiguiigsfrage  sehr  radikal  und  dabci  unabliangig  vou  den  librigen 
deutschen  Bundesstaaten  vorgegangen  ist.  Wir  konnten  demnach  auch 
in  der  hier  in  Rede  stehenden  Frage  eine  Gberraschung  erleben,  welche 
dann  zumal  die  norddeutschen  Eleinstaaten  in  eine  Zwangslage  yer- 
setzen  wiirde.  Ich  meine,  dafi  wir  demnach  alien  AnlaB  haben,  zn 
dieser  Frage  Stellung  zu  nehmen^  tun  so  mehr  als  bei  derselben  ein 
wiehtiges  Interesse  der  technischen  Hochschulen  auf  dem  Spiele  steht. 
Es  ist  gewiB  nicht  der  Zielpunkt  der  angestrebten  Neuerung,  den 
Unterricht  in  der  hoheren  Analysis  an  den  technischen  Hochschulen 
zu  untergraben,  und  doch  ist  eine  hochst  gefahrliche  Wirkung  nach 
dieser  llichtung  zu  befiirchten.  Wir  diirfen  eben  nicht  vergessen,  daS 
der  normale  Studierende  der  Technik  die  Mathematik  doch  nur  als  ein 
notwendiges  Ubel  ansieht.  DaB  ihm  die  Schule  die  Kenntnis  der  hohe- 
ren Analysis  in  solchem  Umfange  vermittelt,  wie  er  sie  zum  Verstand- 
nis  der  spiiteren  technischen  Vorlesungen  braucht,  ist  ja  selbstverstand- 
lich  ausgeschlossen.  Statt  dessen  wird  er  nun  mit  einer  Halbbildung 
zu  uns  kommen^  und  da  ist  die  groBe  Gefahr  nicht  zu  verkennen,  daB 
ihn  diese  Halbbildung  iiberhebend  und  ablehnend  gegeniiber  einem 
Unterrichte  macht,  den  auszutiben  die  Pflicht  und  das  Recht  der  tech- 
nischen Hochschule  ist.  Ich  meine  in  der  Tat,  die  technischen 
Hochschulen  sollten  den  ordnungsmaBigen  Unterricht  in  den 
Elementen  der  hoheren  Analysis  als  ihr  Gebiet  reklamieren 
und  sich  demnach  den  Tendenzen,  auch  nur  einen  Teil  dieses 
Unterrichts  an  die  Mittelschulen  zu  verschieben,  ablehnend 
gegeniiberstellen.*) 

Ich  komme  zu  einem  weiteren  gleichfaUs  hochst  wichtigen  Gegen- 
staude.  Bereits  bei  den  Diskussionen  in  den  neunziger  Jahren  ist 
auch  von  techniseher  Seite  immer  wieder  der  Wimsch  nach  einer  Ent- 
wicklung  des  mathematischen  Unterrichts  in  die  Hohe  geauBert.  Die 
radikalste   Entgegnung   auf  das   Darmstadter   Protokoll    erschien   am 


*)  In  einer  auf  den  Vortrag  folgenden  Diskussion  wurde  erwidert,  es  sei  ein 
Irrtnm,  daB  Hr.  Klein  die  von  ihm  befurwortete  Neuerung  far  alle  drei  in  Deutsch- 
land  vertretenen  Gattungen  hOherer  Schulen  vorgeschlagen  habe,  vielmehr  habe  er 
dieselbe  einzig  fiir  die  Healanfltalten  ine  Auge  gefafit.  Zum  mindesten  sei  dies 
der  neuerdings  von  Hm.  Klein  eingenommene  Standpunkt.  Erst  an  dieser 
Stelle  kann  ich  daranf  definitiv  mit  einem  Zitat  aus  der  ^neuesten^^  im  Juli  d.  J.  er- 
schienenen  Schrifb  Kleins  (Ober  eine  zeitgemili^e  Uingestaltung  des  mathematischen 
Unterrichts  an  den  hSheren  Schulen,  Leipzig  und  Berlin  1904)  antworten:  „Die 
vorbereitendt^  Darlegung  des  Funktionsbegriffes  aber,  ich  wiederhole  es,  und  die 
erste  Einfflhrung  in  die  analytische  Geometric  und  die  Anffi-nge  der  Differential- 
und  Integralrechnung  soUte  alien  Arten  hdherer  Schulen  gemeinsam  sein^^ 
(p.  7  a.  a.  0.). 
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12.  November  1897  in  der  Zeitschrift  fur  Architektur  und  Ingenieur- 
wesen,  unterzeichnet  von  mehr  als  50  Professoren  der  Tedmik.  Und 
doch  lautet  die  Thesis  3  dieser  Entgegnimg:  ^^Eine  besonders  weit- 
gebende  Ausbildung  in  der  Mathematik  ist  nur  f&r  einzelne  notwendig^ 
und  wird  von  diesen  am  besten  in  einem  Nachstudium  erworben.  Sie 
mufi  an  den  technischen  Hochschulen  ermoglicht  werden,  mufi  aber 
ganz  aufierhalb  des  regelmafiigen  Studienganges  bleiben/'  Ich  stimme 
dieser  Forderung  voUstandig  bei  und  wunscbe  insbesondere^  daB  anch 
hier  die  Mathematik  Hand  in  Hand  mit  der  Wissenschaft  der  tech- 
nischen Mechanik  geht,  welche  im  Laufe  des  letzten  Jahrzehnts  in 
eine  Periode  glanzender  Entwicklung  eingetreten  ist. 

Hier  berflhren  wir  uns  enge  mit  der  schwerwiegenden  Frage  nach 
der  wissenschaftlichen  und  unterrichtlichen  Ausgestaltung  der  all- 
gemeinen  Abteilungen  der  technischen  Hochschulen.  Was  zunachst 
die  tatsiichlichen  Verhaltnisse  anbetriflft,  so  bestehen  erhebliche  Unter- 
Bchiede  an  den  verschiedenen  technischen  Hochschulen  Deutschlands. 
An  den  Hochschulen  in  Dresden  und  in  S^ddeutschland  sind  die  all- 
gemeinen  Abteilimgen  mit  selbstandigen  Lehrzielen  ausgestattet.  Die 
Heranbildung  der  Lehrer  realistischer  Filcher  an  den  Mittelschulen, 
realistischer  und  technischer  Facher  an  den  technischen  Mittel-  und 
Hochschulen  steht  im  Zentrum  dieser  selbstandigen  Lehrziele.  In 
PreuBen  ist  durch  die  seit  181^8  giiltige  Prilfungsordnung  flir  das  hohere 
Lehramt  den  kiinftigen  Lehrem  der  Mathematik  und  der  Naturwissen- 
schaft;en  gestattet,  drei  von  den  geforderten  sechs  Studienhalbjahren 
an  einer  technischen  Hochschule  zuzubriugen.  Aber  soweit  mir  be- 
kannt  wurde,  ist  von  dieser  Erlaubnis  seither  noch  keiu  sehr  weit- 
gehender  Gebrauch  gemacht  worden. 

Und  doch  glaube  ich,  daB  in  der  Aufnahme  und  kraftigen  Fort- 
entwicklung  der  in  Dresden  und  in  Siiddeutschland  bereits  bestehenden 
Einrichtungen  an  alien  deutschen  Hochschulen  der  allerwesentlichste 
Schritt  zu  einer  gedeihliehen  wissenschaftlichen  Entwicklung  der  tech- 
nischen Hochschulen  liegen  wiirde;  und  zwar  erstlich  fiir  das  Innen- 
leben  der  Hochschulen  selber:  Schon  Grashof  hat  auf  der  7.  Haupt- 
versammlung  des  Vereins  Deutscher  Ingenieure  die  sehr  berechtigte 
Forderung  gestellt^  daB  die  technischen  Hochschulen  ihre  eigenen  kiinf- 
tigen Lehrer  selbst  bilden  soUen.  Nur  wenn  wir  hierzu  durch  wissen- 
schaftliche  Entwicklung  nach  der  mathematisch-mechanischen  Seite  die 
Mittel  gewiunen,  wird  mit  der  Zeit  die  so  schwer  empfundene  Inhomo- 
geneitat  aus  den  Lehrkorpern  der  technischen  Hochschulen  verschwinden. 

Eiu  Weiteres  komrat  hinzu:  Wir  haben  seit  einer  Reihe  von 
Jahren  fiir  die  Oberlehrer  der  Mathematik  und  der  Naturwissenschafteu 


C.  Vortr&ge  in  den  Sektionssitzungen :  Fricke.  621 

die  neue  Fakultas  fiir  angewandte  Mathematik,  welche  die  Fa<5her  der 
darstellenden  Geometrie,  der  technischen  Mechanik  und  der  Geodasie 
umfaSt.  Eine  Fiille  von  Aufierungen^  Referaten  und  Reden  hat  diese 
neue  Einrichtung  hervorgerufen  und  immer  wieder  ist  die  Schwierigkeit 
betont  worden,  daB  die  Universitaten,  von  ganz  vereinzelten  Ausnahmen 
abgesehen^  zur  Zeit  gar  nicht  imstande  seien^  in  den  genannten  Ge- 
bieten  eine  ausreichende  Vorbildung  zu  gewahren.  Ist  doch  sogar 
bereits  der  Vorschlag  ausgesprochen,  man  solle  der  fraglichen  Schwie- 
rigkeit halber  das  doch  so  wichtige  Fach  der  technischen  Mechanik 
tiberhaupt  ausschlieSen.'*') 

Nun,  meine  Herren,  in  Deutschland  haben  wir  jetzt  zehn  tech- 
nische  Hochschulen,  von  denen  jede  unmittelbar  imstande  ist,  hier  den 
Universitaten  helfend  beizuspringen.  Warum  in  falsch  verstandenem 
Konkurrenzeifer  an  jeder  Universitat  ein  kleines  Polytechnikum  griin- 
den  woUen,  wenn  durch  einfaches  Hand  in  Hand  gehen  der  Universi- 
taten mit  den  allgemeinen  Abteilungen  der  technischen  Hochschulen 
alle  Schwierigkeiten  gehoben  werden?  Sollen  wir  abwarten,  daS  der 
Verein  zur  Forderung  des  Unterrichts  in  der  Mathematik  und  den 
Naturwissenschaften  noch  dringender,  als  es  bisher  schon  geschah,  die 
Forderung  stellt,  daB  sich  die  allgemeinen  Abteilungen  der  Hoch- 
schulen ihrer  Kandidaten  annehmen?  So  rufe  ich  den  Vertretern  der 
philosophischen  Fakultaten  der  Universitaten  zu:  Yerzetteln  Sie 
Ihre  Unterrichtskrafte  nicht  mit  Dingen,  die  bei  der  Mehr- 
zahl  der  Universitaten  doch  eine  Unvollkommenheit  bleiben 
miissen!  SchlieBen  Sie  sich  vielmehr  zusammen  mit  den  all- 
gemeinen Abteilungen  der  technischen  Hochschulen,  und 
suchen  Sie  denselben  nicht  ein  Unterrichtsgebiet  vorzuent- 
halten,  das  naturgemaB  jenen  gebiihrt!  So  konnen  Sie  selber 
dahin  wirken,  daB  die  allgemeinen  Abteilungen  nicht  mehr 
unter  den  Fachabteilungen  stehen,  sondern  im  engen  Verein 
mit  den  Fachabteilungen,  aber  auch  mit  selbstandigen  Lehr- 
zielen  und  mit  einer  festen  wissenschaftlichen  Organisation 
ausgestattet  neben  dieselben  treten,  damit  sie  sich  entfalten 
konnen  als  wahre  philosophische  Fakultaten  der  technischen 
Hochschulen  zum  Wohle  dieser  Unterrichtsanstalten,  zum 
Gedeihen  deutscher  WissenschaftI 


*)  Hr.  Study  hat  seinem  in  Bd.  8  des  Jahresberichtes  der  Deutschen  Mathe- 
matiker-Vereinigung  im  Jahre  1900  verdffentlichten  Aufsatze  „Einige  Bemerknngen 
zu  der  neuen  preufiischen  Prdfungsordnung**  sieben  Thesen  angefQgt.  Die  sechste 
unter  denselben  hat  folgenden  Wortlaut:  ,,Die  technische  Mechanik  if>it  nicht  in 
das  allgemeine  Unterrichtsprogramm  der  Universit&ten  aufzunehmen/^ 


L'enseignement  scientifique  aux  ecoles  professiouuelles  et  les 
„Mathematiques  de  ring^nieur'*. 

Von 
J.  Andrade  aus  Besaii90D. 


I.    Quels  besoins   ont   impose  a  Besan90ii  renseignement   des 
mathematiques  de  Tingenieur? 

J'ai  cree  a  TUniversite  de  Besanyon  renseignement  de  la  chro- 
nometrie.  Le  but  ici  poursuivi  est  tout  simplement  la  fusion,  la 
penetration  reciproque  de  Tintuition  ouvriere,  de  Tintuition  technique 
et  de  Tintuition  scientifique.  Ce  but  a  atteindre  a  ete  nettement  entre- 
vu  par  les  promoteurs  du  nouvel  enseignement;  mais  la  realisation 
meme  de  cet  enseignement  n*a  pas  verifie  toutes  les  previsions.  On 
avait  prevu  des  ^tudiants  horlogers  qui,  pour  la  plupart  seraient  des 
fils  d^industriels,  ou  si  Ton  prefere,  des  ^tudiants  patrons. 

Or,  sauf  une  exception,  nos  etudiants  horlogers  ont  ete  jusqu'ici 
des  ouvriers.  Je  m'en  rdjouis  pour  Tavenir,  car  a  cote  de  Tecole  com- 
merciale  qui  ne  voit  le  progres  que  dans  Taveugle  imitation  de  Geneve, 
je  vois  naitre  un  petit  noyau  d'artisans  originaux,  un  noyau  de  cher- 
cheurs  qui  sauront  renouveler  I'horizon  de  leurs  idees,  et  faire  pro- 
gresser  cette  horlogerie  technique  sans  laquelle  Thorlogerie  commerciale 
elle-meme  ne  peut  vivre  longtemps. 

Le  commerce  est  le  but,  c'est  evident;  cependant  s'il  faut  en  hor- 
logerie des  capitaux,  ne  faisons  pas  fi  des  chercheurs  et  des  trouveurs; 
Tidee,  Tidee  vivante  est  elle  aussi  un  capital.  Je  me  rejouis  done 
d'avoir  des  eleves  ouvriers. 

Des  etudiants  ouvriers:  ce  simple  fait  a  eu  des  consequences  im- 
pr^vues;  je  ne  retiendrai  ici  que  celles  qui  peuvent  interesser  la  section 
de  pedagogic  de  ce  congres.  Nos  auditeurs  ouvriers,  par  suite  d'une 
entente  encore  incomplete  entre  I'ecole  d'horlogerie  et  Tuniversite, 
ne  viennent  a  nous  qu'apres  leur  sortie  de  Tecole  professionnelle;  ils 
viennent  suivre  a  runiversite  et  les  travaux  pratiques  de  reglage  et  le 
cours  de  chronometrie;  mais  ils  nous  arrivent  ignorant  les  connaissances 
mathematiques  les  plus  elementaires  et  les  plus  indispensables  a  Tintel- 
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ligence  de  leur  art.  J*ai  done  dt  me  preoccuper  de  leur  donner  le 
plus  vite  et  le  plus  siirement  possible  les  rudiments  des  math^ 
matiques  du  contre-maitre  et  m§me  pour  quelques  points  delicats  de 
Tetude  du  reglage  les  elements  des  math^matiques  de  Ting^nieur.  Ainsi 
est  ne  a  Besan9on;  pour  les  besoins  memes  de  Tenseignement  regulier 
de  la  chronometrie,  le  cours  des  ,,Mathematique8  de  Tingenieur^^  Je 
dois  ajouter  que  ce  cours  qui  s'est  impose  a  nous  comme  un  enseigne- 
ment  annexe  du  cours  de  chronometrie,  a  attire  d'autres  auditeurs  plus 
nombreux  que  les  etudiants  horlogers,  et  en  particulier  les  etudiants 
de  Telectricit^  industrielle. 

II.    Qu'est  ce  que  les  ,,Mathematiques  de  Ting^nieur"? 

Ce  cours  forme  un  enseignement  extremement  elementaire,  pour- 
tant  il  n'est  pas  le  cours  ^ementaire  de  nos  lycees.  A  la  fois  plus  et 
moins,  a  coup  stor  il  est  autre.  Moins  etendu,  mais  plus  proche  des 
applications  techniques  il  ne  s'adresse  pas  a  des  jeunes  gens  dont  les 
loisirs  d  esprit  sont  assures  jusqu'a  la  vingt-cinqui^me  annee;  il  s'adresse 
au  contraire  a  des  artisans  qui  ont  besoin  d'apprendre  les  math^matiques 
sur  leurs  outils.  Les  mathematiques  ainsi  etudi^es  au  seuil  meme  du 
chantier,  du  laboratoire  ou  de  Tatelier  doivent  etre  enseignees  par  des 
methodes  a  la  fois  plus  simples  et  plus  puissantes  que  ne 
Texige  Teducation  ordinaire  de  nos  bacheliers. 

Nous  touchons  ici  a  Tune  des  erreurs  les  plus  r^pandues  autour  de 
Tenseignement  professionnel.  On  consid^re  yolontiers  Fenseignement 
scientifique  des  ecoles  professionnelles  comme  une  simple  amputation 
de  Tenseignement  secondaire.  II  importe  au  contraire  que  Fenseignement 
professionnel  garde  son  originality  propre.  Et  en  effet,  les  el^ves  de 
Fenseignement  professionnel,  et  plus  encore  les  61feves  ouvriers  ont 
frequemment  une  intuition  tres  vive  des  pbenom^nes  mecaniques  et 
c'est  sur  cette  intuition  naturelle  que  Ton  doit  s'appuyer  pour  illustrer 
les  notions  mathematiques  dont  ils  ont  besoin  dfes  quails  veulent  etre 
plus  que  des  manoeuyres. 

Ainsi,  bien  loin  de  croire  que  Teducation  mathematique  des  artisans 
puisse  etre  confiee  a  n'importe  qui,  je  suis  au  contraire  persuade  que 
I'enseignement  vivant  exige  par  les  artisans  finira,  un  jour  ou  Tautre, 
par  simplifier  Fenseignement  m^me  de  nos  bacheliers. 

III.   Observations  p^dagogiques  suscitees  par  Tenseignement 
des  ,,Math^matiques  de  Ting^nieur^. 
Voici  diverses  observations  que  j'ai  constat^es  dans  la  pratique  de 
mon  enseignement  nouveau.     Les  determinations  de  fonctions  que  Ton 
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rencontre  dans  les  problemes  de  la  mecanique  horlogere  ont  pu  ^tre 
parfaitement  saisies  par  mes  etudiants  ouvriers  lorsque  la  question  com- 
portait  one  interpretation  geometriqne  adequate  au  problfeme.  L'un 
des  exemples  les  plus  nets  que  j'en  puisse  donner  ici,  est  Tassimilation 
complete  par  des  etudiants  ouvriers  de  la  th^orie  des  phenom^es  de 
la  synchronisation.  Cette  theorie  n*est  qu'un  jeu  pour  un  etudiant 
qui  possede  la  notion  des  equations  diffi^rentielles  lineaires;  je  me 
suis  propose  de  la  rendre  plus  simple  encore  et  de  la  reduire  a 
la  simple  geometric  de  Tenfant.  J'y  suis  parvenu  par  Tetude  prealable 
du  mouvement  spiral  uniforme;  en  projetant  en  axes  obliques 
convenables  ce  mouvement  qui  generalise  le  mouvement  circulaire^ 
j'etablis  ainsi  d'une  maniere  intuitive  les  propriet^s  du  mouvement 
pendulaire  uniformement  amorti  (Archives  de  Genfeve,  fevrier  1904). 
Soit  alors  a  etudier,  ce  que  devient  ce  mouvement,  quaud  il  est  trouble 
par  une  acceleration  periodique. 

Nous  supposerons  d'abord  celle-ci  repartie  en  phases  d'intensite 
constante,  en  nombre  fini,  une  variation  brusque  existant  alors  entre 
deux  phases  contigues;  soit  T  la  periode  de  cette  repartition  periodique; 
je  fais  alors  usage  de  la  representation  de  Gornu  qui  definit  a  chaque 
instant  Tetat  de  mouvement  (position  et  vitesse)  d'un  point  mobile  sur 
une  droite  qui  passe  par  les  poles  des  diverses  spirales  utilises,  au 
moyen  d'un  point  de  la  spirale  qui  a  le  premier  point  pour  projection 
oblique.  Les  points  J/q,  M^,  M^,  •  •  •  M^  •  •  •,  representatifs  de  T^tat 
du  mouvement  envisage  aux  epoques: 

derivent,  chacun  du  precedent,  par  une  meme  transformation  de 
figure,  savoir:  une  similitude  directe  a  echelle  constante  et  moiudre 
que  1.  Or  il  est  extremement  facile  de  montrer  que  cette  transformation 
de  figure  possfede  un  point  double  P,  c'est  a  dire  un  point  P  qui 
coincide  avec  son  transforme';  d'oii  resulte  evidemment  que  la  trans- 
formation se  reduit  a  une  rotation  fixe  autour  de  P,  suivie  d'une  homothetie 
deterniinee  avec  condensation  autour  du  meme  point  P.  Done,  quand  n 
croit  indefiniment,  les  points  M^  tendent  vers  P.  Ghacune  des  valeurs 
de  Iq  comprise  dans  un  intervalle  fixe  d*etendue  T  fournit  ainsi  un 
point  P;  cet  ensemble  de  points  P  forme  une  courbe  fermee  qui  est 
la  courbe  representative  du  regime  periodique,  a  periode  T,  vers  lequel 
tend  asymptotiquement  le  mouvement  reel.  Comme  ces  resultats  sent 
completement  independants  de  la  succession  des  phases  de  constance 
de  la  force  synchronisante,  on  con9oit  aisement,  et  cela  suffit  ici, 
que   ces   resultats  subsisteroiit  encore  daus  le  cas  d'une  force  continue 
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qnelconque,  mais  periodique,  de  p^riode  T.  Telle  est  Tesquisse  de  la 
methode  geometrique  fort  simple  qui  permet  a  des  ^tudiants  ouvriers 
de  se  rendre  compte  du  phenomfene  de  la  synchronisation,  tout  au 
moins  dans  le  cas  simple  oil  Ton  neglige  Tinfluence  de  T^chappement 
propre  a  I'horloge  synchronis^e.  C^est  Tapproximation  de  Comu;  — 
je  Tai  completee  ailleurs. 

Je  me  suis  etendu  un  pen  sur  cet  exemple,  pour  ne  point  rester 
dans  les  vagiies  g^neralites,  mais  il  est  encore  d'autres  notions  que 
rimage  geometrique  rend  accessibles  a  des  ^tudiants  artisans;  telles  sont 
les  m^thodes  d'approximations  successives  et  avec  elles  la  belle  methode 
d'integration  par  quadratures  repetees  en  series,  que  Ton  doit  a  M.  Pi- 
card,  —  ces  methodes,  dis-je,  convenablement  interpr^tees  et  surtout 
utUisees  sont  facilement  assimilables.  Notons,  en  passant,  que  la  me- 
thode de  M.  Picard  est  ici  la  plus  rapide  pour  parvenir  aux  series 
entiferes  qui  representent  sin  a;  et  cos  a;;  on  pent,  dans  un  enseignement 
simplifie,  la  combiner  avec  la  methode  projective  de  Huyghens.  On  pent 
done  nettement  affirmer  que  la  notion  des  infiniment  petits  n'offre  au- 
cune  difficult^  capable  d'arreter  nos  artisans  toutes  les  fois  qu'elle  est 
appliqu^e  a  des  variables  d^ja  interessantes  pour  eux.  Mais,  en  revanche, 
tout  calcul  litteral  abstrait  les  arrete.  Resoudre  deux  Equations 
litterales  du  1"  degr^  sera  pour  eux  bien  plus  difficile  que 
de  comprendre  le  ph^nom^ne  de  la  synchronisation. 

Voila  un  fait  pedagogique  qui  surprendra  peut-§tre;  j'en  garantis 
cependant  Texactitude  absolue.  Ce  fait,  d'ailleurs,  tient  uniquement, 
selon  moi,  a  ce  que  Talgebre  elementaire  est  enseignee  a  Tecole  profes- 
sionnelle  comme  on  Tenseigne  a  des  eleves  qui  ont  des  annees  de  col- 
lege devant  eux.  On  leur  parle  de  monomes,  de  binomes  et  d'irra- 
tionnelles,  ce  sont  choses  quails  ne  voient  point  a  Tatelier.  Au  con- 
traire  si  on  leur  montre  que  toutes  les  operations  arithm^tiques  se 
ramenent  a  Taddition  et  au  sectionnement,  bref  si  la  notation  litt^rale 
leur  devient  famili^re  des  leurs  premiers  pas  dans  Tarithm^tique  rai- 
sonn^e,  et  si  aussitot  par  Timage  des  segments  on  leur  fait  concevoir 
le  calcul  des  quantit^s  continues,  leur  terreur  du  calcul  litteral 
abstrait  s'evanouira. 

A  des  etudiants  horlogers  qui  n'ont  pas  de  culture  mathematique 
pr^lable,  vous  pourrez  faire  saisir  par  le  calcul  quelques-unes  des  lois 
de  la  dynamique  de  la  montre,  c'est-a-dire  du  reglage;  c'est  que  nos 
etudiants  connaissent  deja  les  variables  qui  apparaissent  d'elles-m^mes 
dans  le  calcul,  ils  les  connaissent  et  its  sont  d^sireux  de  se  rendre 
compte  de  leurs  relations;  aussi  saivront-ils  attentifs,  tout  raisonnement 
meme  long  pourvu  que  celui-ci    conserve  les   quantit^s  auxquelles  ils 
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s'int^ressent  directement.  Leur  attention  ne  lache  prise  que  si^  par 
ce  qui  yous  parait  nn  besoin  du  calcnl;  yous  introduisez  des  qnan- 
tit^s  auxiliaires.  Le  changement  abstrait  de  variables  les  d^route, 
ils  Youdraient  toucher  la  variable  nouvelle,  aussi  bien  que  la  premiere 
qui  leur  est  familiere. 

Lorsque  T^tudiant  artisan  ne  sent  pas  la  necessite  de  se  remettre 
a  r^cole  d'un  bon  maitre  d'algfebre  ou  lorsqu'il  n'en  a  pas  le  temps,  et 
s'il  veut  n^anmoins  comprendre  la  theorie  d'un  phenomene  qui  Tin- 
t^resse,  bref  s'il  veut  comprendre  une  loi  qui  ne  pent  etre  claire  que 
dans  la  langue  du  calcul,  le  maitre  devra  I'interesser  a  un  calcul  litteral 
n^cessaire  par  des  exemples  oii  entrent  en  jeu  des  variables  famili^es, 
et  peu-a-peu  lui  faire  sentir  que  la  multiplicity  des  Stapes  de  ces  chan- 
gements  de  variable  pent,  le  plus  souvent,  etre  evit^e  par  Temploi  d'un 
symbole  appropri^. 

rV.    Quelques  conclusions. 

En  resume,  si  le  coUegien  a  plus  de  loisirs  et  aussi  plus  d'esprit 
d'imitatioU;  T^tudiant  artisan  a  sur  le  collegien  le  grand  avantage  de 
connaitre  les  variables  fondamentales  qui  Tinteressent;  il  les  connait, 
soit  par  le  toucher,  soit  par  cette  intuition  motrice  dont  Herbert 
Spencer  a  saisi  toute  Timportance  psychologique;  il  emploie  pour  ainsi 
dire  des  variables  vecues  par  lui. 

Si  le  collegien  a  une  certaine  philosophie  apparente,  officielle 
oserai-je  dire,  des  notions  scientifiques,  Televe  ouvrier  a  en  germe  plus 
de  philosophie  naturelle  et  vecue.  Et,  voila  pourquoi  il  est  possible, 
avec  une  geometric  dont  Tinstinct  de  la  mecanique  n'est  jamais  absent, 
voila,  dis-je,  pourquoi  il  est  possible  a  des  ^tudiants  ouvriers  de  se  faire 
une  philosophie  naturelle  bien  superieure  a  celle  de  nos  bacheliers. 
Et  voila  aussi  pourquoi,  je  ne  crains  pas  de  souligner  ici  Vimportance 
de  ces  „Mathematiques  de  Vingenieur". 

Importantes,  d'abord  par  leur  but  d'utilite  immediate,  elles  seront 
plus  appreciees  encore  dans  Tavenir,  car  elles  finiront  bien,  un  jour 
ou  Tautre,  par  simplifier  Tenseignement  meme  des  nos  bacheliers  qui 
est  vraiment  d'une  anharmonie  exageree.  A  cette  oeuvre  de  progr^s 
contribuera  ainsi,  sans  le  vouloir,  cet  enseignement  des  mathematiques 
de  ringenieur,  s'il  sait  garder  son  originalite  propre,  jusqu'au  jour  oi\ 
il  reagira  sur  la  pedagogic  mathematique  imposee  a  nos  enfants. 


Welche  Aufgabe  hat  der  mathematische  Unterricht  auf  den 
deutschen  Schulen  und  wie  passen  die  Lehrplane   zu  dieser 

Aufgabe? 


Von 
H.  ScHOTTEN  aus  Halle  a.  S. 


1.     Die  Aufgabe  des  mathematischen  Unterrichts. 

Seit  die  Mathematik  als  Lehrgegenstand  in  die  hoheren  Schulen 
eLiigefQhrt  worden  ist,  hat  die  Diskussion  fiber  seine  eigentliche 
Aufgabe  nicht  geruht.  Es  ist  nicht  zweifelhafb^  dafi  es  zunachst 
praktische  Erwagungen  waren,  die  die  Aufnahme  der  Mathematik 
unter  die  Lehrgegenstande  bewirkten.  Aber  mit  der  Zeit  trat  dieser 
Gesichtspunkt  immer  mehr  in  den  Hintergrund  und  seine  Bedeutung 
wurde  lediglich  in  formaler  Hinsicht  gewflrdigt.  Man  rUhmte  ihm 
„t5bung  der  Urteilskraft"  nach^  „Gewohnung  an  Klarheit  und  Bestimmt- 
heit  der  Begriffe",  ,,Eonsequenz  im  Denken",  ohne  im  geringsten  den 
Inhalt  gegentlber  der  Methode  zu  beachten;  ja  man  sprach  sich  direki 
gegen  etwaige  praktische  Anwendungen  aus,  so  daB  in  der  Tat  die 
Form  ohne  jeden  Inhalt  erschien.  Z.  B.  lehrte  auch  Schrader  in  seiner 
Padagogik:  ^Es  handelt  sich  nicht  um  die  Weite  und  die  praktische 
Verwendbarkeit  des  mathematischen  Wissens, .  sondem  um  eine  an- 
gemessene  Geistesbildung  mittels  der  Mathematik/' 

Es  war  infolgedessen  natiirlich,  daB  bei  diesem  Betriebe  die 
Mathematik  und  der  mathematische  Unterricht  an  den  hoheren  Schulen 
in  eine  schiefe  Stellung  gelangten,  daB  man  davon  als  von  einem  ;;geist- 
voUen  Sport"  sprach,  der  „ohne  jede  Bedeutung  fttr  das  praktische 
Leben  sei",  und  daB  ihm  in  immer  groBerem  MaBe  —  zum  Teil  auch 
wegen  der  schlechten  Erfolge  —  die  ursprfingliche  Sympathie  verloren 
ging.  Es  muB  allerdings  auch  zugegeben  werden,  daB  gerade  dieser 
formelle  Betrieb  nicht  immer  und  Qberall  die  richtigen  StraBen  wan- 
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delte,  in  ode  AuBerlichkeiten  und  Auswendiglernen  von  Formeln  ans- 
artete,  in  Behandlnng  von  subtilen  tJbungsanfgaben  ohne  einen  anderen 
Zweck,  als  die  tTberlegenheit  des  Lehrers  darzutnn  und  die  Schfller 
moglichst  zurUckzustoBen :  kurz  die  Mathematik  wnrde  nnr  getrieben 
um  ihrer  selbst  willen  ohne  jeden  Blick,  sei  es  nach  der  praktischen 
Seite  hin,  sei  es  nach  wirklicher  Ausbildnng  des  Denkvermogens  oder 
der  Anschauung.  Und  wie  inieressant  und  fruchtbar  laBt  sich  auch 
rein  formell  der  mathematische  Unterricht  gestalten  (z.  B.  Gesetze  resp. 
Formeln).  Dazu  kam,  daB  die  Philologen  der  Mathematik  gegenOber 
eine  fast  feindliche  Stellung  einnahmen,  wie  denn  der  Ausspruch  des 
auf  seine  Erfolge  im  klassischen  Unterrichte  stolzen  Direktors  „ich 
habe  Gott  sei  Dank  einen  schlechten  Mathematiker''  unvergessen  bleibt. 
Nebenbei  bemerkt  soil  diese  Auffassung  durchaus  noch  nicht  iiberall 
iiberwunden  sein.  Auch  das  Diktum  von  Johannes  Schulze  ^n  einer 
Zeile  Cornelius  Nepos  liegt  mehr  Bildungsstoff  als  in  der  ganzen 
Mathematik"  ist  bezeichnend  fUr  die  Stellung  weiter  Kreise  gegeniiber 
dem  mathematischen  Unterricht;  aber  wir  brauchen  so  weit  gar  nicht 
zuriickzugreifen,  erst  vor  wenigen  Jahren  ist  ein  Buch  erschienen, 
in  dem  weitlaufig  auseinandergesetzt  wurde^  daB  die  Behandlnng 
eines  Satzes,  wie  „die  Rose  bliiht"  im  lateinischen  Unterricht  mehr 
bildende  Kraft  besitze,  als  die  gesamten  geometrischen  Konstruktions- 
aufgaben. 

Es  ist  aber  anzuerkennen,  daB  auch  andere  Urteile  ausgesprochen 
worden  sind,  z.  B.:  „Aber  selbst  die  Mathematik^  wiewohl  vorzugsweise 
fttr  die  Entwicklung  der  Denkkraft  ergiebig  und  nebenbei,  namentlich 
in  der  Geometric  und  Stereometrie,  nicht  ohne  Nutzen  fiir  die  Klarheit 
und  Ordnimg  der  Phantasie,  iibt  doch  insofern  auch  eine  gemiitsbildende 
Wirkung  aus,  als  die  Forderung  strenger  Abstraktion  den  Willen  der 
Zoglinge  sammelt  und  kraftigt." 

Es  ist  nur  natiirlich,  daB  man  von  mathematischer  Seite  immer 
von  neuem  bestrebt  war,  fiir  eine  richtige  Auffassung  der  eigent- 
lichen  Aufgabe  des  mathematischen  Uiiterrichts  Verstandnis  zu  er- 
wecken.  Lange  Zeit  haben  die  Schulmathematiker  diesen  Kampf 
all  ein  fiihren  mlissen,  nur  ganz  vereinzelt  fanden  sich  Universitats- 
lehrer,  die  Interesse  fiir  die  Stellung  der  Mathematik  im  Unterrichts- 
plan  der  hoheren  Schulen  batten  und  dieses  Interesse  auch  be- 
tatigten.  Jetzt  ist  eine  gliickliche  Wendung  eingetreten,  und  es 
ist  mit  groBer  Freude  zu  begrfiBen,  daB  sogar  auf  dem  intematio- 
nalen  Mathematiker-EongreB  eine  padagogische  Sektion  gebildet 
worden  ist,  die  —  wie  die  zahlreiclien  Anmeldungen  von  Vortriigen 
sowohl  von  Universitatslehrem  wie  von  Schulmannem  zeigen  —  groBes 
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Interesse  an  der  Sache  beweist;  eine  weitere  sehr  wichtige  Tatsache 
ist;  dafi  der  mathematisch  -  naturwissenschaftliche  Unterricht  zum 
Gegenstand  der  Diskussion  auf  der  diesjahrigen  Naturforscher- 
Versammlung  gemacht  warden  wird.  —  An  dem  Verdienste,  das 
Interesse  ftlr  die  Frage  wieder  erweckt  zu  haben^  partizipiert  ent- 
schieden  der  seit  13  Jahren  bestehende  Verein  zur  Forderung  des 
mathematischen  Unterrichts:  es  kann  aber  andererseits  nicht  ge- 
leugnet  werden,  da6  die  Reformen  ^  hoheren  Schulwesen,  die  uns 
die  Regierungszeit  unseres  Kaisers  gebracht  hat,  auch  einen  wesent- 
lichen  AnstoB  zur  Behandlung  der  padagogischen  Fragen  auf  dem 
mathematischen  Gebiet  gegeben  haben.  Gerade  die  Erklarung  der 
Gleichwertigkeit  der  von  den  verschiedenen  Arten  der  hoheren 
Schulen  vermittelten  Bildung  hat  die  Verpflichtung  der  Realanstalten 
ihren  Bildungsstoff  inhaltlich  und  methodisch  auszugestalten  in 
erster  Linie  hervorgerufen:  und  hier  gerade  setzen  nun  die  Bestre- 
bungen  der  Interessenten  ein.  Die  Aufgabe  des  mathematischen  Unter- 
richts bedarf  durchaus  einer  bestimmten  Festsetzung  und  Um- 
grenzung,  damit  die  Fehler,  die  den  frdheren  Lehrplanen,  wie  auch 
den  letzten  —  wenn  auch  in  geringerem  Mafie  —  anhaften,  zugunsten 
einer  gesunden  Entwicklung  des  mathematisch -naturwissenschaftlichen 
Unterrichts  ausgemerzt  werden,  damit  nicht  wieder  ein  Ausspruch 
moglich  ist,  wie  der  Kramers:  ,yDer  neue  Lehrplan  krankt  daran,  dafi 
die  Lehrstoffe,  die  in  U  1  und  0  1  hinzutreten,  so  neu  und  umfang- 
reich  sind,  dafi  an  eine  Yertiefung  der  Kenntnisse  und  an  eine  Fort- 
bildung  zu  freudigem  K5nnen  nicht  zu  denken  ist/'  Nach  ihm  werden 
zu  yiele  neue  mathematische  Lehrgegenstande  in  den  oberen  Klassen 
unvermittelt  angeschlossen,  die  noch  dazu  zu  schwer  sind,  so  dafi  eine 
Anwendung  und  Vertiefung  ausgeschlossen  ist.  Ich  mochte  bei  dieser 
Gelegenheit  auf  den  wichtigen  Unterschied  zwischen  Ubungs- 
aufgaben  und  Anwendungen  aufmerksam  machen;  ein  Unterschied, 
der,  wie  es  scheint,  lange  nicht  genug  beachtet  und  seiner  Bedeutung 
nach  gewUrdigt  wird:  wie  denn  alle  bis  jetzt  in  Aufgabensammlungen 
vorliegenden  Reform versuche,  die  angeblich  auf  Anwendungen  hinaus- 
laufen,  im  wesentlichen  nur  das  Material  der  tl bungs aufgaben 
betrefl'en. 

Wenn  es  sich  nun  um  die  Festsetzung  der  Aufgabe  des  mathe- 
matischen Unterrichts  handelt,  so  ist  zu  bedenken,  dafi  ganz  ent- 
schieden  in  den  letzten  Jahrzehnten  ein  Wechsel  unseres  Bildungs- 
ideales  iiberhaupt  sich  voUzogen  hat.  Die  Bildungsschule,  wie  sie 
fruher  einzig  und  aUein  durch  das  Gymnasium  reprasentiert  wurde, 
hat  jetzt  ganz  allgemein  neue  Aufgaben  zu  losen^  und  damit  hat 
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sich  auch  die  Aufgabe  des  mathematischen  Unterrichts  geandert.  Denn 
das  rnufi  aufs  scharfste  betont  werden^  eine  Festsetznng  der  mathema- 
tischen Unterrichtsaufgabe  darf  nicht  ftir  sich  allein  erfolgen^  sondem 
nnr  in  Hinsicht  auf  die  Aufgabe  der  hoheren  Schulen  iiberhaapt, 
damit  der  Fehler  vermieden  wird^  der  alien  Beformen  der  letzten  Zeit 
anhaftet.  Es  kann  so  lange  nicht  von  einer  wirklichen  Reform  des 
hoheren  Schulwesens  die  Rede  sein,  als  sie  fOr  sich  allein  erfolgt^  ohne 
daB  der  Zusammenhang  nach  unten  und  oben  hin^  nach  den  Yor- 
schulen  imd  den  Hochschulen  beachtet  wird.  Es  darf  femer  nicht 
nnberiicksichtigt  bleibeU;  daB  zwei  machtige  Stromungen  zur- 
zeit  Einflufi  auf  die  Gestaltung  des  hoheren  Schulwesens  erstreben 
und  —  wie  die  Sachen  liegen  —  beanspruchen  dtirfen  und  erhalten 
miissen.  Die  eine  verdankt  ihren  Ursprung  dem  Allgemeinen  Deutschen 
Verein  fiir  Schulgesundheitspflege,  die  andere  den  Mannem,  die  bei 
den  deutschen  Erziehungstagen  sich  zusammenfinden.'*')  Die  Angriffe, 
die  Yon  diesen  beiden  Seiten  her  gegen  die  Gestaltung  unseres  hoheren 
Schulwesens  tiberhaupt  gerichtet  werden:  der  Umstand^  daB  die 
bisherigen  Reformen  von  ihnen  tiberhaupt  nicht  als  wirkliche 
Reformen  anerkannt  werden;  schlieBlich  der  Grundzug  dieser  Bestre- 
bungen  gegen  das  humanistische  Gymnasium  fiir  die  deutsche  Bil- 
dungsschulc;  der  in  yielen,  sehr  wichtigen  Punkten  den  jetzigen 
Bestrebungen  zur  Verbesserung  des  mathematisch-naturwissenschaft- 
lichen  Unterrichts  nahe  kommt^  lassen  es  als  angezeigt  erachten,  von 
vomherein  nicht  ohne  Riicksicht  auf  sie  zu  arbeiten.  Oder  will 
man  rein  theoretisch  die  Forderungen  der  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen  Fakultaten  aufstellen?  Ohne  Riicksicht  auf  den  Gesamt- 
lehrplan?  Ohne  Riicksicht  auf  die  Moglichkeit  der  praktischen  Ver- 
wirklichung,  gewissermafien  als  Idealprogramm  einer  volligen  Umgestal- 
tung  der  mathematisch-naturwissenschaftlichen  Lehrplane?  Das  ware 
ja  auch  ein  Staridpunkt,  von  dem  aus  die  Frage  nach  der  Gestaltung 
des  mathematisch  -  naturwissenschaftlichen  Unterrichts  sich  behandeln 
lieBe.  Ob  es  sich  empfiehlt  ihn  einzunehmen?  Die  Beantwortung  dieser 
Frage  liegt  aufierhalb  des  Rah  mens  dessen,  was  ich  mir  Ihnen  yor- 
zutragen  Yorgenommen  hatte;  aber  es  ist  offenbar,  daB  diese  Frage  Yon 
groBter  prinzipieller  Bedeutung  ist. 

Was  nun  die  Frage  nach  der  Aufgabe  des  mathematischen  Unter- 
richts betrifft,  so  ist  zunachst  festzulegen^  daB  sie  eine  doppelte  ist: 
eine  materielle  und  formelle.  Von  dem  Yorher  gekennzeichneten 
Standpunkty    daB    der   Mathematik   nur   eine   formale   Bedeutung    im 


*)  Blatter  fOr  deutsche  Erziehung.  —  Friedrichshagen- Berlin. 
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Lehrplan  der  h5heren  Schnlen  zukomme:  eine  Ansicht^  die  im  wesent- 
lichen  auch  noch  Reidt  in  seiner  Anleitung  vertritt,  miiB  man  ent- 
schieden  abgehen,  obwohl  die  sehr  wesentliche  bildende  Kraft  nach 
dieser  Richtung  bin  keineswegs  geleagnet  werden  darf  und  aucb  im 
Lehrplan  zu  angemessener  Beriicksichtigung  gelangen  mufi.  In 
materieller  Beziehung  handelt  es  sich  in  erster  Linie  urn  ein  festes, 
positives  Wissen,  eine  Einsicht  in  den  Zusammenhang  der  verschie- 
denen  Zweige  der  Mathematik  untereinander;  wie  innerhalb  der  ein- 
zelnen  wiederum  der  auf-  iind  auseinander  folgenden  Satze  and  Regeln. 
Diese  Au%abe,  die  Ubermittelung  positiver  Kenntnisse  in 
systematischer  Anordnung  muB  durch  theoretische  Unter- 
weisung  nnd  durch  tfbung  gelost  werden:  erst  auf  Grand  eines 
wohlgeordneten  iind  durch  t^^bungsaufgaben  belebten  und  be- 
festigten  Wissens  kann  an  die  Anwendungen  gegangen  werden. 
Hier  aber  tritt  ein  neues  Moment  hinzu,  der  Unterricht  wird  jetzt 
auch  in  hervorragendem  MaBe  S a ch unterricht:  hierin  liegt  seine 
Hauptbedeutung,  aber  auch  seine  groBte  Schwierigkeit.  Ab- 
gesehen  hiervon  muB  aber  gelten,  daB  wir  uns  unter  alien  Umstanden 
Yor  einem  Fehler  hiiten  miissen,  der  fdr  unser  jetziges  Schulsystem 
nicht  nur  auf  unserem  besonderen  Gebiete  charakteristisch  ist.  Die 
Padagogik  arbeitet  gern  mit  Schlagworten^  z.  B.  das  beriihmte 
„Wis8en  und  Konnen";  ich  mochte  fQr  das,  was  ich  meine^  auch  ein 
Wort  geben:  ^Hunger,  nicht  tJbersattigung''.  Wir  mdssen  die 
Aufgabe  des  mathematischen  Unterrichts  an  den  hoheren  Schulen  so 
gestalten,  daB  die  Schiiler  mit  einem  lebhaften  Hunger  nach  mehr 
erfiillt  sind,  sich  nicht  Hbersattigt  und  voll  Widerwillen  von  der 
Mathematik  abwenden^  sobald  sie  der  Schule  den  RQcken  kehren. 
Nicht  in  der  Ausdehnung  auf  das  ganze  Gebiet  der  moglichen 
Anwendungen,  in  der  Pflege  darauf  zugeschnittener  Aufgaben 
darf  das  Salz  des  mathematischen  Unterrichts  gesucht  werden:  er  muB 
vielmehr  mit  Wegweisern  auf  gangbare  Pfade  versehen  sein,  ohne 
daB  es  notwendig  erscheint,  diese  Pfade  auch  alle  zu  wandeln.  Neben- 
bei  liegt  in  der  Bevorzugung  der  Anwendungen  noch  die  groBe  Gefahr, 
daB  ein  Gefiihl  der  Beherrschung  nach  dieser  Seite  bin  erweckt  wird, 
die  in  der  Tat  sich  nicht  findet,  sich  bei  der  geringen  Stundenzahl 
nicht  finden  kann.  Der  Hinweis  auf  die  Probleme,  die  Andeu- 
tung  der  Methodenverwendung  wird  meistens  genligen:  sie  werden 
~  bei  geschickter  Behandlung  ~  den  rechten  Hunger  erwecken,  der 
aber  nun  bei  dem  einzelnen  nach  seiner  Individualitat  sein  Objekt  sich 
suchen  wird;  dadurch  wird  der  Zwang  vermieden:  das  Schlimmste,  der 
Todfeind  alles  wahrhaften  Interesses,  aller  freudigen  Arbeit. 
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Auf  der  diesjahrigen  Versammlung  des  Vereins  zur  Forderung  des 
mathematischen  Unterrichts  hat  Direktor  Nath-Nordhausen  ein  Referat 
gegeben  dber  die  Bildungsaufgabe  der  Mathematik  innerhalb  des  Lehr- 
plans  der  hoheren  Schulen.  Er  stellte  in  These  2  die  Aufgabe  des 
mathematischen  Unterrichts  folgendermaBen  dar: 

in  materialer  Beziehung  ein  nach  der  Eigenart  der  einzelnen 
Schulorganismen  verschieden  abgegrenztes  Gebiet  des  Wissens  zu  Qber- 
liefem  and  die  SchQler  fahig  zu  machen,  diesen  Stoff  in  selbstandigem 
Eonnen  zu  verwerten; 

in  formaler  Beziehung  sich  an  der  allgemeinen  geistigen  Ana- 
bildung  der  SchiQer  in  sinnlicher,  intellektueller,  ethischer  und  astheti- 
scher  Hinsicht  in  einer  ihr  eignen^  durch  andere  Lehrfacher  nicht  zu 
ersetzenden  Weise  zu  beteiligen. 

Nach  den  vorausgegangenen  Bemerkungen  wird  es  klar  geworden 
sein,  dafi  diese  These  —  die  iibrigens  von  der  Versammlung  einstimmig 
angenommen  wurde  —  im  wesentlichen  auch  meinen  Anschautngen 
liber  die  Aufgabe  des  mathematischen  Unterrichts  entspricht,  wobei 
ich  freilich  nicht  unterlassen  mochte^  wiederholt  darauf  hinzuweisen, 
dafi  auch  unser  Unterrichtsfach  als  hochstes  Ziel  die  Freude  am 
Schaffen  zu  erwecken  sich  yorstellen  mufi.  Aber  gerade  hier  liegen 
die  Bedingungen  fiir  die  Mathematik  ja  ganz  besonders  gdnstig:  scheint 
doch  jede  selbstandige  Losung  einer  Aufgabe  als  eine  Tat^  die  ein 
hohes  Gefiihl  der  Befriedigung  erweckt. 

2.    Die  Forderungen  der  bestehenden  Lehrplane. 

Es  ist  nun  meine  Absicht,  zu  entwickeln,  wie  die  Lehrplane  von 
1901  dieser  Aufgabe  gegeniiberstehen.  In  den  allgemeinen  Bemer- 
kungen der  Lehrplane  wird  ausdriicklich  ausgesprochen,  dafi  durch  die 
grundsatzliche  Anerkennung  der  Gleichwertigkeit  der  drei  Arten 
hoherer  Lehranstalten  die  Moglichkeit  geboten  wird,  die  Eigenart 
einer  jeden  kraftiger  zu  pflegen.  Diese  Worte  deuten  darauf  hin, 
dafi  das  Gymnasium  wieder  mehr  den  sprachlich-historischen 
Charakter  annehmen  soil,  wahrend  die  liealanstalten  die  mathema- 
tisch-naturwissenschaftliche  Seite  der  Ausbildung  fUr  sich  be- 
sonders in  Anspruch  nehmen  werden.  Freilich  werden  wir  da  einem 
groBen  Gegensatz  begegnen:  das  Gymnasium  wird  das  Sprachlich- 
Historische  ganz  entschieden  in  den  Vordergrund  stellen  und  stellen 
konnen,  das  Mathematisch  -  Naturwissenschaftliche  nur  als  notwendiges 
IJbel  betreiben,  wahrend  die  Realanstalten  die  sprachlichen  Facher 
nicht  hinter  die  mathematisch - naturwissenschaftlichen  zuriickstellen 
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konnen;  das  ergibt  sich  sehon  aus  der  Stundenzahl  (Religion  und  die 
technischen  Facher  sind  iiberall  unberiicksichtigt  geblieben):  fiir  Sprachen 
und  Geschichte  existieren  am  Gymnasium  167  Stunden,  und  wenn  man 
die  Erdkunde  hinzunimmt^  die  auf  den  Gynmasien  wobi  mehr  his  to- 
risch-politisch  als  physikalisch  betrieben  werden  wird,  176  Stunden; 
fQr  Mathematik  und  Naturwissenschaffcen  gibt  es  52  Stunden.  Das  Yer- 
haltnis  ist  also  gdnstigsten  Falles  3,2  :  1^  d.  h.  ein  entschiedenes 
trbergewicht  nach  der  ersten  Seite  bin.  Bei  den  Realgymnasien  ist 
das  Yerhaltnis  fast  genau  2:1,  also  ebenfalls  noch  ein  entschieden 
sprachlich-historiscber  Charakter  der  Schule.  SchlieBlich  bei 
der  Oberrealschule  annahemd  5  :  4.  Also  auch  bier  stehen  die  zeit- 
lichen  Mittel  noch  nicht  einmal  gleich:  obwohl  bier  die  Erdkunde  zu 
der  zweiten  Kategorie  gerechnet  ist,  sonst  ist  das  Verhaltnis  etwa  7  :  4. 
Eine  Anstalt,  auf  der  der  mathematisch-naturwissenschaftliche 
Charakter  in  einer  groBeren  Stundenzahl  zum  Ausdruck  k'ame, 
existiert  nicht.  Alle  unsere  hoheren  Lehranstalten  sind  also  in 
erster  Linie  Sprachschulen.  Das  ist  zu  bedenken,  wenn  der  Lehr- 
stoff  fiir  die  Realanstalten  auf  nnserem  Gebiete  zu  umgrenzen  ist: 
es  kann  sich  in  der  Tat  weniger  um  eine  andere  Festsetzung  der 
Grenzen,  des  Umfangs  gegeniiber  dem  Gynmasium  handeln,  als  um 
eine  griindlichere,  vertiefende  Behandlung  desselben  Lehrstoffs. 
Das  sind  die  auBeren  Verhaltnisse  fiir  unser  Lehrfach;  daB  sie  auf  den 
Reformschulen  noch  ungiinstiger  sind,*sei  nur  nebenbei  bemerkt.  Aus 
den  methodischen  Bemerkungen,  die  den  neuen  Lehrplanen  von  1901 
beigefiigt  sind,  ist  besonders  zu  erwahnen,  daB  den  Schiilem  ein  ein- 
gehendes  Verstandnis  des  Funktionsbegriflfes  zu  erschlieBen  ist.  Hierauf 
kann  man  schon  friihzeitig  im  mathematischen  Unterricht  hinarbeiten, 
ja  propadeutische  tJbungen  schon  auf  der  untersten  Stufe  zeich- 
nerisch  ausfiihren  lassen.  Aber  bier  wiirde  man  entschieden  das  Ver- 
standnis fordern,  wenn  man  den  Funktionsbegriff  auch  in  den 
iibrigen  Fachern  mehr  in  den  Sprachgebrauch  einfiihrte  resp.  ihn 
in  der  Mathematik  auch  da  verwendete,  wo  er  nicht  direkt  seiner 
selbst  wegen  als  Cbungsstoflf  verarbeitet  wird.  Ein  Vergleich  der 
bestehenden  Lehrplane  yon  1901  mit  den  friiheren  zeigt  zwar  eine 
gUnstige  Tendenz  fiir  unsere  Facher,  daB  aber  bei  weitem  nicht  alle 
Wiinsche  befriedigt  sind,  zeigt  eben  die  lebhafke  Bewegung  auf  diesem 
Gebiete,  neben  anderem  sind  besonders  die  Bestrebungen  nach  der  Ein- 
fiihrung  biologischen  Unterrichts  an  den  oberen  Klassen  zu  erwahnen: 
es  ist  auch  zu  konstatieren,  daB  die  Yerschiedenheiten  in  den  yer- 
schiedenen  Lehrplanen  auf  dem  Gebiete  der  Mathematik  sehr  gering 
sind,  yerschwindend  auf  der  unteren   und   mittleren  Stufe:    yon 
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einer  wirklichen  Reform  kann  atich  hier  nicht  die  Rede  sein;  and 
dabei  ware  vielleicht  das  Richtigste  eine  Revolution.  Von  einem 
EinflaB  z.  B.  des  Fortschritts  in  der  Wissenschaft  ^^spQrest  dn  kaum 
einen  Hauch'^  In  der  Tat,  die  Schtiler  auch  der  Realanstalten  stehen 
der  Mathematik  der  Hochschulen  fast  fremd  gegeniiber^  nicht 
einmal  die  Probleme  sind  ihnen  bekannt,  auf  die  man  doch  einen  Ans- 
blick  eroffnen  sollte^  mit  einem  Hinweis  vielleicht  auch  auf  die 
Methoden  der  Losung.  Welchen  Einflufi  hatte  seinerzeit  Hinden- 
burg  und  seine  Schule  auf  die  Lehrplane  ausgeQbt:  ein  EiniSofi^ 
dessen  Spuren  noch  heute  deutlich  zu  merken  sind.  Aber  in  der  Folge 
ist  bis  heute  kein  Versuch  wieder  gemacht  worden,  von  der  Wissen- 
schaft her  einen  entscheidenden  EinfluB  auf  die  Gestaltimg  der  Lehr- 
plane zu  gewinnen. 

Betrachtet  man  die  Verteilung  des  Lehrstoffs  im  einzelnen,  so 
tritt  tiberall  hervor,  daB  die  formal e  Bedeutung  des  mathematischen 
Unterrichts  noch  allzusehr  im  Yordergrund  steht^  daB  tatsachlich  die 
anfangs  erwahnten  Klagen  Kramers  auch  noch  jetzt  zu  Recht  be- 
stehen.  Der  EinfluB  der  Lehrplane  wird  aber  noch  durch  einen  weiteren 
Umstand  fQr  eine  Ausgestaltung  und  freie  Entvtricklung  des 
mathematischen  Unterrichts  verderblich:  sie  sind  die  eiserne  Zncht- 
rute  fQr  die  Revision  dieses  Unterrichts,  sei  es  auf  den  einzelnen 
Stufen,  sei  es  in  der  Reifepriifung,  und  bewirken  ein  Arbeiten  auf 
auBerlichen  Erfolg,  auf  das,  was  sich  vorfiihren  laBt,  wodnrch 
die  wesentliche  Aufgabe  des  mathematischen  Unterrichts  stark  be- 
nachteiligt  wird.  Solange  in  der  Keifepriifung  noch  streng  nach  den 
Lehrplanen  der  MaBstab  an  die  Leistungen  der  Schiller  angelegt 
wird,  auf  jedem  der  verschiedensten  Gebiete  unweigerlich  die  Dar- 
legung  ganz  bestimmter  Einzelkenntnisse  verlangt  wird,  ist  an 
eine  freie  Ausgestaltung  unseres  Unterrichts,  besonders  auf  der 
ob  erst  en  Stufe,  nicht  zu  denken.  Mir  ist  ein  Fall  mitgeteilt  worden, 
daB  im  Abiturientenexamen  der  priifende  Lehrer  die  Frage  stellte: 
„Worin  beruht  das  Wesen  und  der  Wert  der  analytischen  Geometric  r^' 
und  daB  er  vom  Vorsitzenden  zurechtgowiesen  wurde  mit  den  Wor- 
ten:  „Las8en  Sie  das.  Fragen  Sie  Formeln!"  Ja,  meine  Herren,  wenn 
wir  als  hochstes  Ziel  vor  Augen  haben  sollen,  daB  unsere  Schiller 
eine  recht  groBe  Anzahl  von  Formeln  auswendig  wissen,  so  steht 
es  um  die  ethische  und  asthetische  und  noch  manche  andere  Seite 
der  Bedeutung  des  mathematischen  Unterrichts  schlecht.  Dabei  ist 
zu  bedenken,  daB  wir  —  wie  bei  all  unserem  Unterricht  —  das  Beste, 
was  wir  geben  konnen,  nicht  in  der  Prdfung  zeigen  konnen,  namlich 
die  Einwirkung  unseres  Unterrichts  auf  den  Verstand  und  den  Charaktor 
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unserer  Zoglinge.  Das  Beste  ruht  oft  und  bedarf  ciiies  gliicklichen 
individuellen  Momentes  der  Auslosung;  dies  tritt  aber  selten  genug 
gerade  ini  Examen  ein.  Ich  mochte  hier  an  die  schonen  Worte  er- 
innem,  mit  denen  der  Prorektor  der  Universitat  Bonn  den  Prinzen 
Eitel-Friedrich  bei  der  Exmatrikulation  begrtifit  hat.  Die  inneren  Er- 
folge  —  wie  ich  sie  nennen  mochte  —  zeigen  sich  fast  diirchweg  erst 
im  spateren  Leben.  Und  wie  oft  da  grelle  Unterschiede  mit  dem 
Ausfall  der  Priifung  vorkommen,  ist  zu  bekannt,  als  da6  ich  hier 
darauf  einzugehen  notig  hatte.  Auch  die  Aufgaben  fiir  die  schrift- 
liche  Priifung  wurde  ich  anders  stellen,  als  es  jetzt  (iblich  ist:  in 
einer  Weisc,  die  sicher  ein  Urteil  fiber  das  Wissen  der  Abiturienten 
gewahrte.  Wie  oft  kann  man  beobachten,  daB  ein  Schtiler  in  der  be- 
greif lichen  Aufregung  eine  Aufgabe  falsch  anfaBt,  sich  festbeiBt 
und  schlieBIich  eine  ungeniigende  Arbeit  abgibt,  obwohl  er  sonst 
immer  Gutes  geleistet  hat.  Ich  wiirde  daher  dafur  sein,  daB  wenig- 
stens  eine  Aufgabe  allgemeinen  Gharakters  gestellt  wird^  die  zu- 
gleich  eine  Beurteilung  nach  auderer  Seite  hin  zulieBe.  Solche  Themata 
waren  etwa  aus  der  Algebra  ^ie  Gleichungen"  oder  „Der  Zusammen- 
hang  der  Wurzeln  und  Koeffizienton  einer  Gleichung'',  aus  dem  Gebiete 
der  Arithmetik  „tTber  unendliche  Keihen'',  „Der  Moivresche  Lehrsatz 
und  seine  Anwendung^',  aus  der  Planimetrie  „Die  Konstruktionsaufgabe" 
„C^ber  die  Anwendungen  der  Ahnlichkeitslehre",  aus  der  analytiscben 
Geometric  „Die  Behandlung  der  geraden  Linie"  „Die  Entwicklung  der 
Tangenteneigenschaften  bei  einer  Kurve'',  aus  der  synthetischen  „Die 
Parabel"  usf.  usf.  Aus  der  ganzen  Art  der  Darstellung  formell 
wie  inhaltlich  wflrde  der  geistige  Gewinn,  den  der  BetreflFende  aus 
dem  mathematischen  Unterrichte  gezogen,  viel  evidenter  erkannt  werden 
konnen,  als  aus  der  Behandlung  einer  einzelnen  Aufgabe,  z.  B.  einer 
kubischen  Gleichung,  zumal  da  ja  gefordert  werden  konnte,  die  all- 
gemeine  Darstellung  an  einem  bestimmten  selbst  zu  wahlenden  Bei- 
spiele  durchzufahren.  Neben  einer  solchen  Hauptaufgabe  dann  noch 
hochstens  euie  spezielle  Frage  resp.  ein  Exempel  oder  besser  noch 
eine  zeichnerische  Aufgabe  aus  der  darstellenden  Geometric. 

DaB  unser  mathematischer  Unterricht  seiner  Aufgabe  nicht  iiberall 
gerecht  wird,  liegt  an  seiner  Schwierigkeit:  nicht  an  dem  Mangel 
einer  besonderen  Begabung,  sondem  sehr  offc  —  das  kann  nicht 
geleugnet  werden  —  an  der  Art  der  Darbietung.  Es  ist  ja  in  dieser 
Beziehimg  im  allgemeinen  sehr  viel  besser  geworden  im  Vergleich  zu 
frtiheren  Zeiten,  aber  eine  unablassige  Arbeit  an  der  Verbesserung 
der  Unterrichts  -  Methoden  ist  und  bleibt  eine  dringende  Forderung. 
Zum  guten  Teil  freilich  werden  diese  Bestrebungen  durch  unser  gauzes 
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Scholsystem,  insbesondere  (lurch  die  Lehrp^e  and  ihre  Fordemngen 
hintangehalten.  Um  nur  ein  Beispiel  zu  erwahnen:  In  der  Ober- 
sekanda  der  Oberrealschule  soil  durchgenommen  werden:  Arith- 
metische  Reihen  and  geometrische  Reihen,  Zinseszins-  and 
Rentenrechnang.  Die  imaginaren  and  komplexen  Gh^fien.  Rezi- 
proke  and  binomische,  sowie  schwierigere  qaadratische  Olei- 
changen.  Die  Lehre  von  den  harmonischen  Pankten  and  Strahlen, 
Ghordalen^  Ahnlichkeitspankten  and  -Achsen  mit  Eonstrak- 
tionsaafgaben.  Die  Erganzang  and  FortfQhnmg  der  Goniometrie; 
schwierigere  Dreiecksberechnnngen.  Systematische  BegrQn- 
dung  der  Stereometric  and  weitere  Ausfiihrungen  und  Anwen- 
dungen.  Zur  Verfiigung  stehen  hochstens  200  Stunden  im  Jahre, 
wenn  man  den  Ausfall  einzelner  Stimden  unberiicksichtigt  laBt.  Min- 
destens  20  Stunden  gehen  fiir  die  geforderten  schriftlichen  Arbeiten 
(Extemporalien)  verloren,  ebensoviele  werden  zur  Zurdckgabe  yer- 
wendet  werden  mussen.  Wo  bleibt  da  Zeit  zu  einer  griindlichen 
Vermittlung  des  liberreichen  Lehrstoffs,  geschweige  denn  zu  An- 
wendungen  auf  den  verschiedenen  hier  sich  darbietenden  Qebieten?  wo 
die  Moglichkeit  ethisch  und  asthetisch  auf  die  SchUler  einzuwirken? 
Und  diese  selbsti  Sie  verlieren  bei  der  Hetze  alle  Lust  und  alle 
Freude  an  der  Arbeit.  Kaum  daB  sie  sich  in  eins  der  heterogenen 
Gebiete  eingearbeitet  haben,  daS  sie  anfangen  mit  Lust  und  Liebe 
darin  zu  arbeiten^  nachdem  ihnen  ein  voiles  Verstandnis  aufgegangen, 
so  wird  es  verlassen  und  ein  neues  stiirmt  auf  sie  ein.  Von  einer 
wirklich  geistigen  Verarbeitung  kann  da  keine  Rede  sein:  und 
greift  man  dann  in  Prima  auf  diese  Sachen  zuriick,  so  zeigt  sich  iiberall 
tabula  rasa;  die  Kenntnisse,  die  ja  wolil  einmal  vorhanden  waren,  sind 
dahin,  und  von  dem  EinfluB  auf  mathematisches  Denken,  auf  An- 
schauung  usf.  ist  wenig  oder  nichts  zu  spiiren. 

Das  ist  nur  ein  Beispiel,  das  ich  aus  den  Lehrplanen  heraus- 
gegriffen  habe,  aber  es  ist  typisch  fiir  sie.  Was  wir  am  allerersten 
erstreben  soUten,  daB  unsere  Schiller  arbeiten  lernen,  daB  sie  gem 
und  freudig  arbeiten:  das  ist  fast  unmoglich  geworden;  an  dessen 
Stelle  tritt  das  Biiffeln,  das  Einpauken.  Damit  wirken  wir  aber 
nicht  erzieherisch,  abgesehen  davon,  daB  auch  den  Lehrern  die 
Freude  am  Unterriclit  auf  diese  Weise  verbittert  wird.  Welch  schad- 
lichen  EintluB  gerade  dieser  Hetzbetrieb  auf  die  Wahrhaftigkeit 
der  Schiller  ausiibt,  ist  gar  nicht  zu  sagen;  unser  Fach,  dem  gerade 
nachgeriihmt  wird,  daB  es  in  besonderem  MaBe  das  Gefuhl  fiir 
Wahrheit  und   Recht  erweckt  und   befestigt,   wird   auf  diese  Weise 
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bedauerlicherweise  ebenfalls  mitwirken,  die  Achtung  vor  der  Wahrheit 
zu  untergraben.     Doch  genug  hiervon. 

Lassen  Sie  mich^  m.  h.  H.,  nur  kurz  noch  einmal  wiederholeii;  daB 
nach  meiner  Ansicht  eine  Revision  der  mathematischen  Lehrplane 
dringend  notwendig  ist,  nebenbei  gesagt  freilich  auch  des  Schul- 
sys terns  uberhaupt;  daB  diese  Yeranderungen  Hand  in  Hand  gehen 
mtissen,  unter  Berucksichtigung  einerseits  der  ebenso  notwendigen  Um- 
anderung  der  Vorbereitungsschulen,  andererseits  der  von  den  Hoch- 
schulen  aufzustellenden  Forderungen,  die  allerdings  nicht  nur  das  End- 
ziel  des  mathematischen  Unterrichts  auf  den  hoheren  Lehranstalten 
ins  Auge  fassen  dUrfen,  sondem  auch  die  Ausgestaltung  im  einzelnen^ 
besonders  die  Berficksichtigung  der  verschiedenen  Gebiete  der 
Mathematik  beachten  miissen.  Auf  Grund  dieser  Gutachten  mUBte 
dann  die  Schulverwaltung  von  praktischen  Schulmannem  einen  neuen 
Lehrplan  ausarbeiten  lassen,  dessen  £infiihrung  und  Durchfiihrung  dann 
hoffentlich  auch  die  Elagen  iiber  die  groBe  Kluft  zwischen  Schule 
und  Universitat  auf  unserem  Gebiete  verstummen  iassen  wtirden.  Frei- 
lich muB  ich  gestehen,  daB  ich  zweifelhaft  geworden  bin^  ob  diese 
Klage  mit  Recht  gerade  von  uns  erhoben  wird.  Denn  genau  ge- 
nommen,  hat  diese  Kluft  auf  alien  Gebieten,  mit  Ausnahme  allein  der 
klassischen  Philologie  und  vielleicht  auch  der  Theologie,  bestanden  und 
besteht  noch.  £b  ist  auch  sicher,  daB,  um  diese  Kiuft  zu  iiberbriicken, 
man  nicht  allein  die  Schule  reformieren,  sondem  daB  auch  von  der 
Hochschule  her  entgegengekommen  werden  muB.  In  erster  Linie  ist  hier 
die  Forderung  aufzustellen,  daB  dem  spateren  Lehrer  neben  den  Grund- 
lagen  der  allgemeinen  Padagogik  auch  besondere  Fach-Unterrichts- 
methodik  geboten  wird,  daneben  aber  auch  z.  B.  Vorlesungen  iiber 
Geschichte  der  Mathematik,  wie  des  mathematischen  Unterrichts.  Dringt 
die  tiberzeugung  von  dem  Wechsel  unseres  Bildungsideales  durch, 
so  wird  allerdings  die  Schule  den  groBeren  Schritt  tun  miissen,  ohne 
daB  aber  der  Fehler  begangen  werden  darf,  die  Realanstalten  zu  wirk- 
lichen  Fachschulen  zu  machen.  DaB  sie  jedoch  in  irgend  einer 
Weise  —  vielleicht  nach  Art  der  franzSsischen  Lehrplane  —  sich  einer 
solchen  Gestaltung  etwas  mehr  nahem  als  bisher,  diirfte  wohl  in  ab- 
sehbarer  Zeit  nicht  zu  umgehen  sein.  Festzuhalten  ist  dabei  immer, 
daB  der  Unterricht  an  den  hoheren  Schulen  in  hoherem  oder  geringe- 
rem  MaBe  im  wesentlichen  einen  propadeutischen  Charakter  tragt. 

Und  nun  mochte  ich  schlieBen  mit  den  Worten: 

„Den   bestehenden  MiBverhaltnissen    abzuhelfen    ist  Pflicht,    die 
Erfiillung  derselben  ist  aber  bediugt  durch   Einverstandnis    in  Ziel 
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und   Zweck.     Die   wesentHchste   Bedingung    zur   Realisienmg    einer 
Reform  ist  Einhelligkeit  der  Arbeit  aof  Schule  und  Uniyersitai^ 

y^Gelange  es  uns,  den  Standpunkt  der  Schule  zu  erhohen,  den 
Horizont  zu  erweitem^  den  Lehrinhalt  zu  yertiefen,  bald  mOfite  man 
den  EinfluB  spiiren.  Das  BewuBtsein^  der  gesamten  Wissenschaft 
gedient  zu  haben,  wird  una  erheben/' 

M.  H.  Diese  Worte  sind  entnommen  einer  akademischen  Festrede 
Arthur  von  Ottingens,  „lJber  den  mathematischen  Unterricht  in 
der  Schule^  gehalten  am  12.  Dezember  1872  in  Dorpat:  und  heute 
Bchreiben  wir  1904. 


timber  komplexe  Zahlen;  fiber  den  Lehrgang  in  der 
spharischen  Trigonometrie;  literarisch-historische  Notizen. 

Von 
M.  SiMOM  aus  StraBburg  i.  E. 


Dem  Wunsche  Ihres  Einfahrenden  Folge  leistend,  erlaube  ich  mir 
Ihnen  einige  Bemerkungen  zu  unterbreiten.  Die  erste  Bemerkung^  die 
ich  zu  macben  babe,  beziebt  sicb  auf  die  Rechnung  mit  komplexen 
Zablen.  Gewobnlicb  wird  es  so  dali-gestellt,  daB  die  quadratiscben 
Gleicbungen  zu  dieser  Erweiterung  des  ZablbegriflFs  flihren,  dieselben 
liefem  allerdings  zuerst  komplexe  Zablen,  aber  wenn  yon  einem  Recbt- 
eck  verlangt  wird,  dafi  sein  Umfang  20  und  sein  Inbalt  29  sei,  so 
zeigen  die  Zahlen  5  ±  2?  nur  an,  daB,  da  ein  solcbes  Rechteck  nicht 
existiert^  aucb  seine  Seiten  keine  Mafizablen  haben.  Kurz,  in  den  Pro- 
blemen  2.  Grades  liegt  nicbts,  was  zur  Recbnung  mit  komplexen  Zablen 
notigt.  Anders  die  Gleichung  3.  Grades.  Das  Problem,  von  einer 
Eugel  Ys  durch  eine  Ebene  abzuscbneiden,  bat  eyidente  Existenz;  nennt 

9  S 

man   rjp  =  Xy   so   erbalt   man   die   Gleicbung  a^  —  -r^x  +  -  -  =  0  also 

X  =  j/~-|(l  -  i  /2)  +  l^-J-Cl  +  i  /2),  und  bier  beim   casus 

irreducibilis  wird  man  gezwungen  mit  komplexen  Zahlen  zu  rechnen. 
Es  ist  kein  Zufall,  daB  der  erste,  der  mit  komplexen  Zahlen  gerechnet 
bat,  Cardanus  war.  Die  Eonsequenz  heifit  fiir  den  Lebrplan:  ent- 
weder  keine  komplexen  Zablen,  oder  im  AnschluB  an  die  Glei- 
cbung 3.  Grades. 

Heine  zweite  Bemerkung  bezieht  sicb  auf  die  spharische  Trigono- 
metrie. Zunacbst  halte  ich  es  fiir  die  Schule  durchaus  notig,  sicb  auf 
spharische  Dreiecke,  deren  Bogen  geodatische  Linien  sind,  zu  be- 
schranken  und  die  Mobius-  bezw.  Studysche  Yerallgemeinerung  der 
Uniyersitat  zu  fiberlassen.  Man  gehe  dann  genau  den  Gung  der  planen 
Trigonometrie,  deren  beste  Repetitition  die  spharische  ist.  Zunacbst 
das  rechtwinkelige  Dreieck  und  dabei  der  Grundgedanke:   den  Bogen 
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durch  seinen  Sinus  nnter  ttinlichster  Benutzung  des  Radias  als  Langen- 
einheit  zu  ersetzen.  Man  gelangt  dadurch  yon  selbst  zu  dem  von  yier 
rechtwinkligen  planen  Dreiecken  begrenzten  Tetraeder,  aus  dem  man 
in  %  Stunde  die  gesamte  Trigonometrie  des  rechtwinkligen  spha- 
rischen  Dreiecke  heransholt. 

Dann  kommt,  wortlich  wie  in  der  Planimeirie  (vgl.  Banmeister  IX, 
S.  98),  der  erste  bezw.  dritte  Kongruenzfall,  und  darauf  der  (falschlich) 
sogenannte  zweite,  der  reziproke;  ich  will  den  Beweis  karz  geben. 
Wenn  a,  /3  und  y  gegeben  sind,  so  zerschneide  man  das  Dreieck  dnrch 
h^  =»  CF  in  zwei  rechtwinklige  Dreiecke  und  benutze  die  beiden  For- 
meln  cos  c  =  cos  a  cos  6  und  cos  a  ■=  sin  /3  cos  a.  Dann  ist  aus  A  CF 
cos  a  =  sin  (y  —  y ')  cos  h  =  sin  y  cos  y'  cos  h  —  cos  y  sin  y'  cos  h,  und  da 
cos  A  =  cosa/coaFB,  so  ist,  wenn  man  dies  fQr  cos  A  im  ersten  Gliod 
einfUhrt,  cos  a  =  sin  y  sin  /3  cos  a  —  cos  y  cos  p. 

Diesen  Gang  hat  Euler  in  den  Acta  yon  1779  und  der  grofie 
GraBmann  1865.     Diese  Formel  in  der  Form 

cos  (;t  —  a)  =  cos  (jt  —  /3)  cos  (;c  —  y)  +  sin  (n  —  /3)  sin  (pc  —  y)  cos  {jc  —  a) 

fahrt  ganz  direkt  und  genetisch  zur  Einfiihrung  der  Polarecke  bezw. 
des  Supplementardreiecks,  das  gewohnlich  in  den  Unterricht  herein- 
schneit  wie  ein  Deus  ex  machina. 

Zur  Polarisierung  mochte  ich  bemerken,  daB  die  Einfiihrung  der 
Supplementwinkel  in  die  Formeln  zwar  unbedingt  elegant  ist,  man 
hat  nur  mechanisch  die  lateinischen  mit  den  griechischcn  Buchstaben 
zu  vertauschen;  aber  gerade  wegen  des  Mechanischen  empfiehlt  sie  sich 
nicht  fiir  die  Schule.  Ich  spreche  hier  den  Satz  aus,  haufig  ist  das 
mathematisch  Elegantere  uicht  das  fiir  die  Schiller  ZweckmaBigere 
(Vgl.  Hilfswinkel,  Produktische  Umformungen  etc.).  Im  AnschluB  an 
diesen  Satz  karni  ich  die  Forderungen  H  oil  els,  dieses  ebenso  bedeuten- 
den  wie  in  Deutschland  unbekannten  Methodikers,  nach  einer  Tafel 
der  natiirlichen  Werte  der  Funktionen  yon  Minute  zu  Minute  nur 
unterstiitzen. 

Literarhistorisch  ist  zu  sagen,  das  die  Einfiihrung  der  Supple- 
mentwinkel in  die  Formeln  nicht  auf  Edouard  Lucas,  auch  nicht  auf 
GraBmann  (Trigonometrie  S.  105),  sondem  auf  Kornelius  Keogh 
zuriickgeht. 


Wirkung  der  wissenschaftlichen  Ergebnisse  auf  den 
Unterricht  in  der  elementaren  Mathematik. 

Von 
H.  Thieme  aus  Posen. 


Der  Auffordening  unseres  verehrten  Herm  Vorsitzenden,  auf  diesem 
KongreB  einen  Vortrag  iiber  die  Wirkung  der  Ergebnisse  der  Wissen- 
schaft  auf  den  Unterricht  in  der  elementaren  Mathematik  zu  halten, 
bin  ich  nuv  nach  einigem  Zogem  gefolgt.  Es  is^  einem  einzelnen  nicht 
gut  mogiich,  alle  die  wissenschaftlichen  Ergebnisse  zu  kennen,  die  ffir 
den  Unterricht  von  Bedeutung  sind,  ebensowenig  kann  er  wissen,  welche 
Wirkungen  diese  Ergebnisse  aller  Orten  bereits  gehabt  haben.  Dazu 
kommt^  daB  gerade  in  Fragen  des  Unterrichts  schon  die  Grund- 
anschauungen  der  einzelnen  Personlichkeiten  so  verschieden  zu  sein 
pflegen,  daB  der  Yersuch^  andere  fttr  die  eigenen  Anschauungen  zu  ge- 
winnen,  wenig  Aussicht  auf  Erfolg  verspricht. 

Wenn  man  aber  die  namentlich  in  neuerer  Zeit  so  erfolgreichen 
Bestrebungen  der  Wissenschaffc,  in  die  Probleme  der  elementaren 
Mathematik  Klarheit  zu  bringen,  auch  nur  einigermaBen  yerfolgt  hat 
und  dann  sieht,  wie  gering,  namentlich  in  Deutschland,  der  EinfluB 
dieser  Forschungen  auf  den  praktischen  Unterrichtsbetrieb  ist,  so  fiihlt 
man  sich  doch  verpflichtet,  nach  dem  Grunde  zu  fragen,  warum  die 
Schule  diese  Forschungen  nicht  fQr  sich  verwendet,  und  zu  untersuchen, 
wie  weit  dieses  AuBerachtlassen  der  wissenschaftlichen  Ergebnisse  not- 
wendig,  wie  weit  es  unberechtigt  ist. 

Die  Arbeit  der  Wissenschaft  fiir  die  elementare  Mathematik  er- 
streckt  sich  nach  drei  Richtungen.  Erstens  bietet  uns  die  neuere 
Wissenschaft  eine  logisch  einwandfreie  Begriindung  der  Elemente, 
zweitens  ordnen  die  neueren  Untersuchungen  groBe  Gebiete  der  Ele- 
raentarmathematik  viel  allgemeineren  Fragen  unter  imd  ermoglichen 
durch  deren  Beantwortung  eine  tiefere  Einsicht  in  den  Zusammenhang 
der  einzelnen  Begriffe  und  Satze,  drittens  haben  neuere  Forschungen 
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die  elementare  Mathematik  mit  einer  groBen  Zahl  nener  Satze  he- 
reichert 

Ehe  wir  an  die  Fragd  herangehen^  ob  diese  neneren  Forschangs- 
ergebnisse  in  irgend  einer  Weise  im  Unterricht  berQcksichtigt  werden 
konneriy  mUssen  wir  uns  einiger  wesentlicber  Vorbedingungen  bewnBt 
werden. 

Bei  alien  Forderungen  eines  Faches  an  die  Schnle  ist  Rilcksicht 
zu  nehmen  auf  die  fiir  das  Facfa  verfilgbare  Zeit  und  auf  das  Fassungs- 
yermogen  der  Schiller,  daneben  auch  auf  den  angenblicklichen  Stand 
des  Unterrichts  —  ein  plotzlicher  Umstnrz  ist  eine  praktische  Unm6g- 
lichkeit  —  und  auf  den  Grad  der  Verbreitung,  den  die  Forschungen, 
die  Berticksichtigung  heischen,  schon  erlangt  haben. 

Was  den  ersten  Punkt  betriflPb,  so  werden  wir  uns  dariiber  klar 
sein  miisseu,  daB  ein  Mehr  an  Zeit  der  Mathematik  zunachst  nicht  be- 
willigt  werden  wird,  so  sehr  dies  auch  fiir  die  Humangyninasien  zu 
bedauem  ist.  Neben  den  alten  Hauptfachem  der  Gymnasien^  die  ihren 
Besitzstand  mit  Energie  und  Erfolg  verteidigen,  verlangen  neue  auf 
den  hoheren  Schulen  Berticksichtigung,  so  in  erhohtem  MaBe  in  neuerer 
Zeit  die  biologischen  Facher;  auBerdem  nehmen  die  hoheren  Schulen 
auch  jetzt  schon  die  Arbeitskraft  ihrer  Zoglinge  in  ausreichend  hohem 
MaBe  in  Anspruch. 

Aber  mag  viel  oder  wenig  Zeit  zur  Verfiigung  stehen,  so  gibt  es 
doch  eine  Forderung  von  grimdsatzlicher  Bedeutung,  die  an  jeden 
Unterricht,  namentlich  aber  an  den  mathematischen  Unterricht,  zu 
stellen  ist.  Der  Lehrer  darf  den  Schiilem  nichts  bringen,  filr  dessen 
Kenntnis  und  Verstandnis  er  in  ihnen  kein  Bediirfhis  zu  wecken  ver- 
mag.  Eine  Hauptaufgahe  des  Lehrers  der  Mathematik  wird  es  immer 
sein  niussen,  ini  Schiiler  dies  Bediirfnis  hervorzurufen,  namentlich  das 
Verlangen  nach  Aufdeckung  der  gegenseitigen  Abhlingigkeit  der  Eigen- 
schafteu,  nach  ihrem  Be  weise;  so  mancher  MiBerfolg  im  mathematischen 
Unterricht  erklart  sich  aus  der  Nichtbeachtmig  dieser  Vorbedingung 
eines  ersprieBliehen  Unterrichts.  Wo  der  Unterricht  jenes  Bediirfiiis 
nioht  zu  wecken  in  der  Lage  ist,  muB  Verzicht  geleistet  werden. 

Dazu  kommt  ein  weiteres.  Es  geniigt  nicht.  daB  die  Schiiler  ver- 
.«^tehen,  was  der  Lehrer  ihnen  erklart;  nicht  passives  Rezipieren,  son- 
dern  aktive  Mitarboit  der  Schiiler  muB  bei  jedem  Unterricht  erreicht 
werden,  die  Schiiler  miissen  auf  jeder  Stufe  das  freudige  GefQhl  ge- 
winnen,  selbst  etwas  Neues  nicht  bloB  zu  wissen,  sondem  zu  konnen. 
Daher  miissen  die  freien  Ubungen,  die  Aufgaben,  im  mathematischen 
Unterricht  mehr  im  Vordergrunde  stehen  als  die  gemeinsamen  Ent^ 
wicklungen  von  Lehrem  and  Schiilern. 
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Au8  diesen  Vorbedingungen  fftr  jeden  mathematischen  Unterricht 
erklart  sich  in  der  Hauptsache  unser  heutiges  Unterrichtsverfahren, 
hieraus  die  Tatsache,  daB  wir  una  jetzt  im  arithmetischen  Anfangs- 
unterricht  zunachst  auf  Yeranschaulicliuiig  der  Regeln  beschranken 
und  dann  die  Regeln  moglichst  ausgibig  zum  Losen  von  Aufgaben 
yerwenden,  hieraus  auch,  daB  wir  in  der  Geometrie  im  Anfangs- 
unterricht  so  manche  Eigenschaften  der  Figuren  ohne  Beweis  als  richtig 
amiehmen. 

Trotzdem  bin  ich  der  Ansicht,  dafi  in  unserem  Unterricht  die  Er- 
gebnisse  der  neueren  wissenschaftlichen  Forschungen  in  weit  hoherem 
MaBe  Beriicksichtigung  finden  konnen  als  bisher,  ohne  daB  die  Schiller 
mehr  belastet  werden  als  jetzt^  daB  im  besonderen  so  manche  logischen 
Mangel;  die  dem  jetzigen  Unterricbt  noch  anhaften,  beseitigt  werden 
miissen.  Nach  dieser  Richtnng  soUte  uns,  wenn  den  vorher  von  mir 
angegebenen  Vorbedingungen  des  Unterrichts  geniigt  ist,  als  ideales 
Ziel  gelten,  was  Grafimann  in  der  Vorrede  seiner  Arithmetik  aus- 
spricht.  Er  sagt:  ,;DaB  auch  schon  fiir  den  ersten  wissenschaftlichen 
Unterricht  die  moglichst  strengste  Methode  vor  jeder  anderen  den  Vor- 
zug  verdiene,  werden  wohl  ^enige  bestreiten.  Namentlich  wird  jeder 
Padagog  einen  folgerichtigen  Beweis  einem  in  Trugschliissen  fort- 
schreitenden  oder  sich  im  Zirkel  bewegenden  vorziehen,  ja  es  wird  fUr 
ihn  eine  moralische  Unmoglichkeit  sein^  mit  BewuBtsein  einen  Beweis 
der  letztem  Art  den  Schiilem  yorzutragen  und  sie  gewissermaBen 
h  inters  Licht  zu  fiihren/'  ,,Scheinbeweise  oflfhen  der  Oberflachlichkeit 
Tor  und  Tur."  „Die  Mathematik  in  ihrer  strengsten  Form,  in  ihrer  un- 
erbittlichen  Konsequenz  ist  allein  imstande,  den  Schiller  vor  der  modi- 
schen  Herrschaft  der  geistreichen  Phrase  zn  bewahren." 

Doch  wenden  wir  nns  jetzt  dem  einzelnen  zu. 

Der  mathematische  Unterricht  gliedert  sich  in  Arithmetik  und 
Algebra  einerseits  und  die  geometrischen  Disziplinen  andererseits. 

Eine  logisch  strenge  Begrilndung  der  Arithmetik  besitzen  wir 
noch  nicht  lange.  GraBmann  konnte  in  seiner  1861  erschienenen 
Arithmetik  sich  riihmen,  die  erste  einwandfreie  Entwicklung  der  arith- 
metischen Lebren  zu  geben.  Seit  GraBmann  ist  auf  exakte  Begriln- 
dung der  Arithmetik  von  seiten  der  hervorragendsten  Mathematiker 
viel  Sorgfalt  verwandt  worden.  Die  Vorlesungen  von  WeierstraB, 
die  Schriften  von  Hankel,  Schroeder,  Stolz  u.  a.,  die  Arbeiten  von 
G.  Cantor,  Dedekind,  Peano  u.  a  ilber  die  Natur  der  Zahlen  haben 
die  richtigen  Anschauungen  ilber  die  Grundlegung  der  Arithmetik  in 
weitere  und  weitere  Ereise  getragen.  In  wenig  umfangreichen  Werken, 
der  theoretischen  Arithmetik  von  Stolz  und  Gmeiner  und  der  Enzyklo- 
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padie  der  Elementar-Mathematik  von  Weber  und  Wellstein,  wird  der 
jetzige  Stand  der  Wissenschaft  jedem  leicht  zuganglich  gemacht. 

Im  praktischen  Schulunterricht  sowie  in  den  arithmetischen  Lehr- 
und  tFbungsbiichem  der  Schule  ist  dieser  neuere  Stand  der  Wissen- 
schaft nocli  lange  uicht  zu  der  Geltung  gelangt,  die  er  yerdient.  Da 
iinden    wir  z.  B.  immer   wieder  die   Gleichungen    (—  a)(—  6)  =  +  aft, 

a""  =  -jT ;  a  -^bi  =  c  +  di,  wenn  a  =  c  und  b  ^  d  ist,   nicht,   wie   es 

sein  sollte,  als  Definitionen,  sondem  als  zu  beweisende  Lehrsatze  be- 
handelt.  Die  einfache  Forderung,  dafi  man  jeden  Begriff  und  jeden 
Lekrsatz  auf  seinen  Geltungsbereich  zu  untersucben  hat,  daB  man  sie 
iiber  diesen  Geltungsbereich  hinaus  nicht  ver^venden  darf,  findet  noch 
lange  nicht  allgemeine  Beachtung.  Die  Begriffe  gleich,  groBer,  kleiner, 
die  Begriffe  des  Addierens,  Multiplizierens,  Potenzierens,  die  zunachst 
nur  fiir  absolute  Zahlen  definiert  sind,  werden  auf  negative,  gebrochene, 
irrationale,  imaginare  und  komplexe  Zahlen  angewandt,  ohne  die  Be- 
rechtigung  hierzu  irgendwie  zu  untersucben. 

Allerdings  konnen  wir  uns  im  Anfangsunterricht  nicht  auf  lang- 
atmige  logische  Erorterungeu  einlassen;  wfr  wiirden  dadurch  die  Schiller 
nur  abschrecken  und  das  bekannte  Vorurteil  von  der  besonderen  Be- 
fahigung  fordem.  Wir  miissen  uns  anfangs  mit  einer  anschaulichen 
Ableitung  der  Gesetze  begniigen.  Indessen  miissen  wir  uns  dabei  auch 
der  Grenzen  des  Veranschaulichungsmittels  bewufit  bleiben;  jeder  Ver- 
gleich  hinkt.  Die  Veranschaulichung  der  positiven  und  negativen 
Zahlen  durch  Vermogen  und  Schulden  fiihrt  bekanntlich  zu  dem  Satze, 
an  dem  jeder  Tertianer  AnstoB  nimmt,  daB  „Schulden  mal  Schulden 
Vermogen  gibt'*.  Um  solchen  Fehlern  vorzubeugen,  ist  von  vom- 
herein,  auch  auf  der  Unterstufe,  zu  betonen,  daB  alle  direkten  Rech- 
nungen  fiir  jede  neue  Zahlenart  neu  zu  erklaren  sind;  dann  gibt  es  ein 
solches  Paradoxon  nicht. 

Auf  der  Oberstufe  muB  mehr  geschehen.  Hier  muB  den  Schiilern 
bei  Gelegenheit  der  irrationalen  und  komplexen  Zahlen,  auf  die  be- 
sondere  Sorgfalt  zu  verwenden  ist,  der  ganze  Aufbau  des  Systems  der 
arithmetischen  Begriffe  und  Operationen  im  Zusammenhange  vorgefiihrt 
werden.  Weniger  von  Bedeutung  ist,  welche  Definition  der  irrationalen 
Zahlen  dabei  zugrunde  gelegt  wird,  ob  die  von  WeierstraB,  Dede- 
kind  oder  G.  Cantor. 

Recht  mangelhaft  im  Unterricht  ist  noch  die  Behandlung  der  un- 
endlichen  Reilien.  DaB  sie  zum  AbschluB  der  Lehren  der  elemeutaren 
Arithmetik  gehoren,  wird  sich  wohl  nicht  bestreiten  lassen.  Der 
Schiiler    arbeitet    jahrelang    mit    Logarithmen    und    trigonometrisehen 
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Funktionen,  benutzt  danemd  die  Logarithmentafeln.  Da  ist  es  doch 
wunschenswert,  daB  er  einen  moglichst  klaren  Einblick  in  die  Eigen- 
schaften  dieser  Fnnktionen  erhalt^  daB  er  auch  erfahrt^  wie  man  die 
benutzten  Tafeln  heretellen  kann. 

Wie  die  Lehre  von  den  unendlicben  Reihen  ohne  DiflFerential-  und 
Integralrechnnng  streng  zu  begriinden  ist,  hat  Weber  in  der  Enzyklo- 
padie  der  Elementar-Mathematik  gezeigt.  Ob  die  Schule  die  Entwick- 
lungen  Webers  fiir  den  Unterricht  verwenden  soil,  oder  ob  sie  den  in 
neuerer  Zeit  namentlich  von  F.  Klein  empfohlenen  Weg  gehen  und  die 
Differential-  und  Integralrechnnng  in  den  Unterricht  aufuehmen 
soil,  das  ist  eine  Frage,  uber  die  man  sich  in  Fachkreisen  in  der  nachsten 
Zeit  klar  werden  muB.  Aus  mannigfachen  Grflnden,  namentlich  um 
den  fiir  alle  Verhaltnisse  des  Lebens  so  wichtigen  FunktionsbegriflF 
im  Unterricht  gebiihrend  zur  Klarheit  und  Geltung  bringen  zu  konnen, 
wurde  ich  mich  fiir  den  letzteren  Weg  entscheiden. 

Die  Aufaahme  anderweitiger  neuer  Forschungsergebnisse  in  den 
Unterricht,  etwa  der  Lehre  von  den  Determinanten  oder  der  Lehre  von 
den  Invarianten  und  Kovarianten,  scheint  mir  dagegen  nicht  erforder- 
lich;  ein  Hinweis  auf  die  Bedeutung  dieser  Lehren  kann  gelegentlich  er- 
folgen  und  wird  bei  dem  einen  oder  anderen  Schfiler  anregend  wirken. 

Mehr  Schwierigkeiten  als  der  arithmetische  Unterricht  bietet  der 
geometrische.  Bekanntlich  haben  wir  von  Euklid  einen  Lehrgang 
der  Geometrie  von  auBerordentlich  hoher  Vollkommenheit  iiberkommen. 
Ebenso  bekannt  ist,  daB  der  Lehrgang  Euklids  kein  Konigsweg  ist, 
daB  die  Unterrichtsergebnisse  in  der  Geometrie  lange  Zeit  mangelhafte 
waren.  Man  hat  deshalb  den  Lehrgang  den  verschiedenartigsten  Um- 
gestaltungen  unterworfen.  Man  fand,  daB  es  den  Schfllem  vielfach  an 
Anschauungen  fehle,  und  schuf  deshalb  die  propadeutische  Anschauungs- 
lehre,  in  der  man  wie  im  arithmetischen  Anfangsunterricht  zunachst 
alle  Beweise  weglieB.  Das,  was  man  in  dieser  Propadeutik  lehrte, 
faBten  die  Schuler  leicht.  Aber  man  tauschte  sich  sehr,  wenn  man 
damit  die  sachlichen  Schwierigkeiten  Uberwunden  glaubte.  Diese  zeigten 
sich  sofort  wieder,  sobald  man  von  den  Schiilem  Beweise  und  selb- 
standiges  Losen  von  Aufgaben  verlangte. 

Man  suchte  sich  liber  die  Schwierigkeiten  hinwegzuhelfen  durch 
Anderung  der  Beweise.  Leider  sind  diese  Anderungen  mehrfach  nur 
Verschlechterungen  des  Lehrgangs,  die  neuen  Beweise,  wie  z.  B.  der 
in  neuerer  Zeit  wunderbarerweise  so  vielfach  empfohlene  Thibautsche 
Beweis  des  Parallelenaxioms,  Scheinbeweise.  Gegen  solche  Beweise 
muB  im  Interesse  der  logischen  Ausbildung  der  SchUler  Protest  ein- 
gelegt  werden. 
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In  dem  jetzt  Qblichen  Lehrgange  der  Gteometrie  sind  fehlerhaft 
vielfach  die  Definitionen  der  Grundbegriffe^  mangelhaft;  die  Answahl  der 
benutzten  GrundslLtze;  mangelhaft  so  mancher  Beweis,  namentlich  auch 
die  Bebandlung  der  irrationalen  Zahlen  in  der  Gfeometrie. 

In  alien  diesen  Dingen  ist  durch  die  neueren  Forschnngen  uber 
die  Gmndlagen  der  Geometrie  yoUige  Elarheit  geschaffen  worden.  Eine 
ganze  Reihe  der  gebrauchlichen  Fehler  lafit  sich  yermeiden,  obne  die 
Schiller  mehr  zu  belaeten  als  bei  dem  bisherigen  Verfahren. 

Urn  den  Unterricht  tiberhaupt  beginnen  zu  konnen^  werden  wir  die 
Schtiler  zonachst  anschaulich  mit  Korpem^  Flachen  und  Linien  and  mit 
einzelnen  ihrer  Eigenschaften  bekannt  machen^  werden  aber  nicht  Defi- 
nitionen  yon  Linie  und  Flache  geben.  Die  neuere  Analysis  lehrt  hub, 
daB  allgemeine  Definitionen  yon  Linie  und  Flache  unmoglich  sind. 
Ebenso  werden  wir  auf  die  Definition  der  Geraden  yerzichten  miisseu. 
Da  wir  die  Linie  nicht  definieren  konnen,  konnen  wir  auch  die  Gerade 
nicht  unter  diesen  Begriff  subsumieren.  Die  Begriffe  der  Entfemong 
und  der  Richtung  setzen  den  Begriff  der  Geraden  schon  yoraus.  Neben- 
bei  braucht  eine  Linie  an  und  f&r  sich  weder  eine  Lange  noch  eine 
Richtung  zu  haben.  DaB  es  zwischen  zwei  Punkten  eine  kfirzeste  Ent- 
femung  gibt,  ist  yon  yomherein  durchaus  nicht  gewiB,  und  in  einer 
Geraden  gibt  es  bekanntlich  zwei  Richtungen. 

Die  Eigenschaften  der  Ebene  lassen  sich,  wie  Peano  und  Vero- 
nese gezeigt  haben,  unter  Voraussetzung  gewisser  Postulate  aus  denen 
der  Geraden  ableiten.  FUr  den  Anfangsunterricht  aber  sind  diese 
wissensehaftlich  auBerordentlich  wertyoUen  Entwicklungen  schwer  yer- 
wendbar.  Im  Anfangsunterricht  werden  wir  einfach  als  Grundsatz 
voraussetzen  miissen,  daB  man  in  der  Ebene  yon  jedem  Punkte  zu 
jedem  andem  eine  Gerade  zieheu  kami. 

Schwierigkeiten  macht  im  Anfangsunterricht  femer  der  Begriff 
des  Winkels.  Es  gibt  keine  Definition  des  Winkels,  auf  Grund  deren 
sich  alle  seine  Eigenschaften  ableiten  lieBen.  Um  mit  Winkeln  ope- 
rieren  zu  konnen,  muB  man  fiir  zwei  Winkel  die  Bedeutung  der  Be- 
griffe gleich,  groBer,  kleiner^  der  Summe  und  der  Differenz  festlegen. 
Das  muB  unabhangig  dayon  geschehen,  ob  man  den  Winkel  als  ein 
Gebilde,  das  aus  zwei  yon  einem  Punkte  ausgehenden  Strahlen  besteht, 
als  Kichtungsunterschied,  als  GroBe  der  Drehung,  als  MaB  der  Drehung, 
als  Grenzwert  eines  Kreissektors  bei  unendlich  wachsendem  Radius 
oder  als  Teil  der  Ebene  definiert.  Logisch  ist  diejenige  Definition  die 
beste,  bei  der  so  wenig  andere  Begriffe  benutzt  werden  wie  moglich; 
das  ist  bei  der  ersteii  der  genannten  Definitionen  der  Fall.  Im  Inter 
esse  der  Anschaulichkeit  wird  man  sich  im  propadeutischen  Unterricht 
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nicht  so  knapp  fassen  woUen;  weun  man  da  etwa  den  Winkel  ala 
DrehuugBgrofie  oder  als  Teil  der  Ebene  einftihren  will^  so  ist  dagegen 
nicht  viel  zu  sagen,  man  mufi  sich  aber  bewufit  bleiben,  dafi  logisch 
damit  nichts  gewonnen  ist. 

Von  besonderer  Bedentung  fOr  den  Unterricht  ist  die  Stellong, 
die  den  Grundsatzen  anzuweisen  ist.  Was  zu  einer  wissenschaftlichen 
Begriindung  der  Geometrie  gehort,  wissen  wir  aus  den  Arbeiten  von 
Pasch,  Veronese,  Peano  und  Hilbert.  Eine  derartig  genaue  Be- 
griindung der  Lehren  ist  aber  fiir  unsere  Schtiler  nicht  verwendbar. 

Die  Zahl  der  Grundsatze,  die  man  zur  exakten  Begriindung  braucht, 
ist  so  groB,  daB  der  Anfanger  sie  schwer  iiberschauen  kann.  Die  Ent- 
wicklungeu  sind  dabei  zunachst  so  abstrakt  und  schreiten  so  langdam 
Yorwarts,  daB  ein  Anfanger  ihnen  keinen  Geschmack  abgewinnen  kann. 

Im  Anfangsunterricht  werden  wir  yon  den  Grundsatzen  nur  die 
von  Hilbert  so  bezeichneten  Axiome  der  Verknapfung  und.  das 
Parallelenaxiom  ausdrticklich  als  solche  hinstellen.  Von  den  Axiomen 
der  Anordnung,  der  Kongruenz  und  der  Stetigkeit  werden  wir  wie 
bisher  zunachst  Gebrauch  machen,  ohne  sie  besonders  aufzufiihren. 
Auf  der  Oberstufe,  bei  Gelegenheit  des  stereometrischen  Unterrichts, 
werden  wir  auf  die  Notwendigkeit  dieser  Axiome  hinweisen.  Ein  voU- 
standig  durchgefiihrtes  exaktes  System  der  Lehren  der  Geometrie  ist 
auch  auf  der  Oberstufe  nicht  moglich;  die  verfiigbare  Unterrichtszeit 
ist  fiir  naherliegende  Dinge  notwendig. 

Von  Wichtigkeit  fOr  die  Elementargeometrie  sind  weiter  die  For- 
schungen  von  Schur,  Hilbert  u.  a.  iiber  die  Lehren  vom  Flachen- 
inhalt  und  von  den  Proportionen.  Die  Lehre  von  den  Proportionen 
(das  Bechnen  mit  Strecken)  kann  unabhangig  vom  Begriff  der  Zahl 
und  unabhangig  vom  Archimedischen  Postulat  begriindet  werden,  ebenso 
die  Lehre  von  der  Lihaltsgleichheit.  Zur  Lehre  von  der  Flachengleich- 
heit  ist  das  Archimedische  Postulat  erforderlich.  Wir  wandeln  in  der 
Lehre  von  den  Proportionen  in  der  Hauptsache  auf  den  Bahnen 
Legendres,  der  dies  Gebiet  arithmetisiert  hat.  Mit  den  irrationalen 
Zahlen  benutzen  wir  hier  ein  Hilfsmittel,  das  mehr  enthalt,  als  erforder- 
lich ist,  das  also  die  Art  der  Abhangigkeit  der  Lehren  voneinander  nicht 
klar  hervortreten  lafit. 

Wer  zum  erstenmal  die  schone  Darstellung  der  Lehren  von  den 
Proportionen  und  vom  Flacheninhalt  bei  Hilbert  liest,  wird  sich 
leicht  versucht  fiihlen,  sie  in  den  Unterricht  zu  iibertragen.  Bei 
naherem  Zusehen  wird  man  aber  wohl  davon  Abstand  nehmen  und 
bei  dem  alten  Verfahren  bleiben  trotz  seiner  Mangel.  Die  irrationalen 
Zahlen  k5nnen  wir  schliefilich  in  der  Geometrie  doch  nicht  vermeiden, 
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und  wir  freuen  uns,  in  ihuen  ein  Hilfsmittel  zu  besitzen^  dnrch  welches 
wir  im  Unterricht  weite  Gebieie  gleichmaBig  bewaltigen  konnen. 

Einem  FlachenstQck^  wie  im  Unterricht  Branch,  eine  bestimmte 
GroBe  zuzuscbreiben,  hat  man  zunacht  kein  Recht;  man  weifi  nicht^  ob 
dasselbe  Fiachenetiick,  in  verschiedener  Weise  ais  Snmme  aofgefafit^ 
stets  dieselbe  GroBe  gibt.  Es  wird  aber  schwer  sein^  im  Anfanger 
Zweifei  an  dieser  Tatsache  hervorzumfen  nnd  die  Notwendigkeit  des 
hier  erforderiichen  Axioms  verstandlich  zu  machen.  Ebenso  wird  der 
SchtQer  im  Addieren  und  Subtrahieren  von  Flachenstiicken  kein  Er- 
schleichen  von  geometrischen  Wahrheiten  sehen.  Also  wird  man  wohl 
auch  hier  von  Anderungen  absehen  konnen. 

Im  Zusammenhange  mit  diesen  Fragen  steht  die  Frage  der  all- 
gemeinen  GroBensatze.  Fur  die  Arithmetik,  fQr  Zahlen,  sind  diese 
Satze  keine  Grundsatze,  sondem  beweisbare,  rein  analytische  Wahr- 
heiten. Fiir  die  Geometrie  geben  sie  ein  bequemes  Mittel,  die  Begriffe 
gleich,  groBer,  kleiner,  Summe,  Differenz  auf  die  geometrischen  Grofien: 
Strecke,  Winkel,  Bogen,  Flache,  Volumen,  Verhaltnis  anzuwenden. 

Bei  Voraussetzung  des  Archimedischen  Grundsatzes  und  des  Grenz- 
begriffs  sind  die  allgemeinen  GroBensatze  bis  zu  einem  gewissen  Grade 
entbehrlich.  Das  Verstandnis  hierfur  wird  den  Schiilem  der  Oberstufe 
bei  der  Behandlung  der  irrationalen  Zahlen  in  der  Geometrie  wohl  er- 
offnet  werden  konnen.  Es  ist  bei  dieser  Gelegenheit  der  Nachweis  zu 
flihren,  daB  unter  Voraussetzung  jener  Postulate  jeder  Lange^  jedem 
Winkel,  jeder  Flache,  jedem  Korper  fur  ein  gegebenes  MaB  eine  ratio- 
nale oder  irrationale  MaBzahl  zugeordnet  werden  kann,  daB  sich  das 
Operieren  mit  den  geometrischen  GroBen  auf  das  Operieren  mit  Zahlen 
zuruckfiihren  laBt.  Dabei  kann  dann  erwahnt  werden,  daB  damit  die 
allgemeinen  GroBensatze  beweisbare  Satze  werden. 

Auf  der  Unterstufe  bleibeu  diese  Satze  fiir  den  Unterricht  unent- 
behrlich.  Der  Schiiler  braucht  zuniichst,  wenn  er  irgendwie  selbstandig 
werden  soil,  fiir  seine  Beweise  ein  leicht  iibersehbares  Schema,  und  ein 
solches  Schema  liefem  ihm  die  allgemeinen  GroBensatze. 

Von  Bedeutung  fiir  den  Unterricht  sind  naturlich  auch  in  der 
Geometrie  nicht  nur  die  Forschungen,  die  auf  eine  scharfere  Begriindung 
der  Elemente  abzielen. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  sind  hier  die  Lehren  der  projektiven 
Geometrie.  Wir  wissen  seit  Steiner  und  Staudt,  daB  die  Methoden 
der  synthetischen  Geometrie  uns  einen  viel  tieferen  Einblick  in  die 
gegenseitige  Abhangigkeit  der  geometrischen  Eigenschaften  gewahren 
als  die  altererbten  Verfahrungsweisen  Euklids,  wir  wissen,  daB  die  in 
den  Elementen    behandelten  Eigenschaften   der  Kongruenz,  Gleichheit 
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und  Ahnlichkeit  sicli  den  viel  allgemeineren  Eigenschaften  der  Kolii- 
nearitat  unterordnen.  In  Beriicksichtiguiig  dieser  Tatsachen  haben 
Hubert  Miiller,  Henri ci  und  Treutlein  sehr  wertvolle  Lehrbiicher 
geschaffen,  die  von  den  Grnndbegriffen  der  projektiven  Geometrie  aus 
das  ganze  Gebaude  der  elementaren  Geometrie  organisch  aufbauen. 
Eine  weitergehende  Verbreitung  haben  diese  Lehrgange  trotz  ihrer 
Vorziige  nicht  gewonnen.  Es  liegt  doch  wohl  daran^  daB  der  Anfanger 
fiir  allgemeine  Begriffe  kein  Interesse  besitzt,  daS  sein  Interesse  leichter 
fiir  spezielle  Eigenschaften  geschlossener  Figuren,  die  er  selbst  her- 
stellen  kann^  zu  ge¥minen  ist.  Fruchtbar  gemacht  werden  fiir  den 
Unterricht  konnen  und  miissen  die  Ergebnisse  der  projektiven  Geometrie 
bis  zu  einem  gewissen  Grade  aber  doch;  ee  ist  auf  der  Oberstufe  die 
Unterordnung  der  einzelnen  besonderen  BegriflFe  (Kongruenz,  Gleichheit, 
Ahnlichkeit,  Affinitat)  unter  den  der  Kollinearitat  nachzuweisen.  Frucht- 
bar zu  machen  ist  diese  Erkenntnis  auch  fQr  das  Aufgabenlosen,  zur 
Abieitung  allgemeinerer  Losungsmethoden,  wie  uns  das  Petersen  muster- 
giiltig  in  seinen  „Methoden  und  Theorien"  gezeigt  hat. 

Werfen  wir  noch  kurz  einen  Blick  auf  die  Forschungsergebnisse, 
die  den  Bestand  der  Lehren  der  Elementargeometrie  an  Zahl  vermehrt 
haben.  Zu  erwahnen  ist  da  zunachst  die  Ausbildung  der  Geometrie 
des  Dreiecks  durch  die  Lehren  von  dem  Grebe schen  Punkt  und  all 
dem,  was  sich  in  neuerer  Zeit  daran  geschlossen  hat.  Dahin  gehort 
auch  die  in  der  Gegenwart  so  erfolgreich  gepflegte  Geometrographie. 
Alle  diese  Dinge  haben  ihren  Wert  und  bieten  mannigfaltiges  Inter- 
esse dar.  Im  Unterricht  wird  ihrer  nur  gelegentlich  gedacht  werden 
konnen;  zu  tieferem  Eingehen  fehlt  es  an  Zeit.  Die  Schule  soil  keine 
Spezialisten  ausbilden,  sie  soil  den  Schiilem  in  der  Mathematik  eins  der 
Hilfsmittel  an  die  Hand  geben,  die  der  Menschengeist  sich  geschaffen 
hat,  die  AuBenwelt  zu  verstehen  und  zu  beherrschen. 

Ich  bin  am  SchluB  meiner  Betrachtungen.  Welches  ist  nun  das 
Ergebnis? 

Die  neueren  wissenschaftlichen  Forschungen,  welche  die  Elementar- 
Mathematik  zum  Gegenstande  haben,  sind  allerdings  fiir  die  Schule  von 
groBem  Wert.  Jeder  Schulmathematiker  soUte  Werke  wie  die  theo- 
retische  Arithmetik  von  Stolz  und  Gmeiner,  die  Enzyklopadie  der 
Elementar- Mathematik  von  Weber  und  Wells te in,  die  neuere  Geo- 
metrie von  Pasch,  die  Grundlagen  der  Geometrie  von  Hilbert,  die 
Elemente  von  Veronese  und  die  Elemente  von  Ingrami  kennen. 
Vor  allem  soUten  die  Verfasser  von  Schulbiichem  jene  Werke  kennen, 
ebenso  die  Verfasser  von  Abhandlungen  liber  die  mathemati schen 
Gnmdbegriffe,  ehe  sie  an  die  eigene  Arbeit  gehen. 
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Im  Anschlufi  an  jene  hervorragenden  Werke  ist  dahin  zu  streben, 
daS  aus  der  SchuUiteratur  und  .  aus  dem  Unterriclit  die  fehlerhaften 
Definitionen  und  die  Scheinbeweise  verschwinden.  Die  logische  Durch- 
bildong  ibrer  Zoglinge  wird  immer  eine  Hauptaufgabe  jeder  boberen 
Scbule  bleiben. 

Spannen  wir  aber  in  der  Fordemng  nach  strengerer  Begrfln- 
dung  der  Lebren  des  Elementarunterricbts,  namentlicb  auf  der  Unter- 
stufe,  den  Bogen  nicbt  zu  straff.  Der  Geist  der  ScbtQer  soU  zu  reger 
Betatigung  geweckt  werden;  das  ist  nur  moglicb,  wenn  wii  ihm 
Nabrung  geben^  die  dem  jeweiligen  Stande  seiner  Ausbildung  ent- 
spricbt. 

Sorgen  wir  dafiir,  dafi  unsere  Zoglinge  die  Scbule  mit  dem  Be- 
wuBtsein  verlassen,  in  keinem  Punkte  der  Wissenscbaft  fertig  zu  sein, 
mit  der  Uberzeugung^  daB  in  jedem  Punkte  ein  tieferes  Eindringen  in 
den  Stoff  notwendig  ist^  als  auf  der  Scbule  moglicb  war. 


Ober  den  mathematischen  Unterricht  in  Bulgarien. 


Von 
A.  V.  SouREK  aus  Sofia. 


Da  das  hochlobliche  bulgarische  Unterrichtsministerium  zum  ersten- 
mal  den  Interuationalen  Mathematiker-KongreB  beschickt  und  da  you 
dem  bulgarischen  Unterrichtswesen,  besonders  aber  von  der  Hochschule 
sehr  wenig  bekannt  ist,  so  finde  ich  es  zweckmafiig^  die  hoch' 
geehrten  Herren  Fachgenossen  mit  dem  Stande  der  Mathematik  in 
Bnlgarien  tlberhaupt  und  an  den  bulgarischen  Schulen  besonders  be- 
kannt zu  machen. 

Ich  halte  dieses  mein  Yorhaben  auch  deshaib  fUr  wichtig^  weil 
Bulgarien  einer  der  jtbigsten  Staaten  und  die  Hochschule  eine  der 
jiingsten  auf  diesem  Kongresse  yertretenen  Uniyersitaten  ist.  Jeder 
Neuling,  wenn  er  in  eine  so  ehrwiirdige  Yersammlung  eintreten  will, 
muB  sich  zuerst  yorstellen^  um  aufgenommen  zu  werden.  Auch  anderer- 
seits  halte  ich  es  fUr  meine  Pflicht^  weil  yiele  unserer  JUnglinge  auf 
den  auswartigen  Hochschulen  aufgenommen  wurden^  ohne  daB  man 
ihnen  besondere  Schwierigkeiten  in  den  Weg  gelegt  hatte. 

Die  Entwicklung  der  Mathematik  in  Bulgarien  fallt  erst  in  die 
neueste  Zeit. 

Es  ist  nicht  moglich,  zu  bestimmen,  auf  welcher  Stufe  sich  die 
Mathematik  yor  der  Befreiung  der  Bulgaren  yom  ttirkischen  Joche 
befand. 

In  der  alten  bulgarischen  Literaturgeschichte  geschieht  der  Mathe- 
matik keine  Erwahnung,  kein  altes  Manuskript  enthalt  etwas  yon  diesem 


Aus  der  ^^Goldenen  Zeit^'  des  bulgarischen  Gar  Simeon  ist  auch 
nichts  zuriickgeblieben  und  nach  der  Unterjochung  Bulgariens  durch 
die  Tiirken  war  es  nicht  denkbar,  irgend  eine  Schrift  in  bulgariscber 
Sprache  zu  yeroffentlichen. 
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Es  gab  bis  zum  Jahre  1839,  wo  die  tiirkische  R^gierung  dem 
Archimandrit  Theodosis  eine  Buchdruckerei  in  Salonichi  bewilligte, 
welche  aber  bald  darauf  abbrannte,  weder  Buchdruckereien,  noch 
ein  Publikum,  welches  Biicher  kaufen  konnte  und  durfte.  Mit  groBen 
Schwierigkeiten  war  es  auch  verbunden,  Schriftarten  anzuschaffen  und 
sie  fiber  die  Grenze  nach  Balgarien  zu  bringen,  da  es  in  diesem  Lande 
keine  SchriftgieBereien  gab.  Es  gab  damals  weder  Setzer,  noch  Kor- 
rektoren,  die  Zensnr  war  sehr  streng,  jeder  Schriftsteller  wurde  als 
Feind  der  Regiemng  —  als  „Comita"  betrachtet;  man  verfolgte,  qnalte 
und  bewachte  ihn  streng,  wenn  er  die  tiirkische  Regierung  nur  irgend 
wie  erwahnt  hatte.  So  erzahlt  z.  B.  der  bulgarische  Teubner  —  Christo 
Danov  — ,  dafi  es  ihm  nicht  moglich  war,  im  Jahre  1876  eine  Arith- 
nietik,  die  von  Christo  Botev,  einem  bulgarischen  Revolutionar,  ilber- 
setzt  wurde,  im  Druck  erscheinen  zu  lassen,  bevor  er  verschiedene  darin 
enthaltene  Aufgaben,  wie  z.  B.:  wieviel  Okas  „pilav''  (Reis)  man  im 
Sultanspalais  verbraucht,  wieviel  Gehalt  dem  Sultan  per  Tag  zufallt, 
wieviel  Tiirken  auf  einen  Bulgaren  auf  der  Balkanhalbinsel  kommen, 
ausgelassen  hatte,  denn  auf  Grund  ahnlicher  Aufgaben  ware  seine  — 
ihm  bewilligte  —  Buchhandlung  jedenfalls  geschlossen  und  er  ein- 
gekerkert  worden. 

Ebenso  schwierig  war  es,  Biicher  unter  dem  Volke  zu  verbreiten. 
Der  erwahnte  Buchh'andler  Christo  Danov  trug  5fter  selbst  die 
Biicher  im  Sacke  iiber  den  Balkan. 

Die  ersten  bulgarischen  mathematischen  Biicher  ersehienen  nicht 
im  Lande  selbst,  sondem  in  RuBland,  Serbien,  Osterreich,  Rumanien, 
auch  einige  in  Konstantinopel  und  kurz  vor  dem  Kriege  auch  in 
Rustschuk.  Die  erste  Arithmetik  von  Christaki  Pavlovic  erachien 
in  Belgrad  im  Jahre  1833  ^uf  112  Seiteu  8»  mit  2  Tafeln;  die 
erste  Algebra  von  Vaklidov,  160  Seiten  stark,  im  Jahre  1859  in 
Konstantinopel  und  die  erste  Geometric  von  V.  Gruev,  72  Seiten  H® 
mit  78  Figuren,  bei  L.  Sommer  in  Wien  im  Jahre  1867.  —  Bis  zum 
Befreiungskriege  vom  Jahre  1877  ersehienen  —  wie  Herr  N.  Nacev 
in  seinem  „Bibliografieesky  pregled"  vom  Jahre  1889  behauptet  — 
im  ganzen  28  Lehrbiicher  iiber  Arithmetik  mit  2  Aufgabensammlungen, 
2  Algebras  und  3  Geometrien. 

AUe  die  genannten  Schriften  waren  praktischen  Charakters  und 
batten  die  Bestimmung,  dem  Schiiler  solche  Kenntnisse  beizubringen, 
die  ihm  im  praktischen  Leben  Nutzen  bringen  konnten;  in  der  Arith- 
metik besonders  legte  man  Gewicht  auf  die  vier  arithmetischen  Grund- 
operationen,  gemeine  und  Dezimalbriiche,  Verhaltnisse  und  Proportionen, 
Regeldetri,    Prozentrechnungen    usw.    —     Wie    Christo   Danov    be- 
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hauptet^  kannte  man  vor  50  Jahren  in  Bulgarien  nur  Addieren  und 
Subtrahieren.  Vom  Multiplizieren  und  Dividieren  batten  dazumal  nur 
die  gelebrten  tiirkischen  Kadi  (Ricbter)  einen  Begriff.  Der  Ruhm  eines 
solchen  Gelebrten  verbreitete  sich  in  seinem  ganzen  Wirkungskreise 
undjeder  bemiibte  sicb^  die  Bekanntscbaft  eines  so  beriihmten  Mannes 
zu  machen. 

Bis  zum  Jahre  1877  gab  es  verhaltnismaBig  sebr  wenig  Schulen. 
Der  Pope  (Priester)  war  gewohnlicb  auch  Lehrer  und  unterrichtete 
die  Kinder  in  den  kirchlichen  Raumen,  oder  es  gab  einen  Daskal  (Lehrer), 
der  aufier  dem  Unterrichte  noch  verschiedene  Handwerke  befcrieb,  Bitt- 
gesuche  schrieb  usw.  Nur  in  groBeren  Stadten  gab  es  besser  ein- 
gerichtete  Schulen  von  2  oder  3  Klassen.  Midhat-Pascha  gestattete 
der  Stadt  Gabrovo  sogar  ein  Gymnasium  und  Philippopel  ein 
Seminar.  Die  Statistik  aus  dem  Jahre  1878 — 79  verzeichnet  1027 
Knaben-  und  Gl  Madchenschulen. 

Nach  dem  Befreiungskriege  begannen  die  Russen  Mittelschulen  in 
Bulgarien  zu  griinden  und  widmeten  vielen  davon,  wie  z.  B.  Slivno 
und  Lom-Palanka,  grofie  Geldbetrage  zu  ihrer  Erhaltung.  Es  war 
ein  freudiger  Blick  auf  dieses  Treiben.  Aus  Bohmen,  Kroatien  und 
RuBland  wurden  Lehrer  berufeu,  damit  verschiedene  Lehrgegenstande 
in  den  neu  eroffneten  Mittelschulen  vorgetragen  werden  konnten.  Auf 
ziemlich  hoher  Stufe  standen  damals  die  Realgymnasien  von  Philip- 
popel, Slivno,  Gabrovo  und  Sofia. 

AuBerdem  wurden  Lehrerbildungsanstalten  gegriindet  und  diejenigen, 
die  solche  Anstalten  absolvierten,  bemiihten  sich  im  Volke  Kultur  zu 
verbreiten.  Auf  aUen  oben  genannten  Anstalten  wurde  auch  Mathe- 
matik  gepflegt,  in  Siidbulgarien  hauptsachlich  in  dem  MaBe  und  nach 
dem  Muster  wie  in  Ost^erreich. 

Die  besten  der  von  diesen  Anstalten  entlassenen  Schiiler  wurden  da- 
selbst  als  Lehrer  fib*  untere  IQassen  angestellt,  wo  sie  bis  zum  heutigen 
Tage  gewissenhaft  zur  vollkommenen  Zufriedenheit  der  Regierung  ihre 
Pflicht  erfiiUen. 

Wie  sich  das  Schulwesen  damals  in  Bulgarien  entwickelte,  ist 
daraus  ersichtlich,  daB  im  Jahre  1880 — 81  im  Fiirstentum  sich  ein  klas- 
sisches  Gymnasium  mit  5  Klassen,  7  Lehrem  und  228  Schiilern,  auBer- 
dem  5  Realschulen  (Gabrovo,  Lom-Palanka,  Kistendel,  Rustschuk 
und  Widdin)  befanden;  auBerdem  gab  es  drei  Padagogien  in  Dupnitza, 
Sylistra  und  Belograddik,  ein  Priesterseminar  in  Leskovec,  ein 
Madchenpadagogium  in  Sum  en  und  zwei  Madchengymnasien  in  Sofia 
und  Tim o wo.     Di^se  Anstalten  hatten  meistens  nur  vier  Klassen.     In 
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Sildbnlgarien,  d.  h.  Ost-Rumelien,  gab  es  bloB  zwei  Gymnaeien  in  Philip- 
popel  iind  Slivno,  zwei  Madchengymnasien  in  Philippopel  und 
Stara-Zagora  und  erne  Lehrerbildungsanstalt  im  schonen  Kazanlik. 
Die  Regierung  unterhielt  380  Stipendiaten  im  Lande  nnd  34  Stipen- 
diaten  im  Aaslande  und  erteilte  28  Unterstfitzungen  den  im  Auslande 
studierenden  Bulgaren. 

Wie  in  diesen  Zeiten  die  Mathematik  gepfiegt  wurde,  beweist  der 
Umstand,  da£  vom  Jahre  1877  bis  1887  die  mathematische  Literatur 
um  19  Lehrbticher  liber  Arithmetik;  7  arithmetische  Au^abensamm- 
lungen,  3  Algebras,  10  Geometrien  (Planimetrie  und  Stereometrie), 
1  Logarithmentafel,  2  Trigonometrien  and  1  analytische  Geometrie 
mehr  ausweist. 

Obzwar  von  damals  bis  zum  heutigen  Tage  der  Lehrplan  in  den 
genannten  Schulen  einigemal  geaudert  wurde,  so  haben  diese  Ver- 
anderungen  den  mathematischen  Unterricht  nicht  ftlhlbar  beriihrt.  Der 
neueste  Lehrplan  filr  Knabengymnasien  vom  1.  September  1903  erweist: 


Lehrgeg6n8tU,nde: 


Arithmetik 

Geometrie    mit    geom. 

Zeichnen 

Algebra f 

und  Geometrie  ....  I 
Darstellende  Geometrie 

Physik 


ElasBen: 


1  1   ^ 

3    Ts 

—       2 


III 


der  Realabteilnng 

I V  I  V  '  VI I  vn 


K    I    6    i    5    I    4 
1       I  —   I  —  ,  — 


des  GymnasiamB 
IV 


V     VI 


—       2 


VII 


I 


4 
19 

3 

6 
10 

8 


Dieser  Lehrplan  unterscheidet  sicb  von  den  friiheren  dadurch,  daB 
das  geometrische  Zeichnen  in  der  1.  und  IV.  Klasse  weggelassen  ist 
und  die  darstellende  Geometrie  nur  6  Stunden  wochentlich  vorgetragen 
wird,  wogegen  friiher  diesem  Gegenstande  9  Stunden  gewidmet  wurden. 

Was  den  Unterrichtsplan  anbelangt,  so  wird  fur  einzelne  Klassen 
folgendes  zum  Durcharbeiten  vorgeschrieben. 


I.    Arithmetik: 

I.  Klasse:    Numeration    (Rechnen    und    Messen^    dekadische    und 
metrische  Systeme,  romische  und  altslawische  ZiflFern). 

II.  Klasse:  Eigenscbfiften  und  die  vier  Grundoperationen  mit  den 
gewolmlichen  Briichen.     Die  Verwandiung  der  gewohnlichen  Briiche  in 
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Dezimalbriiche  und  umgekehrt.     Periodische  Bruche.     Die  vier  Grrund- 
rechnuDgsarten  mit  den  mehmamig  beoannten  Zahlen. 

III.  Klasse:  Bentttzung  der  Buchstaben  und  Klammem  bei  den 
vier  Grundrechnungsarten;  Begriff  einer  allgemeinen  Zahl  und  Bedeu- 
tung  derselben.  Proportionalitat;  Verhaltnisse  und  Proportionen.  Auf- 
gaben  tiber  einfache  und  zusammengesetzte  Regeldetri^  dber  Prozent- 
rechnungen,  Rabatt-  und  Diskontrechnungen,  Terminzahlungen,  Teilungs- 
und  Alligationsrechnungen.  Zweite  und  dritte  Potenz  einer  Zahl  und 
das  Auszieben  der  zweiten  und  dritten  Wurzel  aus  dekadischeii  Zahlen. 
Einfache  BuchfUh  rung  und  die  einfachsten  kaufmannischen  Rechnungsarten. 

II.   Algebra. 

IV.  Klasse:  Erste  vier  Grundrechnungsarten  mit  rational-absoluten 
allgemeinen  Zahlen.  Teilbai*keit  der  Zahlen.  Zahlensysteme.  Verhalt- 
nisse und  Proportionen.  Positive  und  negative  Zahlen;  die  vier  Grund- 
operationen  mit  denselben.  Gleichungen  und  Ungleichungen  mit  einer 
Unbekannten  vom  I.  Grade. 

V.  Klasse:  Gleichungen  vom  I.  Grade  mit  zwei  und  mehreren 
Unbekannten.  Unbestimmte  Gleichungen.  PotenzenundWurzeln.  Quadra- 
tische  Gleichungen  mit  einer  Unbekannten.  Gleichungen,  die  sich  auf 
quadratische  zuriickftihren  lassen.  Quadratische  Gleichungen  mit  zwei 
unbekannten  Grofien. 

YI.  Klasse:  Begriff  der  Logarithmen;  allgemeine  Eigenschaften 
derselben.  Logarithmentafeln  mit  Anwendungen.  Exponentialgleichungen. 
Arithmetische  und  geometrische  Progressionen  mit  Anwendungen.  Be- 
griff vom  Maximum  und  Minimum  mit  einfachsten  Aufgaben. 

VII.  Klasse:  Kombinationslehre.  Binomialsatz  ftir  ganze  und 
positive  Exponenten.  Eigenschaften  der  Binomialkoeffizienten.  Grund- 
begriffe  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

in.   Geometric. 

II.  Klasse:  Grundbegriffe  der  Geometric  und  anschauliche  Er- 
klarung  elementarer  Korperformen:  Wtlrfel,  Prisma,  Pyramide,  Zylinder, 
Kegel  und  Kugel.  Erlauterung  der  wichtigsten  ebenen  geometrischen 
Gebilde  und  ihrer  charakteristischen  Merkmale  auf  dem  Wege  der  An- 
scbauung.  Kongruenz.  Begriff  des  Flacheninhaltes.  Flachenberechnung 
vom  Quadrate,  Rechtecke,  Parallelogramm,  Dreieck  usw. 

tJbnngen  im  Gebrauche  der  Reifiinstrumente.  Konstruktionszeichnen 
im  Anschlufi  an  den  behandelten  Lehrstoff  und  unter  Berficksichtigung 
einfacher  ornamentaler  Formen  und  VorlagQu. 
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• 
III.  Klasse:  Ahnlichkeit  der  Figaren;  Situationszeichnen.     Ghrund- 

lehren  der  Stereometrie.     Bestimmung  der  Oberflache  and  des   Rahiq- 
inhaltes  der  elementaren  Korperformen. 

rV.  Elasse.  Planimetrie:  Die  geometrischen  Grundgebilde. 
Parallelentheorie.  Kongruenz  und  Ahnlichkeit  der  ebenen  Figuren.  Lehr- 
satze,  Aufgaben  und  Konstruktionen,  die  sich  durch  elementare  Eigen- 
schafken  der  Figuren^  durch  Kongruenz  und  Ahnlichkeit  erklaren  lassen. 

V.  Klasse.  Planimetrie:  Flachengleichheit,  Flachenverwandlung 
und  Teilung;  Flachenberechnuitg.  Dreieckstransyersalen.  Harmonische 
Punktreihen  und  Strahlenbiischel,  Ahnlichheitspunkte  und  Strahlen. 
Potenz  eines  Punktes  in  bezug  auf  einen  Kreis.  Kreisbiischel.  Chor- 
dalen.     Polare  und  Pol. 

VI.  Klasse.  a)  Trigonometrie:  Goniometrische  Funktionen  im 
rechtwinkKgen  Dreiecke.  Auflosung  des  rechtwinkligen  Dreiecks.  Auf- 
losung  des  gleichschenkligen  Dreiecks  und  regularer  Polygone.  Er- 
weiterung  der  goniometrischen  Funktionen.  Hauptsatze  zur  Auflosung 
schiefwinkliger  Dreiecke.     Einfache  goniometrische  Gleichungen. 

b)  Stereometrie:  Die  wichtigsten  Satze  iiber  gegenseitige  Lage 
der  Geraden  und  Ebenen  im  Raume.  Grundeigenschaften  der  korper- 
lichen  Ecke  iiberhaupt  und  der  Polarecke  im  besonderen.  Einteilung 
und  Eigenschaften  der  Korper.  Kongruenz  und  Symmetric,  Ahnlichkeit 
und  Zentralahnlichkeit  der  Korper.  Oberflache  und  Rauminhalt  des 
Prismas,  der  Pjramide  und  des  Pyramidenstutzes.  Oberflache  und 
liauminhalt  des  Zylinders,  des  Kegels  und  des  Kegelstumpfes,  sowie 
der  Kugel  und  ihrer  einfach  begrenzten  Teile. 

VII.  Klasse.  Analytische  Geometric:  Analytische  Behandlung 
der  Geraden,  des  Kreises  und  der  Kegelschnitte  mit  Zugrundlegung  des 
rechtwinkligen  Koordinatensystems. 

IV.    Darstellende  Geometric. 

V.  Klasse:  Wichtigste  Lehrsatze  iiber  die  Lagenbeziehungen 
zwischeu  Punkten,  Geraden  und  Ebenen  im  Raume.  Darstellung  der 
Punkte,  der  Geraden  und  der  Ebenen.  Einiibung  der  Fundamentalauf- 
gaben  der  darstellenden  Geometric. 

VI.  Klasse:  Projektionen  der  ebenen  Figuren  und  Bestimmung 
ilirer  Schlagschatten.  Die  Ellipse  als  Orthogonalprojektion  des  Kreises. 
Eigenschaften  der  Ellipse. 

VII.  Klasse:  Darstellung  von  Prismen,  Pyramiden,  Zylinder,  Kegel 
und  Kugel;  ihre  ebenen  Schnitte.  Parallelbeleuchtung  derselben  Korper. 
Leichtere  FaUe  von  Durchdringungen  dieser  Korper. 
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Im  klassischen  Gymnasiuni  wird  Algebra  nach  demselben  Plan  ver- 
ge tragen,  aber  mit  weniger  Anwendungen.  Was  aber  die  Geometrie 
anbelangt,  so  finden  einige  Abweichungen  statt,  und  zwar  wird  in  der 
VI.  Klasse  in  der  Trigonometric  nur  das  rechtwinklige  und  gleichschenklige 
Dreieck  und  die  Auflosung  regularer  Polygone  behandelt.  In  der  Septima 
wird  die  analytische  Geometrie  nicht  vorgetragen,  sondem  nur  Trigono- 
metrie,  besonders  das  schiefwinklige  Dreieck. 

Nach  demselben  Lehrplane  tragt  man  die  Mathematik  in  der 
Militarschule,  der  sogenannten  „Junkerscliule"  vor.  Bei  den  Vortragen 
liber  darstellende  Geometrie  benicksichtigt  man  mehr  die  Anwendungen 
dieses  Gegenstandes  auf  Fortifikationsarbeiten  und  andere  Militarzwecke. 

Aufier  in  den  Gjmnasien  wird  die  Mathematik  auch  in  den  Madchen- 
schulen  vorgetragen;  diese  Schulen  werden  ^^Madchengynmasien^^  ge- 
nannt  und  enthalten  sieben  Klassen.  In  den  ersten  fiinf  Klassen  lemen 
die  Madchen: 


1 

u 

m\rv 

V 

ArittmBtik  . , 

a 

B 

a 

Algebra 

8 

s 

Geometrie . . . 

t 

2 

Phjaik 

2 

% 

2 

In  der  V.  Klasse  legen  sie  eine  Priifung;  die  sogenannte  ^^Abgangs- 
priifung''  ab,  wonach  sie  dann  entweder  in  den  allgemeinen  Fortbil- 
dungskurs  oder  in  die  padagogische  Abteilung  des  Madchengymnar 
siums  eintreten  konnen.  Jede  dieser  zwei  Abteilungen  dauert  zwei  Jahre. 
In  dem  Fortbildungskurse  werden  der  Mathematik  5  +  4  =  9  Stunden 
und  der  Physik  und  Chemie  3  +  5  =  ^  Stunden  wochentlich  gewidmet. 

In  der  VI.  Klasse  wird  folgendes  vorgetragen: 

1.  Algebra:  Potenzen  und  WurzelgroBen  mit  ganzen  und  ge- 
brochenen,  positiven  und  negativen  Exponenten.  Rationale  und  irra- 
tionale  GroBen.  Bildung  der  zweiten  und  dritten  Potenz  zusammen- 
gesetzter  AusdrQcke  und  dekadischer  Zahlen,  sowie  Ausziehen  der 
Quadrat-  und  Kubikwurzel  aus  denselben.  Begri£P  der  imaginaren  und 
komplexen  Zahlen  mit  graphischer  Darstellung.  Quadratische  Glei- 
chungen  mit  einer  Unbekannten.  Gleichungen,  welche  sich  wie  qua- 
dratische behandeln  lassen.  Quadratische  Gleichungen  mit  mehreren 
Unbekannten.  Logarithmen.  Eigenschaften  der  Logarithmen,  sowie 
Logarithmentafeln  mit  deren  Anwendungen. 

2.  Aus  der  Geometrie  wird  zuerst  Planimetrie  mit  Konstruktionen 
behandelt,  dann  ausfiihrlich  ebene  Trigonometric,  ja  sogar  mit  An- 
wendung  auf  praktische  Geometrie. 

Verh.  <1.  III.  Intarnat.  Mathem.-Kongr.  Heidelberg  1904.  42 
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In  der  VII.  Klasse  werden  Progressionen  und  ZinseszinBen,  Renten^ 
Amortisation  mit  Anwendungen  vorgetragen.  Dann  wiederholt  man 
die  Stereometric,  die  in  der  V.  Klasse  gelehrt  wurde,  und  nimmt  hinzu 
ausftlhrlicli  spharische  Trigonometric  und  zwar:  Hauptformeln  des 
rechtwinkligen  spharischen  Dreiecks,  Sinus-,  Kosinussatz,  Gaufische 
Gleichungen  und  Nepersche  Analogien,  Fonneln  ffir  den  spharischen 
Exzefi  und  die  Dreiecksflache  mit  Anwendung  auf  Stereometrie.  Die 
analytische  Geometric  wird  hier  nicht  vorgetragen. 

In  der  padagogischen  Abteilung  des  Madchengymnasiums  wird 
Mathematik  nicht  vorgetragen.  Dagegen  aber  in  den  Lehrerbildungs- 
anstalten  Bulgariens  werden 


der  Mathematik 
der  Physik 


I.  Kurs 


U.  KuTB     m.  Kurs  ;  IV.  Kurs 


3         I        - 
2  I        - 


Zasammen 


10 
6 


Stunden  gewidmet  und  zwar  wird  Algebra,  Planimetrie  imd  Stereometrie 
gelehri  Aus  der  Algebra  werden  auBer  Potenzen  und  Wurzeln  auch 
Logarithmen  mit  Anwendungen  auf  Zinseszinsen,  Rentenrechnungen 
und  quadratische  Gleichimgen  mit  einer  Unbekannten  gelehrt. 

Der  Mangel  an  Lehrem  im  allgemeinen  und  solchen  mit  solider 
mathematischer  Bildung  im  besonderen  war  bald  nach  dem  Befreiungs- 
kriege  sehr  fQhlbar.  Deshalb  gab  schon  am  5.  Mai  1887  der  damalige 
Unterrichtsminister  Theodorlvancov*)  den  ErlaB:  bei  dem  Gymnasium 
in  Sofia  eine  VIII.  padagogische  Klasse  zu  eroflhen.  In  dieser  Zeit 
jedoch  fand  ein  Ministerwechsel  statt  und  sein  Nachfolger  Dr.  Comakov 
benannte  uoch  am  23.  Juni  1887  diese  VIII.  Klasse  „eine  hohere 
padagogische  Klasse".  Am  2.  September  desselben  Jahres  erlieB  der 
neue  Unterrichtsminister  Zivkov  ein  Zirkular,  mittels  dessen  beim 
hoheren  padagogischen  Kurs  eine  historisch- padagogische  Al)teilung 
eroffiiet  wurde.  Um  diesem  Kurse  Horer  zu  verschaffen,  griindete  er 
Stipendien  zu  720  Frs.  jahrlich. 

Dieser  padagogische  Kurs  wurde  aber  durch  eine  neue  Verordnung 
vom  18.  Dezember  1888  voUig  vom  Gjniinasiuni  getrennt  und  begann 
am  1.  Januar  1889  unter  dem  Namen:  „Vysso  ucilistS"  (Hochsehule) 
seine  Funktion.  Noch  in  demselben  Schuljahre  1888 — 1889  wurde  ein 
physiko-mathematischer  Kurs  eroffnet  mit  4  Professoren  der  Mathe- 

*)  Siehe:  Dr.  A.  Theodorov:  „0t6et  za  Vysseto  ucilistd  v.  Sofia  za 
1902—1903". 


G.  Yortr&ge  in  den  Sektionssitzungen :  Sourek.  659 

matik,  Physik  und  Chemie  (ohne  Naturgeschichte)  und  34  Horern. 
Dieser  Kurs  wurde  fUr  drei  Jahre  bestimmt.  Am  Ende  des  Schul- 
jahres  1891 — 1892  absolvierten  diesen  Kurs  die  ersten  23  Horer,  unter 
ihnen  14Mathematiker.  Im  Jahre  1892 — 1893  wurde  noch  eine  juridische 
Abteilung  bei  der  ITochschule  mit  7  Professoren  und  67  Studenten 
eingefuhrt. 

Am  20.  Dezember  1894  erschien  durch  einen  fflrstlichen  Ukaz 
(ErlaB)  das  „Gesetz  fur  die  Hochschule",  deren  Abteilungen  Fakultaten 
benamit  sind,  und  wonach  die  einer  Hochschule  gebiihrende  Einrichtung 
und  Ordnung  eingefiihrt  wird.  Im  Jahre  1896 — 1897  wurde  durch 
eine  Erganzung  zur  frQheren  Yerordnung  die  innere  Autonomie  der 
Hochschule,  die  Freiheit  des  Studiums,  sowie  die  vierjahrige  Dauer  des 
Lehrkurses  eingefiihrt.  Bis  zu  Ende  des  Schuljahres  1904  absolvierten 
die  phjsiko-mathematische  Fakultat  im  ganzen  244  Horer,  darunter 
Mathematiker  wie  folgt: 


Schuljahr: 

Mathematiker 

ll   Schuljahr: 

Mathematiker: 

1891—1892 

14 

!'  1897—1898 

9 

1892—1898 

8 

1  1898—1899 

3 

1893—1894 

0 

i    1899—1900 

11 

1894—1896 

9 

1  1900—1901 

6 

1895—1896 

9 

1901—1902 
ll  1902—1903 

15 

1896—1897 

8 

5 

und  im  Schuljahre  1904 — 1905  weitere  14  Horer,  im  ganzen  wahrend 
13  Jahren  117  Mathematiker. 

Am  5.  Juli  1897  hat  der  verstorbene  Evlogi  Georgiev  der 
Hochschule  auBer  einem  grofien  Bauplatze  noch  6  Millionen  Frs.  ver- 
macht,  um  die  technischen  Wissenschaften  an  der  Hochschule  zu  fordern. 
Am  23.  Januar  1904  erschien  durch  den  jetzigen  tatigen  Minister 
Dr.  Sismanov  ein  neues  Gesetz,  zufolge  dessen  die  bulgarische  „Hoch- 
schule"  vom  1.  Oktober  1904  an  „Universitat''  benannt  wird. 

Das  neue  Gesetz  bestimmt  fUr  die  physiko-mathematische  Fakultat 
folgende  Lehrsttlhle: 

1.  fQr  Ghnmdlagen  der  hdheren  Mathematik, 

2.  „    hohere  Analysis, 

3.  „    Geometric, 

4.  „    Experimental-Physik, 

f).     „    mathematische  Physik  und  analytische  Mechanik, 

6.  „    Astronomic, 

7.  „    praktische  Geometric, 

8.  „    anorganische  und  analytische  Chemie, 

42* 
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9.  fiir  organische  und  theoretische  Ghemie^ 

10.  „  Technologie  und  Agrikulturchemie, 

11.  „  Indnsiiialphysiky 

12.  „  mechanische  Technologie, 

13.  „  Zoologie  und  Embryologie, 

14.  „  vergleichende  Anatomie  und  Histologie, 

15.  „  Botanik, 

16.  „  Geologie  und  Palaontologie, 

17.  „  Mineralogie  und  Petrographie. 

Diese  y^physiko-mathematische  Fakultat^  besteht: 

1.  aus  einer  Abteilung  fQr  Mathematik  und  Physik, 

2.  „       „  „  „    Chemie, 

3.  „       „  „  „    Naturgeschiclite. 

Auf  der  ganzen  Fakultat  tragen:    10  ordentliche  Professoren,  3  auBer- 

ordentliche,  2  Dozenten  mit  3  Assistenten  vor.     Die  Mathematik  selbst 

wird  von  3  ordentlichen  und  1  aufierordentlichen  Professor  vorgetragen. 

Der  Studienplan  fur  Mathematiker  und  Physiker  ist  folgender: 


a)    Vorlesungen: 


Semester; 

tlh&t 

I 

n 

m 

IV 

V 

VI 

vn 

vni 

1.  Orundlagen  der  hdb.  Mathemat. 

4 

r 

4 

5 

5 

_ 





. 

mit  der  Mheren  Algebra  I. 

— 

^— 

I 

2 

- 

— ■ 

^ 

— 

2.  HOhere  AnflljftiB  I  . 

2 

S 

3.  H&here  AnalysiB  n   

— 

— 

— 

4 

4 

2 

2 

4.  Hrjhere  Algebm  l\ 







2 

2 





6.  Zfthlentheorie 



_ 



. 

2 

2 



—^ 

6.  Analjtiacbe  Geometrie  L  . . .  . . 

3 

3 

^ 

-^ 

-^ 

-^ 

— 

— 

7.  Analytieche  Geometrie  U 

— 

-- 

a 

3 

— 

— 

— 

— 

8.  Projektive  Geomettie ,  ♦  * . 

— 

™ 

— 

[a 

3 

3 

31 

8.  Darstellende  Geometrie ....,., 

[i 

4 

A 

41 

— 

— 

— • 

10.  HChore  Georaetrie  . 

— , 

^- 

— 

— 

— 

^_  , 

2 

2 

11.  AnaljtiHche  Mechanik . . . .    ..    ' 

™ 

— 

— 

— 

4 

4 

2 

« 

12.  Mathematlsche  Pbjaik 

— 

^ 

— 

— 

3 

3 

S 

3 

13.  Exper  Phyaik 

4 

4 

4        4 

— 

— 

- 

— 

14,  Meteorologie 

— 

— 

1    1    2 

— 

_. 

— 

— 

BphUsche       und 

1 

16.  AHtrcnomie 

praktische 

— 

— 

_  1   _ 

9 

^ 

— 

— 

theoretische. .  * . . . 

— 

— 

—      -^ 

— 

^— 

4 

4 

Ah  trophy  aik 

— 

— 

_- 

I~ 

1- 

— 

— 

2 

G.  Vortrage  in  den  Sektionssitzungen :  Sonrek. 


661 


b)    Praktische  tTbtingen: 


Semeatetr 

A  U  B 

I 

n 

m 

IV 

V 

VI 

vn 

vni 

Gmndlagen  der  h5h.  Msthemntik. 

2 

2 

2 

"  1- 

. 

..« 

^_ 

ADaljtische  Geometric  1  ........ , 

S 

2 

— 

-1- 

^^ 



. 

Analytiache  Geometrie  11 

— 

^ 

2 

2    !  - 

— 

— 

— 

Konstruktive    Obungep     bus    der 

Geometrie  der  Lage 

— 

— 

it 

^ 

2 

2 

2 

2 

KonBtruktive  u  ban  gen  aus  der  dar- 

it  el  leu  den  Geometrie 

2 

3 

2 

2 

— 

_ 

— 

— • 

Exper.  Phjaik , .  i 

Metfioix)logie  ^ , ,  >  J 

2 

2 

2 

2 

« 

a 

4 

4 

Dieser  Studienplan  erheischt  einige  Erklarungen^  damit  sichtbar 
werdC;  in  welchem  MaBe  die  genannten  mathematischen  Gegenstande 
vorgetragen  werden. 

Unter  ^^Grundlagen  der  hoheren  Mathematik'^  verstelit  man: 
irrationale  Zahlen,  Grenzen^  unendliche  Folgen  und  Reihen^  unendliche 
Produkte  and  Kettenbriiche^  JDeterminantenlehre,  Theorie  der  komplexen 
Zahlen,  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen  (hohere  Algebra  L  Teil), 
Diflferential-  und  Integralreclmung,  Einleitung  in  die  Theorie  der  Diflfe- 
rentialgleichungen^  geometrische  Anwendungen. 

Vorlesungen  (iber  ,,hohere  Analysis"  bestehen  aus: 

1.  Hohere  Algebra   (II.  Teil,  Theorie   der   linearen  Substitutionen), 
Zahlentheorie^ 

2.  Vielfache   Integrate,   DiflFerentialgleichungen,    Variationsrechnung, 

3.  Funktionsrechnung. 

Die  Lehrkanzel  „der  Geometrie"  enthalt  Vorlesungen: 

1.  Uber  analytiache  Geometrie  der  Ebene  und  des  Raumes, 

2.  liber  Geometrie  der  Lage  (projekt.  Geometrie), 

3.  liber  darstellende  Geometrie, 

4.  liber  hohere  Geometrie  und  Methodik  der  Geometrie. 

Was  die  analytische  Geometrie  der  Ebene  anbelangt,  so  wird 
sie  wahrend  zwei  Jahren  vorgetragen.  Aufier  dem  Punkte,  der  Geraden 
und  dem  Kreise  mit  den  geometrischen  Ortem  werden  besonders  Linien 
zweiter  Ordnung  ausflihrlich  im  orthogonalen,  klinogonalen  und  Polar- 
koordinatensystem  behandelt.  Es  wird  ein  besonderes  Gewicht  auf 
Tangenten,  Polaren,  Asymptoten,  konjugierte  Durchmesser,  Hauptdurch- 
messer,  auf  die  Transformation  der  Gleichung  einer  zentralen  Kurre 
der  U.  Ordnung  auf  die  Achsen,  und  einer  nichtzentralen  Kurve  auf  den 
Hauptdurchme^ser  und  die  Scheiteltangente  gelegt  und  dann  einzeln  die 
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Ellipse^  Hyperbel  and  Parabel  besprochen.  AuBerdem  werden  die  Horer 
mit  einigen  hoheren  Eurven,  wie  z.  B.  mit  dem  Descartes'schen  Blatt, 
der  kubischen  and  semikubischen  Parabel,  kabischen  Hyperbel,  Zis- 
soide,  Strophoide,  dann  mit  den  Gassinischen  Linien  besonders  mit  der 
Lemniskate  and  den  Eartesianischen  Eurven;  sowie  mit  den  Eonchoiden 
z.  B.  von  Nicomed,  der  Pascalschen  Spirale  and  Eardioide,  ebenso  mit 
den  biqaadratischen  Parabeln: 

y*  =  a'ic,  y*  =»  ax^    imd    y  =-  a  +  hx  -{■  cx'  +  da?  +  ea? 

bekannt  gemacht.  Aafierdem  werden  aach  einige  transzendente  Linien 
wie  die  drei  Arten  von  Zykloiden,  Epi-  imd  Hypozykloiden,  besonders 
Astroide,  and  die  Evolvente  des  Ereisee,  sowie  trigonometrische  Linien 

and  trigonometrische  Spiralen,  ebenso  die  Exponentialkarven  y  ==  6c*  and 
die  reziproke  Exponential,  die  Eettenlinie  and  die  Spiralen  (archimedische, 
hyperbolische  and  logarithmische)  beziiglich  ihrer  Anwendangen  aaf 
das  graphische  Rechnen  besprochen.  Es  werden  dabei  nicht  nnr  die 
Earven  ordentlich  konstraiert,  sondem  aach  ihr  Laaf,  Tangenten  and 
Normalen,  Eriimmang  and  besondere  Pankte  stadiert.  Aafier  den  ana- 
lytischen  Mitteln  beniitzt  man  dabei  aach  mit  Vorteil,  wo  es  geht,  die 
kinematische  Geometrie,  deren  Orandlagen  aach  vorgetragen  werden. 

Aach  die  analytische  Geometrie  des  Itaumes  wird  ziemlich  aas- 
fiihrlich  stadiert.  Zaerst  werden  die  Horer  mit  dem  Orthogonal- 
Eoordinatensystem,  dann  mit  dem  Polarkoordinatensystem  and  ihrem 
Zasammenhange  bekannt  gemacht.  Es  wird  zaerst  die  Lage  eines 
Panktes  in  verschiedenen  Oktanten,  die  gegenseitige  Lage  zweier  Pankte, 
ihre  Distanz,  wie  aach  die  Winkel,  welehe  ihre  Verbindungslinie  mit 
den  Achsen  and  Koordinatenebenen  bilden,  erniittelt.  Daraaf  wird 
die  Lage  irgend  eines  Panktes  durch  das  einfache  Verhaltnis  bestimmt 
and  angewendet,  sowie  die  Projektionen  eines  Dreiecks  auf  die  Grand- 
ebenen  and  ihr  Zusammenhang  besprochen.  Durch  Elimination  des 
Parameters  k  wird  die  Gleichung  einer  Geraden,  die  durch  zwei  Punkte 
geht,  gefanden,  daim  durch  Projektionen  ausgedriickt,  die  gegenseitige 
Lage  von  zwei  Geraden,  sowie  ihr  Winkel  besprochen,  und  die  Paralle- 
litat  and  Perpendikularitat  besonders  erwahnt  and  angewendet. 

Die  Ebene  wird  als  geometrischer  Ort  eines  Punktes,  der  gleiche 
Entfemungen  von  zwei  gegebenen  Punkten  hat,  aufgefaBt,  ihre  all- 
gemeine.  Normal-,  Parameterform  ermittelt  and  die  besonderen  Lagen 
gegen  die  Grundebenen  erklart.  Dann  werden  die  gegenseitigen  Lagen 
von  Punkt  and  Ebene,  von  Geraden  and  Ebenen,  besonders  der  Darch- 
schnitt  einer  Geraden  mit  der  Ebene,  Ebene  durch  die  Gerade,  Auf- 
gaben  iiber  diese  Lagenverhaltnisse   besprochen.     Dann  geht   man  zu 
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zwei  Ebenen  fiber,  man  ermittelt  zuerst  die  Durchsdmittslinie,  zeigt 
wann  zwei  Ebenen  parallel  sind.  Was  die  metrischen  Relationen  der 
Grundelemente  anbelangt,  so  wird  zuerst  das  Perpendikel  vom  Pnnkte 
zur  Ebene  gefuhrt,  die  orthogonale  Projektion  eines  Pimktes  nnd  einer 
Geraden  auf  eine  Ebene  bestimmt,  die  Entfemung  eines  Punktes  von 
einer  Ebene  ermittelt  und  dann  die  Winkel:  1.  einer  Geraden  mit  einer 
Ebene ;  2.  zweier  Ebenen  besprochen  und  bei  den  Ebenen,  die  gegen- 
seitig  senkrecht  sind,  angewendet.  Diese  gegenseitigen  Li^en  werden 
mit  einer  Reihe  Aufgaben,  worin  besonders  die  Achse  zweier  wind- 
schiefen  Geraden  erwahnt  wird,  geschlossen.  tTberall,  wo  nur  moglich, 
benMzt  man  die  PltLckerschen  Abkiirzungen.  Nach  diesen  Aufgaben 
bestimmt  man  das  Yolumen  eines  Tetraeders  durch  die  Koordinaten 
seiner  Eckpunkte,  durch  die  Langen  seiner  Eanten  und  durch  seine 
Seitenflachen.  Dann  wird  die  Projektion  einer  Strecke,  eines  gebrochenen 
Linienzuges  auf  eine  Achse  gebildet  und  zur  Bestimmung  der  Ent- 
femung zweier  Punkte  in  einem  schiefwinkligen  Koordinatensystem 
bentitzt.  Danach  werden  die  verschiedenen  Transformationen,  besonders 
die  Eulersche,  erklart  und  die  Kugel  ausfiihrlich  studiert. 

Dann  werden  die  verschiedenen  Flachen  wie:  Zylinder,  Kegel, 
Rotationsflachen,  windschiefe  Flachen  (besonders  Konoide)  besprochen, 
ihre  allgemeinen  Gleichungen,  sowie  ebenen  Schnitte  ermittelt.  Nachher 
werden  die  Flachen  vom  11.  Grade  ausfflhrlich  mit  RClcksicht  auf  ihre 
Kreisschnitte  studiert.  Nach  allem  diesen  werden  die  Horer  mit 
der  Schraubenlinie,  sowie  mit  den  Raumkurven,  ihren  Tangenten,  Osku- 
lationsebenen,  Normalebenen,  Hauptnormalen,  Binormalen,  ebenso  mit 
der  Flexion  und  Torsion  bekannt  gemacht.  Endlich  werden  die  Fl'achen 
im  allgemeinen  behandelt  und  ihre  Krtimmung  besonders  studiert.  Man 
vereinigt  hier  die  analytische  Geometric  mit  der  Differentialgeometrie. 

Bei  den  Vorlesungen  liber  darstellende  Geometric  und  Ge- 
ometric der  Lage  werden  stets  zwei  Jahrgange  vereinigt. 

Die  Vorlesungen  tiber  darstellende  Geometric  behandeln:  die 
drei  Grundoperationen  der  darstellenden  Geometric  (Determination, 
Projektion  und  Konstruktion  der  Grundelemente)  tiberhaupt  und  in 
zentraler,  schiefer,  kotierter  und  axonometrischer  Projektion  insbesonderc. 
Es  wird  hauptsachlich  das  Projizieren  auf  eine  Ebene  mit  Vorteil  be- 
niitzt  und  auf  den  Zusammenhang  aller  Projektionsarten  ein  grofies 
Gewicht  gelegt.  AuBcrdera  wird  auch  Perspektive  (freie  und  Theatral- 
perspektive),  hauptsachlich  aber  die  Mongesche  Projektion  mit  ihrer 
AnWendung  auf  metrische  Relationen  und  Konstruktionsaufgaben  be- 
handelt. Nachher  wird  das  Dreikant  und  die  Polyeder,  sowie  die 
Flachen  U.  Grades  konstruiert;  besonders  aber  die  Raumkurven  (Schrau- 
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benlinie,  geodatische  Linien  des  Kegels)  stadiert  and  die  abwickelbaren 
FlacheD,  die  zehn  Arten  der  windschiefen  Flachen,  wie  es  f&r  Lehramts- 
kandidaten  notig  ist^  behandelt.  AnJBerdem  wird  uberall  aof  Beleachtungs- 
konstmktioneu  RQcksiclit  genommen. 

Eb  bleibt  noch  ubrig,  den  Lehrstoff  der  projektiven  Geometrie 
za  besprechen. 

Es  werden  zuerst  die  Grundelemente  erklart,  ihre  Inzidenz  and 
Daalitat  beriihrt,  dann  die  Perspektiyitat  und  Projektivitat,  die  kon- 
lokale  Lage^  besonders  die  involutorische  zweier  projektiver  Gnindgebilde 
I.  Stafe  behandelt.  Es  werden  aasfilhrlich  die  Erzeognisse  zweier  gleich- 
artiger  projektiver  Grundgebilde  I.  Stufe  und  zwar:  Kegelschnitte^  Kegel 
und  windflchiefe  Flachen  vorgetragen.  Es  wird  ein  besonderes  Gewicht 
auf  die  Kollineation  und  Reziprozitat  ini  ebenen  Felde  und  Bdndel 
gelegt. 

Die  li5here  Geometrie,  die  au£er  dem  allgemeinen  Koordinaten- 
begriff  das  Hauptsachlichste  aus  der  Transformationslehre  beruhrt, 
analytische  Mechanik  und  Astronomie  werden  auch  ausfuhrlich 
behandelt.  Die  Yorlesungen  tiber  den  letztgenannteu  Gegenstand  werden 
durch  praktische  tfbungen  am  gut  eingerichteten  Observatorium  erganzt. 


Jeder  Horer  der  Hochschule  ist  verpflichtet,  alle  im  Lehrplane 
bezeichneten  Vorlesungen  zu  besuchen.  Die  Horer  der  Physik  mussen 
aufierdem  noch  den  Vorlesungen  iiber  analytische  Chemie,  sowie  den 
praktischen  tTbungen  im  Laboratorium  wahrend  zweier  Semester  bei- 
wohnen,  werden  aber  dafiir  von  den  konstruktiven  Ubungen  aus  der 
darstellenden  Geometrie  befreit. 

Die  Mathematiker  sind  verpflichtet  walirend  drei,  und  die  Physiker 
wiilirend  sieben  Semester  an  den  praktischen  Ubungen  im  physikalischen 
Institute  teilzunehmen. 

Die  Horer  mussen  alle  praktischen  Ubungen  in  den  Seniinarien 
sowie  in  den  Laboratorien  nachweisen;  im  entgegengesetzten  Falle  wird 
ihnen  das  Semester  nicht  gerechnet. 

Alle  zwei  Jahre  werden  die  Horer  einer  Priifung  unterzogen.  Bei 
der  I.  Staatspriifung  verlangt  man  Kenntnis: 

1.  der  Grundlagen  der  hoheren  Mathematik, 

2.  der  analytischen  Geometrie  und 

3.  der  Experimentalphysik  und  Meteorologie. 
Die  zweite  Staatsprtlfung  besteht  aus: 

1.    hoherer  Analysis, 

2    analytischer  Mechanik, 
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3.  Astronomie, 

4.  hoherer,  projektiver  und  darstellender  Geometrie  und 

5.  mathematisclier  Physik. 

Jeder  Eandidat  ist  gezwungen,  in  der  hoheren  Analysis  und  noch 
zwei  anderen  Gegenstanden,  die  er  sich  unter  den  oben  angefiihrten 
wahlt,  Prilfang  abzulegen.  Die  Lehramtskandidaten  der  darstellenden 
Geometrie  mttssen  zu  ihren  Priifungen  die  hohere  Geometrie  mit  der 
projektiven  und  darstellenden  Geometrie  wahlen^  diejenigen  dagegen^ 
welche  die  Physik  wahlen,  brauchen  in  den  letztgenannten  Gegen- 
standen  keine  Priifung  abzulegen. 

Nach  voUendetem  Studium  und  zweijahriger  Lehrtatigkeit  mu6 
nach  den  neuen  Verordnungen  ein  jeder  Lehramtskandidat  noch  eine 
strenge  Staatsprttfung  ablegen. 

AuBer  den  Vortragen  hilft  beim  Studium  der  Mathematik  auch 
eine  verhaltnismafiig  reiche  Bibliothek  und  Lesehalle,  wo  die  besten 
mathematischen  Zeitschriften  und  Enzyklopadien  zur  Beniitzung  auf- 
gestellt  sind.  Zum  besseren  Yerstandnis  des  Gegenstandes  dient  eine 
Sammlung  mathematiseher  Modelle,  welche  aus: 

133  Modellen  fiir  darstellende  Geometrie, 

185         ,;  y,    hShere  Geometrie, 

50         „  „    Geometrie  liberhaupt, 

187  verschiedenen  anderen  Hilfsmitteln 
besteht,  ini  Werte  von  6414,81  Frcs. 

Die  photographischen  Aufhahmen  di^ser  Sammlungen  sind  in  der 
KongreBausstellung  zu  sehen.  Auf  einer  dieser  Photographien  sind  jene 
Modelle  und  Hilfsmittel  zusammengestellt,  welche  vom  Referenten  selbst 
herriihren  und  welche  auf  den  Ausstellungen  in  Antwerpen  und  Philip- 
popel  pramiiert  wurden. 

Um  der  Hochschule  ein  wissenschaftlich  gebildetes  Personal  zu 
verscbafFen,  werden  die  talentierten  Absolventen  ins  Ausland  geschickt, 
um  dort  die  Vorlesungen  der  beruhmtesten  Professoren  zu  horen  und 
sich  in  den  einzelnen  Fachem  der  Mathematik  zu  spezialisieren. 

Als  Mittel  zur  Verbreitung  der  mathematischen  Wissenschaften  in 
Bulgarien  dient  auch  der  im  Jahre  1896  gegriindete  Verein:  „Physiko- 
mathmaticesko  druzestvo^^ 

Der  Zweck  dieses  Vereines.  ist: 

1.  Den  Mitgliedem  zur  Vervollkommnung  behilflich   zu  sein  und 
sie  zu  selbstandiger  Tatigkeit  anzueifem. 

2.  Die  Entwicklung  der  mathematischen  Literatur  zu  fordem. 


666  H-  Teil:  WissenBchaftliche  Vortrii^e. 

3.  Verschiedene  Fragen,  die  den  matliematischen  Unterricht  be- 
treffen^  aufzustellen  und  zu  beurteilen,  und  Mittel  za  finden, 
welche  zur  Verbesserung  des  aUgemeinen  Unterrichts  notig  sind. 

4.  Eine  allgemeine  Terminologie  festzustellen. 

5.  Verschiedene,  hauptsacblich  aber  bulgarische  LehrbQcher  und 
Abhandlnngen  einer  ernsten  Eritik  zu  unterwerfen. 

6.  Moraliscb  und  materiell  fiir  die  Ausgabe  und  Verbreitung  selb- 
standiger  wissenschaftlicher  Werke,  Abhandlnngen  und  guter 
Lehrbiicher  behilflich  zu  sein. 

Damit  der  Verein  seinen  Zweck  erreiche,  werden  alle  14  Tage 
Vortrage  und  Referate  gehalten  und  verschiedene  wissenschaftliche  und 
padagogische  Fragen  gelost. 

Der  Verein  besitzt  seine  eigene  Bibliothek,  bezieht  viele  Zeit- 
schriften,  hat  im  Jahre  1901  „6odisnik*'  (45  S.),  herausgegeben  und 
in  der  letzten  Zeit  redigiert  er  auch  seine  eigene  Zeitschrift:  ^^Spisanie 
na  physiko-mathematicesko  druzestvo  vav  Sofia",  deren  Haupt- 
zweck  darin  besteht,  die  Methodik  der  mathematischen  Wissenschaffcen 
in  Bulgarien  im  allgemeinen  zu  pflegen. 

„Knizovno  Druzestvo"  —  eine  Art  bulgarische  Akademie  der 
Wissenschaften  —  hat  fiir  die  Verbreitung  der  Mathematik  in  Bulgarien 
sehr  wenig  getan.  In  der  Literatur  ist  auBer  den  Lehrbiichem  bis 
jetzt  nicht  viel  geleistet  worden.  Hauptsacblich  fehlen  die  Mittel  und 
Verleger  zur  Ausgabe  groBerer  Werke,  besonders  der  Vorlesungen. 

Hoflentlich  werden  wir  bei  einem  der  spateren  Kongresse  in  dieser 
Hinsicht  so  glUcklich  sein,  einen  besseren  Erfolg  koustatieren  und  die 
bis  daliin  voraussichtlich  bereicherte  bulgarische  mathematische  Literatur 
in  der  KongreBausstellung  vorlegen  zu  konnen. 


Ober  das  Wesen  mathematischer  Beweise.*) 

Von 
F.  Meter  aus  K5nigsberg  i.  P. 


Das  Folgende  soil  nichts  weniger  als  eine  Studie  zur  Eantphilologie 
sein.  Der  Verfasser  will  nur  einige  Anregungen  geben,  von  denen  er 
hofft,  dafi  sie  andere,  denen  mehr  Mufie  und  Gescliick  zn  Gebote  steht, 
weiter  yerfolgen  mogen;  irgend  eine  Erschopfang  des  Themas  erscheint 
an  sich  ausgeschlossen.  In  kurzer  Zeit  wird  der  erste  Band  der  „En- 
cyklopadie  der  mathematischen  Wissenschaften"**)  abgeschlossen  vor- 
liegen.  Er  schildert  in  historisch-kritischer  Entwicklung  die  Fort- 
schritte,  die  das  19.  Jahrhundert  in  der  Arithmetik^  Algebra,  Zahlen- 
theorie,  sowie  anf  einigen  angrenzenden  Gebieten  gezeitigt  hat.  Der 
Heransgeber  sagt  daselbst  in  seiner  Vorrede  (S.  XXVI):  „M6ge  die 
Encyklopadie,  die  die  mathematischen  Erfindungen  eines  Jahrhunderts 
in  historischer  Entwicklung  Yorfiihrt,  auch  das  erkenntnistheoretische 
Stiidinm  der  grundlegenden  Frage,  was  in  der  Mathematik  denn  eigent- 
lich  als  ;,neu^^  zu  gelten  habe,  belebeni  Besteht  das  Neue  in  einer 
durch  innere  Anschanung  gewonnenen  Vermehrung  und  Vertiefiing 
eines  Besitzstandes  aprioristischer  Erkenntnisse  oder  kommt  es  nur 
zuriick  auf  eine  andere  Gruppierung  vorhandener  Erfahrungstatsachen?^' 
In  der  Tat,  wenn  man  bedenkt,  daB  daselbst  auf  einem  Baume  von 
wenig  liber  1100  Seiten  in  knapper  Form  von  neuen  fruchtbaren  Ideen, 

*)  Dieser  Aufsatz  erschien  zuerst  u.  d.  Titel  „Eant  and  das  Wesen  des 
Neuen  in  der  Mathematik*'  in  dem  Werke  „Znr  Erinnerung  anImmanuelEant". 
Herausgegeben  von  der  Universit&t  ESnigsbeig  i.  Pr.  Halle  1904.  Als  der  Verf. 
seinerzeit  das  Thema  einreichte,  trug  er  sich  mit  der  Absicht,  die  Entwicklungen 
des  Textes  mit  besonderer  Berucksichtigong  der  mathematischen  Beweise  weiter 
auszufiihreD,  wurde  jedoch  durch  andere  Arbeiten  daran  verhindert.  Indessen  ist 
auf  Wunsch   der  Bedaktion  der  obige  Titel  ung^&ndert  geblieben. 

^  Encyklop&die  der  mathematischen  Wissenschaften.  Bd.  I,  herausg.  von 
W.  Fr.  Meyer.  Leipzig,  B.  G.  Tenbner,  1904.  [Dieser  Band  ist  inzwischen,  im 
August  1904,  eischienen.J 
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Methoden  und  Satzen  berichtet  wird,  so  wird  man  yon  selbst  zu  der 
Frage  gedrangt,  wie  denn  die  unterscheidenden  begriflFlichen  und  an- 
schaulichen  Merkmale  des  „Neuen"  gegeniiber  dem  „Alten"  festzulegen 
seien.  Kants  Lehre  fiber  die  erkenntnistheoretische  Stellung  der  mathe- 
matischen  Wahrheiten,  daB  es  „reine  Erkenntnisse  a  priori"  seien,  darf 
als  bekannt  vorausgesetzt  werden;  auf  die  vielfachen  Versnche,  diese 
Lehre  zu  stiitzen  oder  aber  sie  zu  verwerfen,  sei  hier  nur  hingewiesen. 

Wenn  wir  im  folgenden  die  Kantsche  Aprioritat  als  Gnmdlage 
adoptieren,  und  unsere  Entwickluugen  sich  danach  zwanglos  in  das 
Kantsche  System  einfiigen  lassen^  so  werden  diese  Entwicklungen 
doch  nicht  imbedingt  daran  gebunden  sein;  sie  wiirden  auch  bestehen 
bleiben  konnen,  wenn  man  von  mehr  oder  weniger  empiristischen  Er- 
kenntnisquellen  ausginge. 

Kant  nimmt  die  grundlegenden  mathematischen  Begriffe  und 
Operationen  als  ein  unabhangig  yon  der  Erfahrung  gegebenes  geistiges 
Besitztum  an  —  es  ist  in  diesem  Sinne  beachtenswert,  daB  die  von 
ihm  angezogenen  Beispiele  elementarsten  Charakters  sind  — ,  und  denkt 
sich  alle  weiteren  Satze,  soweit  es  sich  nur.um  den  Beweis  ihrer 
Existenz  handelt,  als  durch  rein  logische  SchlUsse  daraus  abgeleitet, 
und  so  jenes  urspriingliche  Besitztum  immer  mehr  yertieft  und  ab- 
gerundet.  Wie  und  in  welcher  Reihenfolge  derartige  Schllisse  zu 
Ziehen  sind,  um  zu  yorgesteckten  Zielen  zu  gelangen,  wie  der  For- 
scher  dabei  schopferisch,  konstruktiy  zu  yerfahren  hat,  liegt  f&r 
Kant  auf  einem  ganzlich  anderen  Gebiete;  er  postuliert  zu  dem  Behuf 
einen  Akt  der  „Synthese",  einor  Art  innerer  Anschauung,  auf  Grund 
deren  erst  beispielsweise  die  Inhalte  der  beiden  Begriflfe  7  +  5  und  12 
als  gleichwertig  erkannt  werden.  Im  iibrigen  aber  erscheint  Kant  die  in 
Rede  stehende  Frage  vom  Standpunkte  seines  vielumfassenden  Systems 
aus  als  eine  akzessorische;  es  ist  ihm  weniger  eine  allgemeine  philo- 
sophische  Frage,  denn  eine  spezifisch-mathematische  Fachfrage.  Es 
sei  gestattet,  in  dieser  Richtung  eine  Bemerkung  allgemeiner  Natur 
iiber  das  Verhaltnis  der  Philosophie  zu  den  Einzelwissenschaften  ein- 
zuschalten.  Die  Philosophie  sieht  es  als  ihre  Aufgabe  an,  allgemein 
verbindliche  Normen  des  Denkens  Uberhaupt  aufzustellen  und  diese  auf 
die  obersten,  allgemeinsten  Erscheinungen  des  geistigen  Lebens  anzu- 
wenden;  jene  Normen  sollen  dann  jeder  einzelwissenschaftlichen  Unter- 
suchung  zugrunde  liegen,  jene  allgemeinsten  Erscheinungen  mogen  sich 
in  jeder  Wissenschaft,  je  nach  deren  Charakter  und  deren  BeddrfDissen 
einerseits  spezifizieren,  andererseits  weiter  ausgestalten. 

Nun  ist  es  aber  eine  wohlbekannte  Tatsache,  daB  innerhalb  des 
Rahmens  jeder  fortschreitenden  Einzelwissenschatt  „aUgemeine"  Begriflfe 
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und  Untersuehungsmethoden  einer  fortlaufenden  Verschiebung ,  einer 
bald  stetigen  bald  unstetigen  Kompression  und  Dilatation  unterworfen 
sind^  dafi  sie  sich  selbst  mit  immer  reicherem  Inhalte  erfiillen^  nnfrucht- 
bare  Eeime  abstofien,  andere  in  sich  aufnehmen.  Dieses  selbstkorrigie- 
rende  Verfahren  geschieht  in  solchem  Umfange,  daB  oft  ein  ursprttng- 
lich  festgelegter  Begriff  spater  kaum  noch  wiederzuerkennen  ist^  so 
sehr  hat  er  sich  den  veranderten  Daseinsbedingungen  anpassen  miissen. 

Eines  der  instmktivsten  Beispiele  dieser  Art  ist  der  Begriff  der 
ZahL  Zu  dem  urspriinglichen  Begriff  der  natiirlichen  Zahl  trat  der 
der  negativen,  der  gebrochenen,  der  algebraischen,  der  irrationalen  Zahl. 
Diesen  Zahlen  als  reellen  traten  weiterhin  als  die  umfassenderen  die 
gewohnlichen  und  hoheren  komplexen  Zahlen  gegendbery  und  iiber  alle 
diese  erhebt  sich  die  Schopfung  der  transfiniten  Zahlen  (s.  u.  S.  678)* 
Die  Berechtigung,  diese  samtlichen  Gedankengebilde,  so  verschieden  sie 
zunachst  erscheinen,  dem  Zahlbegriff  unterzuordnen,  geht  daraus  her- 
vor,  daB  sie  im  wesentlichen  den  namlichen  logischen  Verkniipfuags- 
gesetzen  gehorchen.  So  weichen  der  Gang  der  allgemeinen  Philosophie 
und  der  Gang  innerhalb  der  einzelnen  „Fachphilosophie"  nicht  un- 
wesentlich  voneinander  ab.  Der  Philosoph  wird  stets  wieder  zu  den- 
selben  grundlegenden  Fragen  der  als  Ganzes  aufgefaBten  Erscheinungs- 
welt  zurdckgefiihrt;  in  der  Einzelwissenschaft  sieht  der  Forscher  aus 
der  glficklichen  Losung  eines  besonderen  Problems  eine  Reihe  neuer, 
ungeloster  entspringen.  Wenn  das  Bild  gestattet  ist:  so  oft  der  Philo- 
soph glaubt,  seiner  Hydra  einen  Kopf  abgehauen  zu  haben^  derselbe 
Eopf  wachst  sofort  wieder;  dem  Einzelforscher  dagegen  erwachsen  an 
Stelle  des  einen  abgetrennten  Eopfes  zehn  solche  von  anderer  Be- 
schaffenheit. 

Und  doch  ware  eine  gegenseitige  Unterstiitzung  sehr  heilsam;  je 
mehr  im  Einzelnen  durchgebildete  Fachphilosophen  entwickelt  wiirden, 
um  so  mehr  wiirde  auch  der  Philosoph  xar  i^oxrjv  genotigt  werden, 
seinen  zu  allgemein  gestellten  Aufgaben  eine  gewisse  Beschrankung 
aufzuerlegen ;  in  dieser  Beschrankung  wiirde  er  dafdr  zu  praziseren 
Losungen  gelangen. 

Um  nunmehr  unsere  eigentliche  Aufgabe  in  Angriff  zu  nehmen, 
denken  wir  uns  fiir  den  Augenblick  einen  gewissen  Besitzstand  grund- 
legender  mathematischer  Begriffe^  Satze  und  Methoden  als  vorhanden, 
gleichgiiltig  woher  er  stamme,  und  fragen^  wie  sich  dieser  Besitzstand 
yermehren  laBt.  Wir  wiinschen,  ganz  im  Sinne  Kants^  zu  zeigen,  daB 
die  gedachte  Vermehrung,  entgegen  dem  auBeren  Anscheine,  keine 
materielle,  sondern  nur  eine  form  ale  ist,  daB  die  Erweit«rung  mathe- 
matischer Erkenntnisse  nur  in  einer  anderen  Anordnung,   Gruppierung, 
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Znsammenstellung ,  Trennung  und  Yerbindung  bereits  yorhandener 
besteht. 

Um  diese  Anffassung  zunachst  an  einem  einfachen  Bilde  ans  dem 
gewohnlichen  Leben  zu  erlautern:  Jedermann  wei£^  dafi  ein  und  das- 
selbe  Zimmer  mit  ein  und  demselben  Mobiliar  je  nach  der  Aufstellung 
und  Yerteilung  des  letzteren  dem  Beschauer  einen  ganz  anderen^  einen 
^^neuen^^  Eindruck  bietet,  dafi  man  sogar  auch  leicht  einen  gewollten 
Eindruck,  einen  bestimmten  „Stil**  durch  passende  Anordnung  hervor- 
rufen  kann.  Nicht  anders  ist  es  in  der  Mathematik:  durch  blofie  Um- 
ordnung  von  Teilen  wird  der  Eindruck  von  Neuem,  von  Fortschritten 
erzeugt.  Einer  der  inneren  Griinde  dieser  befremdenden  Erscheinung 
liegt  in  dem  eigentiimlichen  Verhaltnis  zwiechen  Anschauungs-  und 
Schliefiungsvermogen.  Dies  Verhaltnis  ist  ein  zwiefaches.  Auf  der 
einen  Seite  erklimmt  der  Verstand  miihsam  Stufe  um  Stufe,  bis  er 
zum  letzten^  den  Beweis  eines  Satzes  kronenden  Schlusse  gelangt;  ist 
diesiBr  Ansti^  aber  einmal  vollendet,  so  vermag  die  innere  Anschau- 
ung*),  wie  vom  Gipfel  einer  Hohe,  den  ganzen  zuriickgelegten  Weg 
mit  einem  Blick  zu  umspannen. 

Auf  der  anderen  Seite  ist  unser  Anschauungsvermogen,  namentlich 
in  der  Geometrie,  ein  (iberaus  beschranktes,  ja  geradezu  dflrftiges**), 
sobald  ihm  eine  gr56ere  Anzahl  verschiedenartig  verkn^pfter  Elemente 
unvermittelt  gegendbertritt,  wahrend  das  Schliefiungsvermogen,  trotz 
seiner  Langsamkeit,  geradezu  als  ein  unbegrenztes  fungiert.  Dazu  tritt 
ein  in  der  Mathematik  spezifisch  ausgebUdetes  Moment,  das  Verfahren 
der  vollstandigen  Induktion  (des  Schlusses  von  w  auf  n  +  1).  So 
unzweifelhaft  dies  Verfahren  wegen  seiner  Sicherheit  der  Mathematik 
unschatzbare  Dieiiste  geleistet  hat  und  noch  leisten  wird***),  es  leidet 
doch  wieder  an  einem  erheblichen  Mangel;  statt  das  innere  Gewebe  der 
leitenden  Gedankenfaden  aufzudecken,  umhiillt  es  dasselbe  vielmehr  wie 
rait  einem  Schleier;  oder  um  lieber  das  oben  gebrauchte  Bild  weiter 
auszufiihren:  man  lafit  sich  von  einem  Fiihrer  einen  steilen  Berg  her- 
aufziehen,  und  behalt  sich  nur  vor,  den  letzten  obersten  kleinen  Gipfel 


*)  Wenn  anders  der  Beweis  gewissen  Anforderungen  geniigt,  s.  u.  S.  681,  683. 
**)  Das  ist  einer  der  Hauptgrflndo,  weshalb  bei  der  modemen  Festlegung  der 
Grundlagen  der  Geometrie  von  einem  System  durch  gewisse  Axiome  verkniipfter 
Begriffe  ausgegangen  wird,  mit  denen  dann  nach  festen  Vorschriften  geradezu 
wie  mit  GrSfien  gerechnet  wird.  S.  D.  Hilbert,  Grundlagen  der  Geometrie,  Fest- 
schrift zur  EnthuUung  des  Gaufi-Weber-Deukmals,  Leipzig,  2.  Aufl.,  1903! 
K.  Th.  Vahlen,  Abstrakte  Geometrie,  Leipzig  1904.  (Wird  demniichst  erscheinen.) 
***)  Vgl.  H.  Poincard,  Wissenschaft  und  Hypothese.  Deutsch  von  F.  and 
L.  Lindemann,  Leipzig  1904. 
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selbst  zu  ersteigen.  Gerade  die  yoUstandige  Induktion  ist  efs,  die  oft 
zu  eiuem  neuen,  unerwarteten  Ergebnis  f&hrt,  wie  man  erkennt^  wenn 
es  gelingt;  einen  direkten^  allmahlich  zum  Ziele  fiihrenden  Beweis  zu 
finden;  dann  entpuppt  sich  das  scheinbar  Neue  als  eine  Aneinander- 
reihung  selbstverstandlicher  Tatsacheu. 

Da  eine  systematische  Ausftihrung  unseres  Hauptgedankens  Uber 
die  Entstehung  des  Neuen  in  Anbetracht  der  grenzenlosen  Ausdehnung 
des  Gebietes  unmoglich  erscheint,  miissen  wir  uns  bescheideu^  eine 
Reihe  mathematischer  Typen  vorzufiihren,  und  diese  wiederum  durch 
geeignete  Beispiele  zu  kennzeichnen  ^  deren  Yerstandnis  keinen  zu 
groBen*)  Aufwand  mathematischer  Vorkenntnisse  erfordert. 

Am  deutlichsten^  weil  am  unmittelbarsten^  ist  die  fragliche  Er- 
scheinung  in  der  elementaren  Kombinatorik  ausgepragt.  Wer  zuerst 
den  Satz  aufstellte  und  bewies,  daB  die  Anzahl  der  Vertauschungen 
von  n  Dingen  gleich  1  x  2  x  3  •  •  •  n  ist  —  eine  Zahl,  die  bei  groBeren 
Werten  von  n  eine  solche  Hohe  erreicht,  daB  sie  bei  dem  Laien  ein 
ungekilnsteltes,  verwirrendes  Erstaunen  erwecken  muB  —  glaubte  ge- 
wiB,  einen  groBen,  wahrhaft  neuen  Satz  entdeckt  zu  haben.  Und  doch 
ist  das  Ergebnis  nur  eine  Aneinanderreihung  einiger  Trivialitaten.  DaB 
zwei  Dinge  zwei  Anordnungen  zulassen,  sieht  ein  Kind  ein,  desgleichen, 
daB  von  drei  Dingen  jedes  einmal  an  eine  bestimmte  (erste)  Stelle  ge- 
bracht  werden  kann;  dies,  mit  dem  Vorigen  verbunden,  lehrt,  daB  die 
Anordnungen  von  drei  Dingen  sich  in  drei  Gruppen  zu  je  zwei  ver- 
teilen,  daB  also  ihre  Anzahl  2x3  ist.  Yon  vier  Dingen  kann  wiederum 
jedes  einmal  eine  erste  Stelle  eimiehmen,  wahrend  die  drei  tLbrigen 
jeweiLs  ihren  2x3  Anordnungen  unterworfen  werden  konnen;  mithin 
gruppieren  sich  die  Anordnungen  von  vier  Dingen  in  vier  Klassen  von 
je  2x3,  ihre  Gesamtanzahl  ist  also  2x3x4.  So  ist  klar,  daB  bei 
jedem  neu  hinzutretenden  Element  bei  der  Anzahl  der  vorher  moglichen 
Anordnungen  die  das  Element  angebende  Kardinalzahl  als  weiterer 
Faktor  figurieren  muB.  Die  vollstandige  Induktion  ist  hier  nicht  ein- 
mal erforderlich  und  dient  nur  zur  biindigen  Zusammenfassung  der 
skizzierten  Tatigkeiten.  Wer  ware  aber  imstande,  etwa  von  den 
3  628  800  Arten,  wie  10  Personen  an  einem  Tische  ihre  Platze  wechseln 
konnen,  eine  deutliche  Vorstellung  zu  besitzen? 

Ganz   ahnlich  verhalt   es   sich    mit   einem    zweiten  grundlegenden 


*)  Die  meisten  Leser  werden  freilich  umgekehrt  der  Meinung  sein,  daB  dieser 
Aufwand  ein  yiel  zu  grofier  sei.  Indessen  m.6t  sich  etwa  aus  bloBen  elementaren 
SS,tzen  liber  das  Dreieek  die  Tiefe  der  neueren  mathematischen  Begriife  nicbt  ent- 
nehmen. 
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Satze  der  Kombinatorik,  daB  man,  wenn  n^  Dinge  einer  eraten  Grappe 
gegeben  sind,  w^  Dinge  einer  zweiten,  •  •  •,  n^  Dinge  einer  i*"  Gruppe, 
genan  auf  w^  x  itj  •  •  •  x  w^  Arten  je  ein  Ding  der  ersten  Gruppe  mit 
je  einem  der  zweiten,  •  •  •,  mit  je  einem  der  i^^  Gruppe  znsammen- 
stellen  kann,  wenn  auf  die  Anordnung  dieser  Zusammenstellungen  keine 
Riicksicht  genommeu  wird.  Usf.  Als  zweiter  Typus  der  in  Rede 
stehenden  Erscheinungen  diene  der  berQhmte  Pythagoraische  Satz 
des  rechtwinkligen  Dreiecks.  Die  moisten  Leser  werden  sicli  mit  einem 
gewissen  Unbehagen  der  ktinstlichen  Figur  erinnern,  mittels  derer  im 
Schulunterricht  der  fragliche  Satz  herausdemonstriert  wurde,  und  warden 
wohl  schwerlich  imstande  sein,  trotz  aller  Anstrengungen  jene  Figur 
sich  wieder  herzustellen.  An  die  richtige  systematische  Stelle  ge- 
bracht,  hat  der  Satz  nur  das  eine  Eigentiimliche  an  sich,  daB  er  zwei 
Tatsachen  von  groBer  Einfachheit  so  miteinander  vereinigt,  daB  ein 
unwesentliches  Moment  entfernt  wird. 

Der  grundlegende  Satz,  daB  bei  zwei  ahnlichen  Dreiecken  (i.  e. 
solchen  mit  bezw.  gleichen  Winkeln)  die  Seitenlangen  des  einen  sich 
yerhalten,  wie  die  des  anderen,  kann  und  soil  gleich  im  Anfange  der 
Lehre  vom  Dreieck  abgeleitet  werden  und  mag  hier  als  vorhanden  an- 
gesehen  werden.  Liegt  nun  ein  beliebiges  Dreieck  ABC  vor,  so  ist 
mit  ihm  implizite  auch  jede  Strecke  AD  mitgegeben,  die  eine  Ecke 
A  mit  irgend  einem  Punkte  D  der  Gegenseite  BC  verbindet.  Unter 
diesen  unbegrenzt  vielen  Moglichkeiten  gibt  es  offenbar  sicher  eine,  so 
daB  das  Teildreieck  ABD  mit  dem  ganzen  Dreieck  ABC  ahnlich 
wird.  Verlangt  man  aber,  um  ein  gleichmaBigeres,  ein  symmetri- 
sches  Ergebnis  zu  erzielen,  daB  auch  das  zweite  Teildreieck  ACD 
dem  ganzen  Dreieck  ahnlich  wird,  oder,  was  dasselbe  ist,  daB  alle 
drei  Dreiecke  ABC,  ABD,  ACD  einander  ahnlich  werden,  so  ist  das 
wiederum  nur  so  moglich,  daB  AD  eine  Hohe  des  Dreiecks  ABC, 
und  iiberdies  der  Winkel  desselben  bei  A  ein  rechter  ist. 

Bezeichnet  man  dann,  wie  iiblich,  die  Langen  der  Seiten  des  nun- 
mehr  als  rechtwinklig  vorausgesetzten  Dreiecks  ABC  mit  a,  b,  c, 
die  Abschnitte,  in  die  die  Hypotenuse  a  durch  die  Hohe  AD  =  h  zer- 
legt  wird,  mit  p,  q,  so  ist  die  Ahnlichkeit  je  eines  Teildreiecks  mit 
dem  ganzen  Dreieck  gleichwertig  mit  den  Aussagen  b^=^ap,  c^^aq, 
die  zusammen  wiederum  fiir  das  rechtwinklige  Dreieck  charakteri- 
stisch  sind.  Um  die  unwesentlichen,  weil  erst  in  zweiter  Linie  auf- 
tretenden  Stucke  p,  q  zu  entfemen,  hat  man  nur  jene  beiden  Rela- 
tionen  zu  addieren;  das  Resultat  li^  +  c^  =  a(j) -{- q)  =^  a^  ist  der 
Pythagoraische  Satz,  der  also  wiederum  fiir  das  rechtwinklige  Dreieck 
charakteristisch  ist. 
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Wiirde  man  nur  auf  die  Ahnlichkeit  der  beiden  Teildreiecke 
achten,  so  ergabe  sich  die  andere  fundamentale  Aussage  h^  =  pq,  die 
abennals  flir  das  rechtwinklige  Dreieck  charakteristisch  ist,  mit  dem 
Pythagoraischen  Satze  inhaltlich  vollig  gleichwertig  erscheint,  und 
formal  nur  dadurch  von  ihm  abweicht,  dafi  sie  ^^neue^'  Elemente,  die 
Hohe  h  und  die  Abschnitte  p,  q  der  Hypotenuse  enthalt. 

Vom  Pythagoraischen  Satze  zum  Aufbau  der  elementaren  Tri- 
gonometrie  sind  nur  wenige  Schritte  erforderlich. 

Um  den  Pythagoraischen  Satz  in  eine  Form  zu  kleiden^  die  von 
dem  zufallig  gewahlten  Langenmafistab  unabhangig  ist,  fiihrt  man  die 
Verhaltnisse  der  Seiten  a,  b,  c  als  jselbstandige  Bildungen  ein;  man 
nennt  sie  die  (sechs)  trigonometrischen  Funktionen  eines  der  beiden 
spitzen  Winkel  des  Dreiecks.  Der  Pythagoraische  Satz  zeigt  un- 
mitteibar,  wie  diese  sechs  Funktionen  durch  die  einfachste  Rechnung 
auf  irgend  eine  von  ihnen  zurfickgefiihrt  werden  konnen.  Um  in- 
dessen  dem  Auge  eine  wohlgefliilige  Form*)  darzubieten,  ftthrt  man 
jene  Reduktion  nur  seiten  durch,  sondem  behalt  drei  (oder  vier)  jener 
Funktionen  (sinus,  cosinus,  tangeas  resp.  cotangens)  gleichzeitig  hey 
Hierdurch  erklart  sich  der  Reich tum  der  trigonometrischen  Beziehungen; 
man  opfert  der  schonen  Form  die  Einfachheit,  die  Einheit 
des  Inhalts.  Wir  kommen  auf  dieses  bedeutsame  Moment  noch 
weiterhin  zurflck. 

Ein  beliebiges  Dreieck  wird  durch  eine  Hohe  in  zwei  recht- 
winklige Teildreiecke  zerlegt;  sobald  man  daher  auf  diese  die  trigono- 
metrischen Beziehungen  anwendet,  und  diese  wiederum  so  vereinigt, 
daB  unwesentliche,  d.  h.  fiir  eine  jeweilige  „Aufl6sung'^  des  Drei- 
ecks nicht  in  Betracht  kommende,  Stiicke  entfemt  („eliminiert") 
werden,  gruppiert  sich  der  Stoff  zu  immer  anderen  Gestalten.  Trotz- 
dem  ist  dieser  Reich  tum  nur  ein  scheinbarer,  wesentlich  durch  die 
vielfachen  eigenartigen  Benennungen  hervorgerufener;  es  ist  stets  nur 
die  Variation  des  einen  Themas,  dafi  man  von  einem  Punkte  auf  eine 
Gerade  nur  ein  einziges  Lot  fallen  kann.  So  oft  es  sich  hierbei  darum 
handelt,  aus  drei  unabhangigen  Stiicken  (Seiten  und  Winkeln)  des  Drei- 
ecks ein  viertes  zu  bestimmen,  ist  die  Anzahl  der  Gruppierungsmoglich- 
keiten  eine  eng  begrenzte  und  leicht  libersehbare**);    sobald   man  da- 


*)  Hierbei  ist  freilich  auch  noch  das  praktische  Bedilrfnis,  das  den 
Logarithmentafeln  fiir  Zahlen  und  trigononietrische  Funktionen  Rechnung  tragen 
mu6,  niafigebend;  wir  beschranken  uns  aber  im  Texte  auf  die  „reine"  Mathe- 
matik.  Auf  einer  hSheren  Stufe  ist  es  gerade  wesentlich,  die  verschiedenen  tri- 
gonometrischen Funktionen  voneinander  getrennt  zu  halten. 

**)  Von  der  selbstandigen  Einfiihrung  weiterer  Dreieckselemente,  wie  Hohen, 

Verh.  d.  III.  Internet.  Mftthem.-Kongr.   Heidelberg  1904.  43 
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gegen  versucht,  eine  Relation  zwischen  fflnf,  oder  gar  sechs  Stricken 
des  Dreiecks  zu  konstmieren,  ist  die  Anzahl  der  Moglichkeiten  natur- 
gemafi  eine  unbegrenzte^  und  es  ist  dem  subjektiven  Geschmacke 
des  Forschers  der  weiteste  Spielraum  gelassen.  Er  wird  z.  B.  Wert 
darauf  legen,  dafi  gewisse  Elemente  nur  linear  in  den  Formeln  auf- 
treten,  usw. 

FQr  die  Erkenntnis  des  Wertes  der  Trigonometrie  des  Dreiecks 
erscheint  es  aber  durchans  notwendig,  festznstellen  (wie  das  der  Ver- 
fasser  in  einer  friilieren  Arbeit*)  entwickelt  hat),  wie  sich  allein  aus 
drei  onabhangigen  Grundformeln  durcli  reine  Rechenprozesse,  sozu- 
sagen  mittels  einer  Bechenmaschine,  alle  etwaigen  librigen  herleiten 
lassen.  Das  Entsprechende  gilt  fiir  den  Aufbau  der  spharischen  Tri- 
gonometrie, der  Polygonometrie  usw. 

Wir  gehen  zu  anderen  Typen  iiber.  Hier  wird  ein  weiteres,  eben- 
falls  der  Mathematik  spezifisch  angehoriges  Hilfsmoment  in  den  Vorder- 
grund  treten,  das  ist  die  merkwiirdige  Rolle,  die  Identitaten  bei  der 
Entstehung  „neuer"  Satze  spielen. 

Ein  instruktives  Beispiel  aus  der  elementaren  Planimetrie  wird 
durch  den  Ptolemaischen  Satz  geliefert,  der  vielleicht  manchem 
Leser  als  ein  besonderes  Kuriosum  im  Gedachtnis  geblieben  ist.  Der 
Satz  sagt  aus,  daB  in  einem  Kreisviereck  die  Summe  der  Produkte  je 
zweier  Gegenseiten  gleich  dem  Produkte  der  Diagonalen  ist.  Fiihrt 
man  die  Winkel  9?i,  (p^y  (p^y  94  ein,  die  die  nach  den  Ecken  des  Vier- 
ecks  laufenden  Radien  mit  irgend  einer  festen  Anfangsrichtung  bilden, 

und  setzt  tg  *|'  =  A,(?-  =  1,  2,  3,  4),  so  lehrt  eine  Rechnung  von  wenigen 

Zeilen,  dafi  der  in  Rede  stehende  Satz  nur  ein  geometrischer  Aus- 
druck**)  fiir  die  Existenz  der  evidenten  Identitat  ist: 

{K  -  K)  {K  -  K)  +  iK-h)  ih  -  ^)  +  (^1  -  K)  ih  -  h)  =  0. 

Die  Bedeutung  des  Satzes  fiir  die  Kreislehre  erhellt  dann  hinterher 
wieder  daraus,  dafi  er  fiir  den  Kreis  charakteristisch  ist;  vier  Punkte 
der  Ebene  liegen  dann  und  nur  dann  auf  einem  Kreise,  wenn  fiir  sie 
die  Ptolemaische  Eigenschaft  zutrifft. 

Die  Umkehrung    dieser  Erscheinung  fiihrt   sofort  zu  einem  um- 


seiten-  und  winkclhalbierende  Transyersalen,  ein-  und  umbeschriebene  Kreifie  usw., 
soil  hicr  ganz  abgesehen  werden. 

*)  Jahresbericht  der  Deutschen  Mathematiker-Vereinigung,  Bd.  Tj  (1899), 
S.  147—154. 

**)  Naiierea  siehe  in  der  Abhandlung  des  Verfassers  im  Archiv  der  Mathe- 
matik und  I'hysik,  (8)  7  (1904),  S.  1  —  15. 
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fassenderen  Standpunkt.  So  oft  man  vier  Gh-oBen  A^,  A^,  Aj,  k^  durch 
vier  gleichberechtigte  geometrische  Objekte  (Bilder)  deutet,  die  nur 
noch  der  Bedingung  zu  geniJgen  haben,  daB  auch  den  (seche)  DiflFe- 
renzen  A^  —  A^^  eine  selbstandige  geometrische  Bedeutung  zukommt^  ge- 
langt  man  zu  einem  ,^euen"  geometrischen  Satze;  alle  diese  Satze  sind 
jedoch  nur  verechiedene  Anschauungsmanifestationen  einer  einzigen 
Erkenntnisquelle.  So  gewinnt  man  u.  a.  die  die  Theorie  des  Doppel- 
verhaltnisses  beherrschende  Fundamentalrelation,  femer  die  die  Theorie 
der  Geraden  im  Raume  beherrschende  „Linienkoordinatenidentitat",  usw. 

Der  Gehalt  derartiger  Identitaten  fiir  die  Erkenntnis  und  Her- 
leitung  geometrischer  Wahrheiten  wird  ein  ungleich  fruchtbarerer,  wenn 
in  ihnen  noch  ein  willkiirlicher  Parameter  zur  Verfflgung  steht. 

Zur  Erlauterung  moge  ein  Typus  von  Satzen  dienen,  deren  be- 
kanntester  Reprasentant  der  Pascalsche  Satz  fOr  Kegelsehnitte  ist. 
Anstatt  von  vomherein  sechs  Punkte  auf  einem  Kegelsehnitte  ins  Auge 
zu  fassen,  gehe  man  zunachst  von  sechs  beliebigen  Punkten  A^y 
A^y  '  '  '  A^  einer  Ebene  aus,  die  man  in  irgend  einer  Reihenfolge  durch 
Strecken  verbinde.  Die  drei  Paare  von  Gegenseiten  des  Sechsecks 
Kefem  drei  Schnittpunkte  S^,  S^,  S^.  Mittels  geeigneter  Koordinaten 
TaBt  sich  dann  auf  ganz  einfachem  Wege  eine  Identitat  A^  B  auf- 
stellen.  Hier  bedeuten  A  und  B  gewisse  rechnerische  Ausdriicke,  mit 
der  besonderen  Eigenschaft,  daB,  wenn  A  den  speziellen  Wert  der  Ein- 
heit  annimmt,  die  sechs  Punkte  A^^  A^,  •  •  •  A^  auf  einem  Kegel- 
schnitt  liegen,  andererseits,  wenn  B  gleich  der  Einhoit  wird,  die  drei 
Punkte  Sj,  /S,,  S^  ein  und  derseiben  Geraden  angehoren.  Damit  er- 
scheint  der  Pascalsche  Satz  nebst  seiner  Umkehrung  als  der 
unmittelbare  geometrische  Ausdruck  der  Identitat  A^B, 

Mit  demselben  Rechte  hatte  man  aber  dem  Ausdrucke  A  irgend 
einen  Zahlwert  c  beilegen  konnen,  womit  ihn  gleichzeitig  der  Ausdruck 
B  erhalt;  je  nach  dem  betreffenden  Werte  des  ^Parameters"  c 
gruppiert  sich  das  Sechseck  nach  anderer  Vorschrift.  Das 
Prinzip  ist  also  oflfenbar  dies,  daB  man  den  Pascalschen  Satz  als  eine 
Spezialerscheinung  innerhalb  einer  unbegrenzten  Klasse  in  gewisser 
Hinsicht  gleichartiger  Erscheinungen  auffaBt,  die  alle  in  der  Identitat 
A -^  B  wurzeln.  Der  Grund  aber,  weshalb  man  gerade  dem  Pascal- 
schen Satze  eine  so  hervorragende  Bedeutung  beimiBt,  ist  ein  doppelter. 
Einmal  beanspruchen  die  Kegelsehnitte,  ganz  abgesehen  von  deren  viel 
seitiger  Verwendung  in  Mechanik,  Technik  usw.,  in  der  Systematik  der 
geometrischen  Gebilde  der  Ebene  ihren  Platz  mit  an  erster  Stelle,  da 
sich  ihre  Theorie  unmittelbar  iiber  der  der  Geraden  erhebt.  Sodann 
kommt  dem   Pascalschen  Satze    iimerhalb    der  Kegelschnittslehre    eine 

48' 
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zentrale  Stellung  zu^  da  sich  aus  ihm  allein  alle  anderen  Eigenschafben 
der  Kegelschnitte  ableiten  lassen.  Das  oben  entwickelte  Prinzip  ist 
indessen  einer  weitgehenden  YeraUgemeinerung  fahig.  Gerade  so^  wie 
man  ein  Sechseck  in  drei  Punktepaare  gruppieren  kann,  die  auf  den 
Seiten  eines  Dreiecks  liegen^  kann  man  aaf  den  letzteren  drei  Grappen 
von  n  Punkten  (w  =  2,  3,  •  •  •)  annehmen,  entsprechend  im  Raume  auf 
den  sechs  Kanten  eines  Tetraeders^  resp.  auf  den  vier  Kanten  eines 
windschiefen  Vierecks,  sechs  resp.  vier  Gnjppen  von  je  n  Punkten, 
usf.;  stets  existiert  eine  der  obigen  Identitat  A^B  analoge  mit 
analogen  Schltissen  (flir  Kurven,  F^chen  n* '  Ordnung,  usf.),  und  die 
unbegrenzte  Reihe  dieser  Identitaten  laBt  sich  wiederum  einem  einzigen 
Tjpus  unterordnen,  der  sie  alle  umfaBt. 

Von  diesem  Gruppierungsstandpunkt  aus  erfahrt  der  Pas- 
calsche  Satz  eine  ganz  andere  Bedeutung,  als  bei  der  gewohnlichen 
Auffassung;  er  bildet  nur  die  erste  Stufe  einer  nach  viel- 
facher  Richtung  hin  beliebig  ausdehnbaren  ^^Pascalschen  Geo- 
metric".*) 

Derartiger  tiefgreifender  Typen  lassen  sich  in  der  Geometric  noch 
manche  aufbauen;  es  sei  etwa  an  die  Theorie  der  orthogonalen  Sub- 
stitutionen  erinnert,  femer  an  die,  eine  ungcahnte  Ftllle  von  geome- 
trischen  Eigenschaften  cinschliefiende  Figur  des  einer  Flache  zweiter 
Ordnung  ein-  resp.  umbeschriebenen  Tetraeders,  weiter  an  die  Lehre 
von  den  Ausartungen  eines  Gebildes  zweiter  Ordnung,  u.  a.  m. 

Leider  steht  zurzeit  cine  in  dieser  Richtung  systematisch  fort- 
schreitende  Behandlung  der  Georaetrie  noch  aus;  danach  ware  jeder 
Satz  einer  gewissen  Identitat  unterzuordnen,  woraus  sein  erkenntnis- 
theoretischer  luhalt  als  einzebies  Glied  einer  unendlichen  Kette  gleich- 
berechtigter  Satze  uumittelbar  entsprange. 

Es  gibt  manche  Mathematiker,  die  eine  derartige  Entwicklung  der 
Geometric  mit  einer  gewissen  Herablassung  als  eine  „formale'*  kenn- 
zeichnen;  ohne  es  zu  wollen,  sprechen  sie  damit  eine  nicht  geringe  An- 
erkennung  aus,  da  sich  gerade  auf  diesem  Wege  eine  ungekiinstelte 
Einordnung  der  geometrischen  Wahrheiten  in  das  System  der  Kant- 
schen  Erkenntnis theorie  vollziehen  laBt. 

Gehen  wir  nunmehr  zu  einem  grundlcgenden  Typus  aus  der  Arith- 
metik  und  Analysis  iiber,  zu  der  Theorie  der  Irrationalzahlen  (all- 
gemeiner,  von  Grenzwerten  iiberhaupt).  Die  bekanntesten  Beispiele 
sind  ja  jedem  gelaufig;    es  sind   die   in  kleineren  oder  groBeren  Tafeln 

*;  Siehe  die  Abhandlung  des  Vorfassers,  .lahresbericbt  der  Deutscheu  Mathe- 
matiker-Vereinigung,  Bd.  \\   (1901),  S.  91—99. 
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yereinigten  Logarithmen  der  natiirliclien  Zahlen;  diese  Logarithmen 
brechen  aber,  wie  wobl  kaum  zu  bemerken  notig  ist,  nicht  etwa  an 
der  betreffenden  Stelle  ab,  sondem  sind  imbegrenzt  fortsetzbare  Dezi- 
malbruche.  Eine  fQr  die  Theorie  der  irrationalen  GroBen  bessere  Dar- 
stellung  wird  allerdings  durch  die  Kettenbrtlclie  geliefert;  jeder  un- 
begrenzte  (regelmafiige)  Eettenbruch  besitzt  als  Wert  eine  bestimmte 
•irrationale  Zahl  nnd  umgekehrt;  oder  mit  anderen  Worten,  jede  Irra- 
tionalzahl  ist  aquivalent  einer  bestimmten  unbegrenzt  fortsetzbaren 
Reihe  naturlicher  Zahlen^  aber  auch  umgekehrt  reprasentiert  jede  noch 
so  willkiirliche,  unbegrenzt  fortsetzbar  gedachte  Anordnung  nattir- 
licher  Zahlen  (wobei  beliebige  Wiederholungen  gestattet  sind)  eine  be- 
stimmte Irrationalitat.  Man  kann  sich  aber  auch  eine  andere,  besonders 
fiir  Anwendungen  geeignetere  Auffassung  bilden.  Danach  drtickt  jeder 
Satz  liber  Irrationalzahlen  eine  gewisse  endliche  Relation  zwischen  ge- 
wohnlichen  Briichen  aus,  nur  dafi  diese  Relation  nicht  genau,  sondem 
blofi  angenahert  gilt.  Man  ist  aber  imstande^  diese  Beziehnng  zwi- 
schen Brtlchen  in  unbegrenzt  viele  Formen  zu  kleiden,  fQr  jede  Form 
den  Fehler,  d.  i.  die  Abweichung  von  der  Genauigkeit,  in  gewisse 
Grenzen  einzuschlieBen.  Unsere  Anschauung  ist  indessen  nicht  fahig, 
mit  einer  derartigen  Menge  im  wesentlichen  gleichwertiger  Satze  gleich- 
zeitig  zu  operieren.  Man  begnQgt  sich  daher  mit  einem  Reprasen- 
t  an  ten,  den  man  so  wahlt,  daB  man  sich  den  Fehler  bereits  unter 
eine  Genauigkeitsgrenze  von  geniigender  Kleinheit  herabgedriickt  denkt. 
Wenn  man  daher  von  der  Gleichheit  zwischen  Irrationalitaten  spricht, 
so  ist  das  nur  als  eine  sprachliche  Abkiirzung,  eine  Art  Steno- 
graphie  zu  verstehen,  indem  man  auf  die  Angabe  des  Fehlers,  als 
etwas  Unwesentlichem,  verzichtet.  Man  nimmt  gewisse  Teile  fiir  das 
Ganze,  und  gibt  doch  diesen  Teilen  Benennungen^  die  den  Eindruck 
des  Ganzen,  und  damit  von  etwas  Neuem,  hervorrufen.  Ein  Planet 
bewegt  sich  in  einer  Ellipse,  wenn  man  von  den  verhaltnismaBig  ge- 
ringfiigigen  Storungen  durch  andere  Ilimmelskorper  absieht. 

Wenn  man  nun  aber  den  Begriff  der  Gleichheit,  auf  dem  doch 
das  Rechnen  mit  Irrationalitaten  in  letzter  Linie  beruht,  scharfer  ins 
Auge  faBt,  so  erkennt  man  wieder  die  Unterordnung  unter  unser  all- 
gemeines  Gruppierungsprinzip.  Nach  der  (iblichen  Auffassung  definiert 
man  zwei  GroBen  als  gleich,  wenn  ihre  Differenz  den  Wert  (ge- 
nauer  Grenzwert)  Null  besitzt.  In  vielen  Gebieten  der  Analysis  ist 
es  aber  zweckmaBiger,  unter  zwei  gleichen  GroBen  solche  zu  verstehen, 
deren  Quotient  den  Wert  Eins  hat.  Offenbar  kommt  diese  zweite 
Definition  auf  die  erste  zuriick,  wenn  man,  statt  mit  den  GroBen  selbst, 
mit    ihren   Logarithmen    operiert.      Dieser   Gedanke    laBt    sich   ver- 
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allgemeinem.  Es  sei  f(^x)  eine,  wenn  auch  an  gewisse  Beschrankungen 
gebundene/  willkiirliche  Funktion  einer  yariabeln  Grofie  x\  man  erhalt 
dann  den  allgemeineren  Begriff  der  Gleichheit  zweier  GroBen  a^  b 
durch  die  Festsetzung  f{a)  =  f(h).  Der  Analysis  stehen  die  Hilfsmittel 
zu  Gebote,  wenn  es  erforderlich  erscheint,  den  allgemeineren  BegriflF  auf 
den  urspriinglichen  spezieUsten  (a  =  V)  zuriickzufiihren,  d.  h.  die  Diffe- 
renz  /'(a)  —  f(h)  mit  der  Diflferenz  a  —  h  zu  vergleichen.  Aber  gerade  . 
durch  die  Beibehaltung  einer  solchen  Funktion  f{x)  grnppieren  sich 
die  Satze  iiber  Irrationalitaten,  vom  Standpunkte  der  Erkenntnistheorie 
aus,  nach  dem  spezielleren  oder  allgemeineren  Charakter  der  Funktion 
f{x).  Oder  anders  ausgedriickt,  je  nach  Auswahl  der  Funktion  f{x) 
nimmt  ein  und  derselbe  Satz  eine  unbegrenzte  Reihe  von  stets  neu 
erscheinenden  Einkleidungen  an. 

Auf  einen  ietzten  Typus  von  Erscheinungen,  der  einer  der  neaesten 
Schopfungen  der  Matheniatik  angehort,  konnen  wir  seiner  subtilen 
Natur  halber  nur  kurz  hindeuten,  trotzdem  gerade  er  eine  der  schonsten 
Bestatigungen  unserer  Gesamtanschauungen  ergibt.  Es  sind  das  die 
G.  Cantorschen  transfiniten  Zahlen.*)  Nach  der  einfachsten  Er- 
klarung  sind  die  transfiniten  (oder  iiberendlichen)  Zahlen  nichts  anderes, 
als  die  verschiedenen  denkbaren  Anordnungeu  der  natiirlichen  Zahlen- 
reihe.  Die  Berechtigung,  diese  Anordnungen  als  wirkliche,  wenn  auch 
vollig  andere  „Zahlen"  anzusprechen,  entspringt  der  Moglichkeit^  ein- 
mal  bestimmte,  logisch  unanfechtbare  Erzeugungsprinzipien  fur  sie 
zu  bilden,  andererseits  sie  logischen  Verkniipfungsgesetzen  zu  unter- 
werfen,  die  in  den  wesentlichsten  Punkten  mit  den  elementaren  arith- 
metischen  Verkntipfungen  (Addition,  Multiplikation,  Potenzierung  usw.) 
iibereinstimmen. 

Wer  davor  zuriickschreekt,  Anordnungen  von  unbegrenzt  vieleu 
Elementen  vorzunehmen,  braucht  nur  daran  eriunei*t  zu  werden,  daB 
schon  ein  einziges  Ding  zu  einer  Reihe  unbegrenzt  vieler  Veranlas- 
sung  geben  kann;  der  Umstand,  daB  ich  dieses  Ding  denke,  kann 
bereits  als  ein  zweites  Ding  angesehen  werden,  das  Denken  dieses  Um- 
standes  als  ein  drittes  Ding,  usf.**) 

G.  Cantor***)  zieht  es  vor,  von  zwei  verschiedenen  Dingen  aus- 
zugeheu;    ihre    gedankliche  Zusammenfassung  reprasentiert   ein   drittes, 


*)  Siehe  etwa  den  Artikel  „Mengeiilchre"  von  A.  Schon  flies,  in  der  Ency- 
klopadie  der  mathematischen  Wissenschaften,  Bd.  I,  Heft  -2  (1891)),  S.  1»4  f. 

**)  ^gl-  1^-  Dedekind,  Was  sind  und  was  sollen  die  Zahlen?    Braunschweig 
1887,  2.  Aufl.  18*J3. 

***)  Nach   einem  vor  der  mathematischen  Soktion  der  Naturforscherversamm- 
luiij;  in  Kassel  (September  1003)  gehaltenen   Vortrage. 
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die  Znsammenfassung  des  letzteren  mit  einem  der  beiden  ersteren  ein 
viertes^  ftinftes,  usf.  Stets  erscheinen  neue  Dinge,  die  doch  in  den 
alten  schon  yorhanden  waren. 

Aber  die  neuere  Mathematik  ist  in  der  gliicklichen  Lage,  die 
Schwierigkeiten^  die  dnrcli  die  in  Rede  stehenden  Gfruppierungen  un- 
begrenzt  vieier  Elemente  entstehen,  in  vielen  Fallen  auf  andere  Weise 
zu  iiberwinden.  Ein  derartiges  System  yon  Objekten  (Zahlen,  GroBen, 
Fnnktionen,  geometrischen  Gebilden,  ilberhanpt  Operationen)  wird  nach 
Mafigabe  bestimmter  Forderungen  auf  eine  endliche  Anzabl  yon 
^Klassen'^  zuriickgeftihrt,  und  diese  Klassen,  die  geradezu  das  ursprling- 
liche  System  zu  ersetzen  imstande  sind,  werden  ihrerseits  analogen 
Gruppierungen  unterworfen. 

Indem  wir  den  Zyklus  dieser  Erwagungen  hiermit  abbrechen, 
woUen  wir  nunmehr  einem  Einwande  begegnen,  den  ein  kritischer 
Leser  bei  sich  schon  erhoben  haben  wird.  Danach  erscheint  unsere 
Auffassung  im  kleinen,  d.  h.  im  Gebiete  der  Mathematik,  als  das,  was 
man  im  groBen  unter  einer  rein  mechanischen  Weltanschauung  zu 
yerstehen  pflegt.  Wenn  wirklich  alles  darauf  hinauslauft^  daB  sich  nur 
gewisse  Elemente  nach  gewissen  Vorschriften  gruppieren,  wo  bleibt  da 
die  personliche  Schopfungskraft  des  Porschers?  Wird  nicht  die  Mathe- 
matik dadurch  eine  Wissenschaft  des  Selbstyerstandlichen,  was  um  so 
merkwiirdiger  ware,  als  sie  allgemein  als  eine  Wissenschaft  des  Schwer- 
yerstandlichen  gilt?*) 

Um  gleich  die  Hauptantwort  zu  geben:  allerdings  ist  die  Mathe- 
matik auf  der  einen  Seite  in  ihren  deduktiyen  Beweisen  eine  logische 
Wissenschaft;  andererseits  aber  ist  sie  im  induktiyen  Aufbau  der 
Beweise,  im  Herausgreifen  der  wesentlichen  Momente,  in  der  Gestal- 
tungsfahigkeit  der  Formen  ebenso  sehr  eine  asthetische  Kunst. 

Wollte  man  aber  fragen,  was  denn  in  einer  einzelnen  Kimst- 
schopfung,  sei  sie  ein  Gemalde  oder  eine  Statue  oder  ein  Bauwerk,  als 
,^eu"  zu  erklaren  ware,  so  wiirde  sich  schwerlich  eine  befriedigende 
Antwort  erteilen  lassen;  der  subjektiye  ktinstlerische  Geschmack,  die 
gestaltende  Phantasie  wird  immer  ein  imponderabile  bleiben. 

Gliicklicherweise  erlaubt  die  analoge  Frage  in  dem  begrenzteren 
Gebiete  der  Mathematik  eher  eine  Losung,  da  sich  hier,  wenigstens  in 
yielen  Fallen,  der  Geschmack,  wenn  man  so  sagen  darf,  durch  Zahlen, 
oder  durch  quantitatiye  Momente  fixieren  laBt. 


•)  Siehe  A.  Pringsheim,  „tJber  Wert  nnd  angeblichen  Unwert  der  Mathe- 
matik*^  Rede,  gehalten  in  der  Miinchener  Akademie  der  Wissenschaften,  14.  M&rz 
1904. 
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Wenn  wir  der  Frage  naher  treten,  nach  welchen  hervorsteclieii- 
deren  Prinzipien  die  Auswahl  bei  den  verschiedenerlei  Ghnippierungs- 
modatii^ten  vor  sich  geht,  so  mdssen  wir  uns  wiederum  auf  einzelne 
Erscheinungstypen  beschranken. 

Ein  Haupttypus  ist  sicher  der,  dafi  man  von  vomherein  die  Pro- 
bleme  so  stellt,  dafi  ein  Minimum  yon  Losungen  eintritt,  oder  daB 
ein  gewisser  Ausdruck  einen  minimalen  (resp.  maximalen)  Wert  er- 
halt;  jedes  Ergebnis  dieser  Art  gewahrt  dem  Geiste  einen  asthetischen 
Genufi.  Auf  die  das  ganze  Gebiet  der  Mathematik  durchziehenden 
Au%aben  Uber  Minima  (resp.  Maxima)  von  Funktionen  kann  hier  nor 
hingewiesen  werden.*) 

Im  besonderen  gibt  es  groBe  Klassen  mathematischer  Aufgaben, 
die  ihren  Ausdruck  in  algebraischen  oder  transzendenten  Gleichungs- 
systemen  finden,  denen  eine  aber  auch  nur  eine  Losung  zukommt, 
und  hier  zerlegt  sich  die  Schwierigkeit  yon  selbst  in  zwei  solche:  ein- 
mal  ist  dberhaupt  zu  zeigen,  dafi  eine  einzige  Losung  der  gemeinten 
Art  wirklich  existiert  (logisches  Moment),  sodann  aber  ist  die  Losung 
auch  zu  konstruieren  (ktinstlerisches  Moment).  Dies  Doppelprinzip 
wird  sogar  auf  die  Aufstellung  yon  Definitionen  libertragen;  nach 
Kronecker**)  soil  eine  Definition  nicht  nur  logisch  einwurfsfrei  sein, 
sondem  man  soil  auch  imstande  sein,  eine  begrenzte  Reihe  yon  Ope- 
ration en  anzugeben,  mit  deren  Hilfe  die  in  der  Definition  auftretenden 
neuen  Merkmale  erst  als  wirkliche  Gebilde  mit  Leib  und  Seele  ge- 
schafien  werden. 

In  der  Funktionentheorie  und  mathematischen  Physik  ist  oft  der 
Angelpunkt  einer  ganzen  Entwicklung  die  Frage  nach  der  Existenz 
und  Eindeutigkeit  einer  gewissen  Losung,  zumeist  eines  Systems 
partieller  Differentalgleichungen ,  wobei  aus  einer  zuyorderst  unbe- 
grenzten  Anzahl  von  Losungen  diejenige  herauszuschalen  ist,  die  noch 
einer  oder  mehreren  Nebenbedingungen  geniigt. 

Aber  auch  schon   in   der   elementaren  Geometric  und  Algebra  iibt 

*)  Ein  lehrreiches  Beispiel  dieser  Art  bietet  die  sogeiiannte  „neuere  Drei- 
ccksgeometrie*'.  Das  Chaos  dor  Satze  dieses  Gebietes  li'iBt  sich  dadurch  ordnen, 
daB  man  die  Siitze  khissiliziert  je  nach  der  Natur  der  Funktion,  die  bei  dem 
betreffenden  Satze  ein  Minimum  (resp.  Maximum)  wird.  Es  ist  aber  wohl  zu  be- 
achteu,  dafi  diese  erkenntnistheoretisch  eintache  Einteilung  keineswegs  auch  die 
fur  eine  matheraatiache  Durchfiihrung  zweckmSfiigste  ist.  Denn  die  im  Laut'e  der 
Entwicklung  ausgebildeten  Rechnungsalgorithmen  und  geometrischen  Konstruk- 
tionsmethoden  sind  unter  dem  EinfluB  ganz  anders  gearteter  Moraente  entstanden. 
**!  Grundziige  einer  arithmetischen  Theorie  der  algebraischen  Gr5Ben.  Fest- 
schrift, Berlin  1882,  §4.  Dedekind,  in  der  S.  678  Anm.**)  zitierten  Schrifl 
(S.  2),  liiBt  auch  eine  unbegrenzte  Anzahl  von  Operationeu  zu. 


C.  Vortr&ge  in  den  Sektionssitzungen:  Meyer.  681 

das  in  Rede  steliende  Prinzip  einen  maBgebenden  EinfluB  aus.  Der 
heryorrdgendste  Satz  dieser  Art,  der  anf  die  yersohiedensten  Gebiete 
der  Algebra,  Zahlentheorie  und  Funktionentheorie  ausdehnbar  ist,  ist 
der  EuklidiBche  Fundamentalsatz  der  eindentigen  Zerlegbarkeit  einer 
naturlichen  Zahl  in  Primfaktoren.  Femer  besitzt  zwar  eine  Gleichang 
n^ '  Grades  n  Wurzeln,  man  ist  aber  imstande,  jede  einzelne  derselben 
yon  den  anderen  abzusondem  and  sie  selbstandig  zu  charakterisieren; 
das  Entsprechende  gilt  yon  den  mn  Schnittpunkten  zweier  algebrai- 
scher  Kuryen  w**'  resp.  n^'  Ordnung,  usf. 

Gerade  in  der  Algebra  and  Geometrie  wird  das  genannte  Prinzip 
der  Eindeutigkeit  einer  besonders  fniclitbaren  Spezifikation  anterworfen: 
man  fragt  nach  den  notwendigen  and  hinreichenden  Bedingangen  da- 
far,  daB  ein  System  yon  Gleichangen,  dem  im  aUgemeinen  keine  ge- 
meinsame  Losang  zakommt,  im  besonderen  eine  (aber  anch  nar  eine) 
solche  besitzt,  oder  in  geometrischem  Gewande,  wann  sich  eine  gewisse 
Reihe  gleicbartiger  Gebilde  im  besonderen  eines  gemeinsamen  „Schnitt- 
gebildes"  erfreut. 

So  gibt  es  aasgedehnte  Gebiete  der  Geometrie,  in  denen  stets  als 
ein  neaer  Satz  proklamiert  wird,  wenn  drei  oder  mehr  Pankte  einer 
Ebene  auf  einer  Geraden  liegen,  drei  oder  mehr  Geraden  sich  in 
einem  Pankte  schneiden,  yier  oder  mehr  Punkte  aaf  einem  Kreise 
liegen,  sechs  oder  mehr  Pankte  aaf  einem  Kegelschnitte  asf.  and  ent- 
sprechend  bei  raamlichen  Gebilden.  A  lie  derartigen  Satze  finden  dann 
wiederam  ihr  analytisches  Aqaiyalent  in  gewissen  Identitaten,  wie  schon 
oben  heryorgehoben  warde,  and  werden  Vladarch  za  groBeren  oder 
kleineren,  wohl  abgegrenzten  Grappen  zasammengefaBt. 

Kehren  wir  nochmals  einen  Aagenblick  zu  dem  allgemeineren  Be- 
griffe  eines  Min imams  zarlick,  so  mochten  wir  noch  betonen,  wie 
dieser  Begriff  auch  aaf  die  Vereinfachang  der  Beweise  einzawirken 
geeignet  ist.  Die  meisten,  tiefer  gelegenen  Satze  der  Mathematik  sind 
arspriinglich  auf  miihsamem,  eine  lange  Kette  yon  SchlnBreihen  durch- 
laafendem  Wege  abgeleitet  worden.  Die  fortschreitende  Entwicklnng 
der  Wissenschaft  drangt  aber  daza,  diese  SchlaBreihen  darch  solche 
yon  zunehmender  Kiirze  und  BOndigkeit  zu  ersetzen;  man  ist  erst  be- 
friedigt,  wenn  ein  gewisses  Minimum  yon  Schliissen  erreicht  ist,  das 
der  geistigen  Anschauung  gestattet,  den  Beweis  als  ein  Ganzes  zu  um- 
fassen,  bis  in  der  Tat  das  Ergebnis  das  Ideal  der  Selbstyerstand- 
lichkeit  gewonnen  hat  Wie  ware  es  sonst  moglich,  sich  bei  der 
flberwuchemden  FiQle  yon  Einzelheiten  noch  ein  Verstandnis  flir  den 
Zusammenhang  des  Ganzen  zu  bewahren? 
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So  wird  das  Prinzip  des  Minimums  zugleich  einer  der  wirksamsten 
Hebel  in  der  mathematischen  Padagogik. 

Ein  anderer  asthetischer  TypuB  ist  der  der  Symmetrie  mathe- 
matischer  Gebilde.  Es  Bei  z.  B.  an  die  regularen  Polygene  und  Poly- 
eder  erinnei*t;  halbregnlare  Gebilde  und  ahnliche  entstehen  dorch  ge- 
eignete  „Kombination"  rein  regularer.  Die  an  sicli  bo  einfache  Theorie 
der  regularen  Polygone  nimmt,  wenn  man  wiederum  die  Pn^e  nach 
der  wirklichen  Ausfiihrbarkeit  mit  den  einfaehsten  Mitteln  —  Kon- 
struktion  mit  Lineal  und  Zirkel^  d.  i.  Aui'losung  von  Gleichungen  ersten 
und  zweiten  Grades  —  erhebt,  einen  ungeahnten  Umfang  an,  sie  hat 
u.  a.  der  Zahlentheorie  ganz  neue  Bahnen  gewiesen.  Das  symme- 
trischste  krummlinige  Gebilde  der  Ebene  ist  der  Kreis;  die  analoge 
Frage  nach  der  Konstruktion  des  Kreisumfanges  (oder  auch  des  Kreis- 
inhaltes)  mit  Lineal  und  Zirkel  hat  die  Geometer  jahrtausendelang  be- 
schaftigt,  bis  sie  in  der  neuesten  Zeit  ihre  Erledigung  gefunden  hat. 
Wenn  diese  Erledigung  auch  eine  negative  ist,  d.  h.  nur  die  Dnmog- 
lichkeit  der  gewiinschten  Konstruktion  dartut,  so  hat  sie  dafur  die 
Analysis  wesentlich  vertieft  und  erweitert. 

Im  Baume  hat  die  Frage  nach  den  Drehungen,  die  die  regu- 
laren Korper  mit  sich  zur  Deckung  bringen  —  also  im  Grunde  wiederum 
nur  eine  rein  kombinatorische  Frage  —  einen  tiefen  Zusammenhang 
jener  Korper  mit  scheinbar  ganz  abseits  liegenden  Gebieten  aus  der 
Algebra  und  der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichimgen  enthtillt. 

Noch  mehr  wirkt  das  Prinzip  der  Symmetrie  an  seiner  eigentlichen 
Stelle;  die  Theorie  der  symmetrischen  ganzen  Funktionen  ist  der 
Schliissel  der  ganzen  Algebra  geworden.  Hier  tritt  abermals  ein  neues 
Moment  hinzu,  das  sich  spezifisch  mathematisch  .ausbauen  lafit,  die 
Methode  der  Symbolik.  Man  geht  von  gewissen  einfaehsten  Elementen 
aus,  die  aber  an  sich  nur  Zeichon  sind,  und  erst  in  gewissen  arith- 
metischen  Verbindungen  zu  realen  GroBen  fuhren.  Das  ist  die 
„symboli8che  Formentheorie*'.  Aber  diese  Verbindungen  sind 
selbst  an  das  Gesetz  der  Symmetrie  gebunden  und  fiihren  wiederum 
zu  identischen  Umformungen,  die  nur  jewcils  der  geeigneten  Deutung 
und  Verwertung  barren. 

Die  Kolle  der  Identitaten  iiberhaupt  laBt  sich  jetzt  von  all- 
gemcinerem  Gesichtspunkt  aus  erfassen  und  verstehen,  wenn  man  das 
Prinzip  des  Minimums  mit  dem  der  Symmetrie  verkniipft.  Eine  Iden- 
titat  laBt  sich  immer  auf  die  Form  eines,  in  einer  Reihe  von  Elementen 
symmetrischen  Ausdrucks  bringen,  dessen  absoluter  Wert  zum  kleinst- 
nioglichen  Minimum,  namlich  zur  Null  geworden  ist.  Andrerseits  laBt 
sich  aber  auch  jede  Identitat,  und  zwar  in  mannigfaltiger  Art,  auf  die 
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Form  der  identischen  Gleichheit  zweier  Ausdriicke  bringen;  so  oft  es 
nun  gelingt^  beide  Ausdriicke  unabhangig  voneinander  in  irgend 
einem  Gebiete  zu  deuten,  hat  man  einen  „neuen^'  Satz  gefunden. 
Offenbar  lafit  sich  das  darin  liegende  Evolutionsprinzip  leicht  dahin 
yerallgemeinern,  daB  es  auch  in  andem  Wissenschaften  mit  Erfolg  ver- 
wendet  werden  kann  (wie  es  denn  in  der  Tat  oft  so  verwendet  wird); 
so  oft  man  zu  einer  iind  derselben  Erseheinung  auf  zwei  verschiedenen 
Wegen  gelangen  kann^  hat  man  sein  Erkenntnisgebiet  erweitert. 

Ein  dem  Prinzip  der  Symmetric  verwandtes  Prinzip  ist  das  eines 
;,geschlossenen  Systems",  oder,  wie  man  in  der  Mathematik  sagt, 
einer  „Gruppe". 

Unter  einer  Gruppe  versteht  man  allgemein  ein  System,  einen 
Komplex  von  irgend  welchen  gleichartigen  (mathematischen)  Ope- 
ration en  von  der  ausgezeichneten  Besonderheit,  dafi  die  hintereinander 
erfolgte  Ausftlhrung  irgend  zweier  Operationen  mit  einer  dritten  Operation 
des  Komplexes  gleichwertig  ist,  oder  genauer  gesagt,  durch  eine  solche 
ersetzt  werden  kann.  Das  einfachste  Beispiel  aus  der  Geometric  ist 
das  System  der  Drehungen  einer  Geraden  in  einer  Ebene  um  einen 
festen  Punkt;  es  ist  einleuchtend,  daB  die  sukzessive  Drehung  um  zwei 
Winkel  a,  /3  zu  demselben  Ergebnis  fQhrt,  als  die  einzige  Drehung  um 
den  Winkel  a  +  fi*) 

Man  kann  mit  einigem  Recht  behaupten,  daB  der  Inhalt  der  her- 
Yorragendsten  Satze  der  Mathematik  dem  Gruppenbegriff  untergeordnet 
werden  kann.  Nicht  wenig  tragt  dazu  bei,  daB  man  einen  systematischen 
Algorithmus  fUr  die  Handhabung  des  Gruppenbegriffes  entwickelt 
hat,  der  zu  symbolischen  Identitaten  fiihrt,  deren  Realisierung  nur  der 
geeigneten  konkreten  Bilder  bedarf. 

Als  einen  letzten  Typus  in  der  Aufzahlung  yon  Auswahlmotiyen 
fiihren  wir  die  Methode  der  tJbertragungsprinzipien  an.  Diese 
Methode  bringt  die  uns  schon  wiederholt  entgegengetretene  Erseheinung 
in  ein  wissenschafkliches  System,  daB  der  Fortschritt  der  Wissenschaft 
wesentlich  dadurch  bedingt  ist,  daB  man  eine  moglichst  groBe  Anzahl 
auBerlich  ganz  yerschiedenartiger,  innerlich  aber  yerwandter  Satze  auf 
eine  einzige  Erkenntnisquelle  zurtLckzufiihren  yermag.  Umgekehrt 
erwachst  daraus  eine  subjektiye,  unbegrenzt  ausdehnbare  Erzeugungs- 
fahigkeit,  einen  logisch  fixierten  und  in  seiner  grundlegenden  Be- 
deutung    erkanuten   Satz    auf   immer   andere    und   andere   Gebiete   zu 


*)  Auch  dieser  Begriif  der  .'Gruppe  l&fit  sich  auf  das  Schlufiverfahren  an- 
wenden,  insofem  das  System  der  fOr  das  Eintreten  einer  Erseheinung  notwendigen 
Bedingungen  die  Eigenschaften  der  Gruppe  besitzt. 
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„iibertragen"  („abzubilden"),  oder  was  auf  dasselbe  hinanskommt,  immer 
andere  Anschauungsbilder  fUr  ein  Substrat  herbeizuholen.  Beispiele 
dafiir  sind  bereits  oben  angefQhrt  worden.*) 

Um  ein  Bild  ans  dem  Leben  za  gebraucheii;  verfahrt  ein  Roman- 
schriftsteller,  ein  Dramatiker  nicht  anders,  wenn  er  die  vielen,  in  ihrer 
Mannigfaltigkeit  verwirrenden  Einzelziige  und  Einzelbandlungen  einer 
Person  aus  deren  einheitlich  geschlossenen  „Charakter*'  herzuleiten 
versucht.  Es  sei  dabei  an  die  Schopenhauersche  Fortbildung  der 
Kantschen  Lehre  erinnert,  wonach  der  Cbarakter  das  allein  Unzer- 
storbare  im  Menscben  ist,  dem  alles  iibrige  nur  als  Bild,  als  Folie^  als 
Bahmen  dient. 

Speziell  in  der  Matbematik  wird  das  konsequent  gehandhabte 
^tTbertragungsprinzip"  inimer  mehr  dazii  fiihren,  dafi  sich  die  Wissen- 
schaft  auf  eine  moglicbst  geringe  Anzabl  von  Fundamentalnatzen  kon- 
zentriert,  die  dann  an  den  verschiedenen  Einzelgebieten  ihre  Spiegelung 
erfahren.  Diese  Fundamentalsatze  stellen  dann  in  gewissem  Sinne  den 
zu  Anfang  nur  hypotbetiscb  angenommenen  ursprfinglichen  Besitz 
apriorischer  Erkenntnisse  der  Matbematik  dar,  wabrend  die  fibrigen 
als  —  nach  den  dargelegten  Regeln  —  daraus  abgeleitete  erscheinen 

Es  muB  eingestanden  werden,  dafi  bei  dieser  Auffassung  der  Be- 
grifF  eines  urspriinglicben  a  priori  kein  fester,  sondem  vielmehr  ein 
elastiscber,  je  nach  den  Fortscbritten  der  Wissenschaft  ausdebnbarer 
oder  aber  zusammenziehbarer  wird.  Es  bat  indessen  den  Anschein, 
als  ob  gerade  bierdurch  der  Anwendbarkeit  der  Kantscben  Erkenntnis- 
prinzipien  auf  die  einzelnen  Wissenschaften  ein  weiterer  Spielraum  zu- 
gewiesen  werde. 

1st  bisber  von  einer  wissenscbaftlicben  und  kiinstlerischen  Grup- 
pierungsauswabl  des  Forscbers  die  Rede  gewesen,  so  soil  doch  auch 
eines  andersartigen  Moments  gedacbt  werden,  das  als  ein  rein  menscb- 
liches  bezeicbnet  werden  muB.  Das  ist  das  nicbt  zu  unterscbatzende 
Moment  des  Sportes  und  der  Mode.  Was  Gaufi**)  von  der  boberen 
Aritbmetik,  der  Kouigin  der  Matbematik,  hervorbebt,  dafi  sie  ibre 
Jiinger,  je  eifriger  sie  sicb  ibr  bingeben,  um  so  mebr  bestrickt,  gilt 
analog,  je  nacli  der  Geschmacksrichtung  des  einzelnen,  von  alien  Ein- 

*)  Ein  schoues  lieispicl  aus  der  Geometrie  ist  u.  a.  die  stereographische 
Projektion  einer  Kugel  auf  eine  Ebene,  wobei  Kreise  in  Kreise  ubergehen  irnd 
die  Winkel  erhalten  bleiben.  Alle  Satze  liber  Kreise  und  Gerade  in  der  Ebene 
lassen  sich  so  unmittelbar  auf  die  Kugel  iibertragen;  umgekehrt  wird  z.  B.  die 
Konstniktion  von  Kristallnetzen  auf  eine  seiche  in  der  Ebene  zurdckgeftlhrt. 

**)  Disquisitiones   arithmeticae,    Lipsiae    1801,    Praefatio:    „illecebri8    harum 
quaestionum  ita  fui  implicatus,  ut  eas  deserere  uon  potuerim/^ 
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zelgebieten  der  Matheinatik.  Hat  sich  jemand  erst  in  ^^seinem'^  Gebiete 
eine  gewisse  Fertigkeit  in  der  Handhabung  der  spezifischen,  gedank- 
lichen  und  anBchaulichen  Wendungen  angeeignet,  00  findet  er  eine 
naturgemafie  Befriedigung  darin,  diese  Fertigkeit  zur  Virtuosi  tat  aus- 
zubilden.  Der  Erfolg  wird  oft  der  sein^  daB  bei  diesem  steten  Graben 
nnd  Bohren  in  einer  Richtung  sehr  verborgene  Wahrheiten  ans  Licht 
gefordert  werden.  Aber  auch  die  Schattenseiten  dieses  personlichen 
Verfahrens  liegen  auf  der  Hand;  Einseitigkeit  und  Yemachlassigung 
des  Ghmzen  erwachsen  daraus,  sehr  zum  Schaden  der  Wissenschaft. 
TrifiPi;  es  nun  im  besonderen  zu,  daB  die  fiberwiegende  Eultivierung 
einzelner  Disziplinen  in  den  Hilnden  von  Autoritaten  liegt^  so  wirkt 
bei  der  Mehrzahl  der  anderen  Forscher  jener  unwiderstehliche  Nach- 
ahmungstrieby  den  man  eben  als  Mode  bezeichnet,  deren  tjrannische 
Wirkung  auf  das  Kulturleben  der  Yolker  zur  Gentlge  erwiesen  ist. 
So  kennt  die  Geschichte  der  Mathematik  Perioden^  in  denen  ausscbliefi- 
lich  die  Geometrie  gefordert  ward^  andere  wieder^  in  denen  das  gleiche 
yon  der  Algebra^  von  der  Analysis  gait.  Aber  auch  ganz  beschrankte 
Gebiete,  wie  die  Eombinatorik  im  engsten  Sinne  des  Wortes,  haben 
zeitweilig  die  Mathematik  voUig  beherrscht.  In  solchen  Zeiten  gehen, 
wie  die  Erfahrung  lehrt,  leicht  die  Friichte  frfiherer  Entwicklungs- 
perioden  verloren  und  miissen  spater  miihsam  wieder  von  neuem  ge- 
wonnen  werden. 

Wenn  wir  im  obigen  den  Versuch  gemacht  '  haben ,  die  Lehre 
Kants  von  den  synthetischen  Urteilen  der  Mathematik  weiter  auszu- 
fiihren  —  indem  wir  die  Tatigkeiten  der  Gruppierung  und  der  Auswahl 
bei  der  Gruppierung  zugrunde  legten  — ,  demnach  die  Mathematik  in 
ihrem  Streben  nach  neuen  Erkenntnissen  als  eine  Art  erweiterter 
Kombinatorik  hinzustellen,  die  sich  nicht  mehr  auf  farblose  Elemente 
beschrankt^  sondern  sich  auf  lebendige  Begriffe^  Methoden  und  Satze 
erstreckt,  so  liegt  es  nahe,  einige  Vergleiche  mit  andern  Wissenschaften 
zu  Ziehen,  wo  analoge  Stromungen  herrschen.  Man  denke  an  die 
Farbenlehre;  die  Physiologic  hat  nachgewiesen,  wie  die  imbegrenzte 
Mannigfaltigkeit  der  verschiedenen  Farbennuancen  durch  geeignete 
Mischung  einiger  weniger  Grundfarben  entsteht. 

Femer  sei  auf  die  Chemie  hingewiesen.  Es  fehlt  zwar  bisher 
der  vollige  Nachweis,  daB  die  Anzahl  der  Elemente  notwendig  eine 
begrenzte  sein  miisse,  da  ja  selbst  bei  Annahme  des  periodischen 
Systems  eine  zunehmende  Erweiterung  nach  oben  nicht  ausgeschlossen 
ware;  jedenfalls  ist  man  zurzeit  imstande,  die  weitaus  groBte  Anzahl 
bekannter  Verbindungen  durch  ^Gruppierung''  einer  verhaltnismaBig 
geringen  Anzahl  yon  Elementaratomen  in  befriedigender  Weise  zu  er- 
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zeugen.  Gewisse  phjsikalische  Erscheinungen  machen  es  sogar  wahr- 
scheinlichy  dafi  es  in  Wirklichkeit  nur  Elementaratome  einer  einzigen 
Art  gibt.  Wurde  die  Chemie  jamais  dahin  gelangen,  alle  Stoffe  in 
Atome  eines  einzigen  Urelementes  aufzulosen,  so  wiirde  sie  auch  das 
Ideal  einer  geometrisehen  „Kombinatorik*'  erreicht  haben,  ja  geradezu 
sich  mit  einer  solchen  decken.  Endlich  sei  es  auch  noch  gestattet^  auf 
manche  Ahnlichkeiten  der  Mathematik  mit  der  Darwinschen  Ent- 
wicklungstheorie  aufmerksam  zu  machen.  Hier  wie  dort  eine  un- 
begrenzte  Anzahl  von  Erzeugungsmoglichkeiten^  deren  maBlose  Wir- 
kung  durch  geeignete  Gruppierongsaaswahl  beschrankt  wird.  Der 
Kampf  ums  Dasein  lafit  sich  in  der  Mathematik  gerade  wegen  der 
scharferen  Umgrenzung  der  Einzelgebilde  besonders  deutlich  verfolgen. 
Bei  weitem  die  groBte  Mehrzahl  ^^neuer'^  BegriflFe  imd  Satze  erweist  sich 
als  nicht  lebensfahig,  weil  sie  entweder  zu  eng  oder  aber  zu  kompli- 
ziert  gefafit  sind,  zugunsten  weniger  bleibender^  die  nicht  ihr  Wesen 
von  fremden  zu  erborgen  brauchen,  sondem  selbst  die  Kraft  besitzen, 
sich  eine  eigene  Welt  zu  schafFen,  die  sie  als  Zentralsonnen  mit  Licht, 
Warme  und  Leben  erfiillen. 


Ober  eine  neue  einfache  und  vor  allem  einheitliche  Methode, 

die  Rauminhalte  der  Korper  zu  bestimnien,  deren  Querschnitts- 

funktion  den  dritten  Grad  der  Hohe  nicht  tlbersteigt, 

und  ihre  Verallgemeiuerung.*) 


Von 
J.  F1N8TERBU8CH  aus  Zwickau  i.  S. 


Meine  im  folgenden  entwickelte  Methode  der  Rauminhaltsbestim- 
mung  geht  in  gewissem  Sinne  aus  einer  Weiterbildung  des  Cava- 
lierischen  Prinzips  hervor  und  macht  auBer  diesem  nur  noch  vom 
Verhaltnis  ahnlicher  Korper  Gebrauch.  Sie  ftthrt  zur  Aufstellung  eines 
DoppelsatzeS;  der,  seiner  Einfachheit  und  bequemen  Handhabung 
wegen,  geeignet  ist,  von  Anfang  an  alien  Inbaltsbereclinungen  der 
elementaren  Stereometrie  als  Grundlage  zu  dienen,  und  also  einen  ein- 
fachen  und  vor  allem  einheitlichen  Aufbau  ihrer  Berechnungen 
ermoglicht,  den  die  meisten  Lehrbticher  leider  yermissen  lassen.**) 
Die  Methode  hat  bei  einmaliger  Anwendung  dieses  Doppelsatzes  den- 
selben  Geltungsbereich  wie  die  Simpsonsche  Formel;  nur  ist  sie  be- 
deutend  einfacher,   da  sie   entweder  nur  den  Mittelquersehnitt   oder 


*)  Yoiliegende  Aufzeichnnng  weicht,  wie  schon  ana  dem  Zusatz  in  der 
Cberschrift  hervorgeht,  inBoiem  von  dem  gebaltenen  Vortrage  ab,  als  ich  die  Be- 
8chi9;Dkung  der  Querscbnittsfunktion  auf  den  8^°  Grad  der  H&he,  welche  durch 
die  Kurze  der  Zeit  von  20  Minuten  geboten  war,  fallen  gelassen  babe.  Ich  glaube 
dazu  um  bo  mebr  berecbtigt  zu  sein,  als  in  der  dem  Vortrage  folgenden  Diskussion 
diese  Verallgemeinerung  zur  Sprache  kam.  Da  femer  die  sogenannte  mecbanische 
Quadratur  mebrfach  erwilbnt  wurde,  babe  ich  am  Schlusse  eine  einfache  Ableitung 
der  Gaufiscben  Formeln  und  einiger  anderdn  als  Anwendung  meiner  Metbode 
binzugefUgt. 

**)  Als  lOblicbe  Ausnabme  sei  z.  B.  Heinze-Lucke,  Genetiscbe  Stereo- 
metrie erw&bnt,  ein  Werk,  das  streng  einbeitlicb  angeordnet  ist,  da  alle  be- 
bandelten  K&rper  aus  einem  allgemeinen  ,,ZentralkOrper*^  abgeleitet  werden,  dcren 
Inbaltsbestimmungen  aber  nicbt  einfacb  nind,  da  die  Simpsonsche  Formel  be- 
nutzt  wird. 
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die  Randquersclmitte  bez.  irgend  zwei  aquidistantey  aber  nicht  beides 
als  bekannt  yoraassetzt.  Eine  n-malige  Anwendung  des  Satzes  ftlhrt 
zum  Beweise  der  allgememen  ^Summenfonnel^.  Die  Methode  gestattet 
einen  imd  deneelben  Korper  auf  verschiedene  Arten  zu  berechneiiy 
unter  denen  natiirlich  immer  eine  den  Yorzug  yerdient.  Die  allgemein 
iibliche  Archimedische  Kugelberechnung  z.  B.,  die  sich  auch  aus  meiner 
Methode  ergibt,  ist  nicht  die  einfachste,  welche  moglich  ist,  da  sie  den 
Kegelinhalt  als  bekannt  yoraussetzt. 

Zur  Begriindung  meines  Doppelsatzes  konnen  yerschiedene  Wege 
eingeschlagen  werden.  Bei  Beschrankung  auf  Korper  zweiten  Grades, 
Uber  die  ja  yiele  Lehrbiicher  nicht  hinausgehen,  kann  der  Satz  f&r  die 
gleichachsigen  Korper  (Kugel  und  gleichseitige  Hjperboloide)  bewiesen 
iind  dann  seine  Giiltigkeit  durch  affine  Transformationen  (sei  es  durch 
Reliefprojektion,  wie  man  die  affine  Verkiirzung  oder  Verlangerung  in 
der  Hohenrichtung  nennen  konnte,  sei  es  durch  affine  Verschiebuug 
der  Querschnitte  in  ihren  Ebenen)  auf  die  allgemeinen  Korper  zweiten 
Grades  ausgedehnt  werden.  Auch  fiir  die  Prismatoide  mit  ebenen 
oder  windschiefen  Seitenflllchen,  welche  hierher  gehoren,  lafit  sich  der 
Doppelsatz  leicht  rein  geometrisch  mit  Hilfe  der  zugeordneten  Pyra- 
mide  beweisen. 

Ich  wahle  im  folgenden  den  algebraischen  Weg,  weil  nur  dieser 
gestattet,  den  Doppelsatz  in  seiner  allgemeinsten  Form  au&ustellen. 

1.  Der  Untersuchung  werden  solche  Korper  unterworfen,  die  durch 
eine  jede  zur  St;-Ebene  parallele  Ebene  in  der  beliebigen  Entfemung  g 
geschnitten,  einen  Querschnitt  Q;-  besitzen,  der  durch  die  ganze  Funktion 

<?.  =  Ao  +  A,5  +  A,£»  +  A,g»  +  ■  •  •  +  A,„r" 

dargestellt  wird.    Ein  solcher  gemischter  Korper  m^^  Grades  kann 

auch   als  Summe   von   ///  +  1   Reinkorpern   0*®"   bis  wi*^"  Grades  auf- 

gefaBt  werden.    Durch  eine  Koordinatenverschiebung  langs  der  J-Achse 

werden    samtliche   Koeffizienten   mit  Ausnahme   des   hochsten  A„    ver- 

fit 

andert,  wodurch  unter  Umstanden  eine  wesentliche  Vereinfachung  der 
Funktion  erzielt  wird. 

2.  Eine  besondere  Beachtung  verdienen  hierbei  unter  den  Korpem 
m  =  2w*®"  Grades  die,  deren  Querschnittsfunktion  durch  eine  gewisse 
Koordinatenverschiebung  k  in  eine  solche  iibergefuhrt  werden  kann, 
die  ausschlieBlich  gerade  Potenzen  von  z  =  ^  —  k  enthalt.  Ein  solcher 
Korper  soil  Zentralkorper  und  die  Ebene  £  =  A*  seine  Zentralebene 
genannt  werden.  In  bezug  auf  letztere  besitzt  der  Korper  in  je  zwei 
iujuidistanten  Ebenen,  also  in  den  Hohen  5  =  A*  ±  ;?,  gleiche  Quer- 
schnitte.    Daraus  folgt,    daB   eine  Zentralschicht,    d.  h.   eine   solche. 
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deren  mittlere  Ebene  zugleich  Zentralebene  des  Korpers  ist^  durch  die 
Zentralebene  halbiert  wird. 

3.  Soil  Q  die  Querschnittsfunktion  eines  Zentralkorpers  2n}^ 
Grades  sein,  so  miissen  zwischen  k  und  den  Eoeffizienten  (ausgenommen 
Aq)  —  den  n  verschwindenden  neuen  Koeffizienten  A  mit  ungeraden 
Indizes  gemafi  —  n  leicht  abzuleitende  Bedingungsgleichungen  bestehen. 
Wird  aus  der  letzten 

k  berecknet  und  in  die  iibrigen  eingesetzt,  so  ergeben  sich  n  —  1 
Bedingungsgleichungen;  welchen  die  urspHinglichen  2m  Koeffizienten 
^9  ^}  "'}^n  geniigen  mfissen,  wenn  nach  Substitution  von  ^^k  -{-  js 
die  Querschnittsfunktion  libergehen  soil  in 

Q^A^  +  A,0^  +  ^^^  +  . . .  +  A^yn^ 

4.  Nach  diesen  Yorbemerkungen  gehen  wir  an  unsere  Aufgabe, 
den  Bauminhalt  eines  gemischten  Korpers  m^  Grades  zu 
bestimmen.  Um  die  Rechnung  moglichst  kurz  und  einfach  zu  ge- 
stalten,  wahlen  wir  die  Mittelebene  des  Korpers  von  der  Hohe  h 
zur  a;y-Ebene.  Der  zu  berechnende  Korper  2n**'  oder  2n  +  1*^ 
Grades,  je  nachdem  ^^^^  =»  0  ist  oder  nicht,  hat  dann  in  drei  aqui- 
distanten  Ebenen  0  ^  +  z,  0,  —  z  die  Querschnitte 

Q,    ^A^  +  A,z  +  A,z'  +  Ay  +  • . .  +  A^y-  +  ^«+i^'«+^ 

FUr  die  halbe  Querschnittsumme  in  je  zwei  aquidistanten  Ebenen  zur 
Mittelebene  ergibt  sich  demnach 

woraus  ohne  weiteres  folgt:  Eine  Korperschicht  2n**"  oder  2n  +  1**° 
Grades  hat  denselben  Rauminhalt  wie  eine  Zentralschicht 
eines  Zentralkorpers  2n**"*  Grades  von  gleicher  Hohe.  In 
diesem  Satze  ist  zugleich  die  Reduktion  des  Korpers  2w  +  1**** 
Grades  um  einen  Grad  ausgesprochen. 

Ganz  dasselbe  gilt  auch  von  der  Differenz  oder  Summe  gleich- 
hoher  Schichten  zweier  Korper  I  und  U,  denn  fUr  ihre  Querschnitt- 
funktionen  (^  und  Q"  folgt,  wenn  A^  ^  A^'  durch  Q^  T  Q^'  ersetzt 
wird, 

V«rfa.  d.  m.  Intomat.  BUthem.-Kongr.    Heidelberg  XWH.  44 
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5.  Wahlen  wir  den  zweiten  Kdrper  so^  dafi  entweder  die  Gleichungen 

(D)        j,'-j,"-o,  ^;-A"-o, ...,  ^.-j;,-o 

Oder 

(S)        ^'  +  v-o,  ^'  +  ^;'-o, ...,  ^;,  +  ^.-o 

bestehen,  und  bilden  dann  die  Differenz  der  Eorper;  den  D-Eorper,  oder 
ihre  Somme^  den  S-Koifer,  so  gilt  f&r  die  drei Differenzen  oder  Sammen 
der  Querschnitte  der  Eorper  I  and  II ,  d.  h.  ffir  die  drei  Querschnitte 
des  D-  oder  S-Eorpere,  die  wir  kurz  beztlgL  mit  6f,,  Gq,  G_,  be- 
zeichnen  wollen: 

d.  h.:  In  einem  D-  oder  S-Edrper  ist  die  halbe  Snmme  der 
Querschnitte  in  je  zwei  aquidistanten  Ebenen  zur  Mittel- 
ebene  gleich  dem  Mittelschnitt.  Ftlr  den  Rauminhalt  eines  solchen 
Eorpers  von  der  Hohe  h  erhalt  man  daher  ohne  weiteres 

(D,S)        F-6?o*-|(G,+  G.,)*-|(6?*^G_*)fc, 

d.h.  den  Doppelsatz:  Der  Rauminhalt  eines  D-  oder  iS-Eorpers 
ist  gleich  einem  Zylinder  von  gleicher  Hohe,  dessen  Grund- 
flache  gleich  dem  Mittelschnitt  oder  gleich  der  halben  Summe 
zweier  aquidistanter  Schnitte,  insonderheit  der  beiden  Be> 
grenzungsschnitte  ist. 

6.  Diese  Satze  enthalten  einen  wichtigen  Sonderfall,  den  wir  nicht 
unerwahnt  lassen  konnen.  Erstrecken  sich  namlich  obige  Bedingangs- 
gleichungen  (5)  auch  auf  die  Eoeffizienten  mit  ungeraden  Indizes, 
unterliegen  daher  die  Eoeffizienten  der  Querschnittsfanktionen  den  Be- 
dingungen 

(D*)   a,'-a,"  =  o,a,'-a,"  =  o,a;-a,"^o,...,a^-ai  =  o 

oder 

(S*)      ^/  +  ^"  =  0,J,'  +  ^"  =  0,A'  +  ^"  =  0,...,^„+^-O, 

80  folgt  die  einfachere  Beziehung 

(;,=,&,=.  Go  =(?_,-»_  A, 

Y  « 

d.  h.:  In  einem  D*-  oder  S*-E6rper  sind  alle  dem  Mittelschnitt 
parallele  Querschnitte  einander  gleich,  und  mithin 

V^G^h^GJi^G^h 

s 

Der  D*-  oder  S*-E6rper  und  der  raumgleiche  Zylinder  sind 
also  Cavalierische  Korper. 
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7.  Sind  insbesondere  I  and  U  Schichten  von  Zentralkorpern^  so 
folgt,  da  ihre  Koeffizienten  den  Bedingungen  ^i«_i  T  ^^n-i  =  ^  und 
A'^^T-  A'^^  =  0  geniigen,  nach  (3)  far  die  Entfemungen  Uirer  Zentral- 
ebene  von  der  a;y-Ebene  Jc'  =  Jc'\  d.  h.:  Der  Sonderfall  D*  oder  S* 
findet  bei  Zentralkorpern  nur  dann  statt^  wenn  diese  eine 
gemeinsame,  der  a:y-Ebene  parallele  Zentralebene  haben.  let 
A^  =  A^"  =»  0,  A^'  =  J^"  =  0,  •  •  •,  A^^^i  =  ^2n-i  ==  ^«  so  fallt  diese 
mit  der  a:^-Ebene  selbst  zusammen. 

8.  Kehren  wir  zur  allgemeinen  Untersuchung  zortick.  Unsere 
Aufgabe  ist  nun,  den  Raominhalt  eines  der  beiden  Korper  mit  Hilfe 
des  andem  zu  bestimmen.  Ist  die  Querschnittsfdnktion  vom  0^  oder 
1***^  Grade,  so  ist  ein  Hilfskorper  tiberfltlssig,  da  Korper  I  allein 
schon  den  oben  aufgestellten  Formeln  D  bez.  S  geniigt.  Ist  die  Funktion 
dagegen  vom  2^"  oder  von  hoherem  Ghrade^  so  unterliegt  der  Hilfs- 
korper n  aofier  den  Bedingungen  (5)  jedenfalls  der  weiteren,  dafi 

(a)  entweder  das  Yerhaltnis  seines  Inhaltes  zum  Korper  I^ 

(b)  oder  sein  Inhalt  selbst 

von  vomherein  feststeht.  Wir  werden  noch  zu  untersuchen  haben,  ob 
und  wie  weit  sich  diese  neue  Bedingung  (a)  oder  (b)  mit  den  unter 
(5)  aufgestellten  vereinigen  lafit.  Jetzt  werde  die  Moglichkeit  voraus- 
gesetzt.  Der  Fall  (b)  scheidet  vorlaufig  aus,  da,  um  die  Beinheit  der 
Methode  zu  wahren,  der  Rauminhalt  des  Hilfskorpers  ebenfalls  als  un- 
bekannt  anzusehen  ist.  Dies  gilt  zwar  auch  im  Falle  (a),  in  dem  jedoch 
beide  Korper,  da  ihr  Raumverhaltnis  v  feststehen  soU,  durch  einander 
ausgedriickt  werden  konnen  (I  =*  i^II).  Unsere  Methode  zerfaUt  dem- 
nach  in  zwei,  von  denen  Methode  (a),  weU  sie  auf  die  Inhaltsbestimmung 
eines  Korpers,  eines  Yielfachen  von  I  oder  U,  hinauskommt,  zunachst 
in  Betracht  zu  ziehen  ist,  wahrend  Methode  (b)  erst  dann  Anwendung 
findet,  wenn  mit  (a)  der  Rauminhalt  des  geeigneten  Hilfsk5rpers  ge- 
wonnen  worden  ist. 

9.  Aus  einem  Korper  I  kann  nun  dadurch  ein  anderer  11  von 
vorgeschriebenem  Inhaltsverhaltnis  hergeleitet  werden,  dafi  eine,  zwei 
oder  alle  drei  Koordinaten  in  vorgeschriebenen  Yerhaltnissen  verandert 
werden:  x'  ==  e^x",  y  =  f^y",  /  ==  £,/'.  Dies  fQhrt  auf  affine  und 
insbesondere  ahnliche  Verwandtschafk.  Von  den  verschiedenen  Mog- 
liehkeiten,  die  sich  hier  bieten,  je  nachdem  sich  die  Yeranderung  auf  e 
oder  Q  allein  oder  auf  beide  erstreckt,  empfiehlt  sich  als  das  einfachste 
und  naturgemafieste  die  Ahnlichkeit  heranzuziehen  und  zwar  Q  und  z 
so  zu  verandem,  dafi  zwischen  beiden  Korpem  die  Beziehungen  bestehen 

44* 
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(a)  eakweder     (/  —  f*^'     and    /  =  ^j'' 

(/J)  Oder  </^  i^    nnd    i  ^  ti". 

10,  Nor  om   ons  kim  aosdrficken  za  kdnnoi.  dmken    wir   ans 
Mimtliebe  Quendmitie  det  Korpen  I  and  II  rerwinddt 

(a)  eakweder  in  ihnliche  and  ahnlich  liegende  Figoren  (Q^^C^^ 
mii  der  ^-Achie  als  gemeinsamer  AhnlichkeitBliniey 

(fi)  oder  in  Bechtecke  Ton  konstanter  Breite  {Q=^C^t)j  deren 
eine  yariable  Seite  die  AbsziMe  x  isi 

Daa  eine  oder  andere  ist  ja  bei  Tielen  der  za  antersacbenden  Korper 
obnebin  scbon  der  FalL  Die  bo  yerwandelten  Korper  I  and  II  sind 
dann  gleicbbohe  Scbicbten,  die 

(a)    entweder  abnlicben  Korpern^ 

(fi)  oder  Zylindern  mit  abnlicben  Grandflaeben  (in  der  xjer-Ebene) 
angebdren. 

In  letzterem  Falle  reduziert  sich  die  Kubator  des  Korpers  aof  die 
Qnadratur  der  Qrundflache.*) 

11.  Jede  durch  die  ^sr-Achse  gehende  (insbesondere  die  2:i:-)Ebene 
scbneide  die  Oberflacbe  des  Korpers  in  einer  Meridiankarve.  Deren 
Gleicbung  folgt  dann  aus  den  beiden  Ausdrdcken  far  den  Querscbnitt 

(a)  Q^^c^x' ^  A^  +  A^z  +  A^0^  +  '  "  +  A^sT 

(fi)       Oder     Q,=  C^x  -^A^  +  A^g  +  A.z^  +  ^-'  +  A^^. 

Die  abnlicben  Meridianknrven  zweier  Korper,  die  obigen  Bedin- 
gungen  (a,  a)  oder  (a,  ft)  geniigen,  haben  im  allgemeinen  den  Koordi- 
nutenanfangspunkt  nicbt  zum  Ahnlicbkeitspunkt;  es  ist  daher  fiir  I 
eine  Verschiebung  dieser  Kurve  langs  der  j8?-Achse  und  fiir  11  eine 
ilbnliche  Transformation  erforderlicb,  d.  b.  in  vorstehender  Gleicbung 
sind  die  Substitutionen  x  Jc -{- z  iind  ex'lsz  fUr  x\z  vorzunebmen. 
Hezogen  auf  dasselbe  Acbsenkreuz  erhalten  wir  als  Querschiiittsfonk- 
tionen  und  Meridiankurven  der  Korper  I  und  11  entweder 


« \l 


C^x"*  =-  e-*A^  +  B-^AiZ+  A^e*  +  eA^e'  +  ■  ■  ■  +  s'^-'A^g^ 


^.  --.f;,*'*  - A,  +  A,{k+z)  +  A^(k+ey  +  A,{k+ef  +  -..  +  A„{k+e)' 

Q." 

oder 

Q:  --C\x'  ^A^  +  A,(k+B)  +  A,ik-\.zy  +  A,(k+ey  +  ---  +  A^{k-^ji)' 
^^^    \  Q"  ^:  C\  x"  -  f-  %  +  ^, «  +  f  ^  ^*  +  fM,£r»  +...  +  «"•-  M.  «». 


*)  K»  eutgprecbon  sich   also  immer  ein  atereometriscbes  und  ein  planimetri- 
■vliM  rroblom,  x.  B.  die  Kubatur  des  Kegels  und  die  Quadratur  der  Paiab«l. 
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12.  Sollen  nach  Methode  (a)  Korper  I  und  II  ein  bekanntes  Ver- 
baltnis  haben^  so  geniigt  nicht,  dafi 

(a)     die  Kaumgebilde^  denen  I  und  U  als  Scbichten  gleicher  Hohe; 
(P)     die  Meridiankuryezi;   denen   die    Gnmdflachen   von   I   und   U    als 
Streifen  gleicher  Hohe 

angehoren,  ahnlich  sind^  sondem  diese  selbst  miissen  abnlich  sein 
oder  aus  einander  ahnlichen  Teilen  besteben.  Ersteres  ist  aber 
nicht  zu  brauchen,  da  der  gleichen  Hohen  zufolge  e  =  I  und  mithin 
I  —  II  =  0  sich  ergeben  wiirde,  Vielmehr  muB  ein  Korper,  z.  B.  II, 
aus  mehreren,  am  einfachsten  aus  zwei  raumgleichen  Scbichten  gleicher 
Hohe  eines  Raumgebildes  besteben,  d.  h.  ein  Zentralkorper  sein.  Es 
folgt  daher:  Korper  11  ist  die  Zentralschicht  von  der  H6he  A, 
Korper  I  mithin  die  halbe  Zentralschicht  voir  gleicher  Hohe. 

Die  Verschiebung  ist  k  =  - ,  das  Ahnlichkeitsverhaltnis  «  =  2  und 

zwischen  I  und  II  besteht  nach  (10) 

(a)  entweder     I  =  2'.Yn  =  4n 

(/3)  Oder  I  =  2*.2n  =  2U. 

Die  Querschnittsfunktionen  und  Gleichungen  der  Meridiankurven 
unserer  ahnlichen  Zentralkorperschichten  2n^^  Grades  sind  denmach 
entweder 


(«) 

oder 


Q:'  s  C,x"  -  \  A>+2A^z*  +  8  jy  +  • .  •  +  2»- '  A,y. 


%n 


13.  Nunmehr  konnen  wir  die  Frage  (8)  beantworten,  inwieweit 
die  Koeffizienten  vorstehender  Gleichungen  mit  den  frtiheren  Bedin- 
gungen  (5j  in  Einklang  zu  bringen  sind.  Selbstverstandlich  mufi  vor- 
her  Of  nach  Potenzen  von  is  geordnet  werden.  Da  die  Koeffizienten 
mit  gleichen  Indizes  immer  im  Vorzeichen  libereinstimmen,  kommen 
nur  die  Bedingungen  fOr  7>- Korper  (nicht  S- Korper)  in  Betracht. 

Beginnen  wir  mit  m  =»  2n  =  2.  Aus  yorstehenden  Gleichimgen 
folgt  entweder 

(«)  A'  -  ^S"  -  ^7 
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welche  init  der  frfiheren  einen  Bedingung  (5)  ohne  weiteres  dberein- 
stimmt,  und  also  D  =  l  —  n=»31I  liefert,  oder 

(/J)  ^'  =  ^,       ^"  =  2  J,, 

was  mit  der  friiheren  dann  im  Einklang  steht,  wenn  ()[  doppelt  ge- 
Dommen  wird,  und  D  =  2I  —  II==3II  ergibt.    Hierbei  sind  die  Korper 

21   und     -11  ahnlich,   wenn  bei  I, die  Breite  verdoppelt  wird.     Wir 

baben  also  zunachst  das  Resultat:  Mit  Methode  a  konnen  Zentral- 
schicbten  von  Korpern  zweiten  Grades  berecbnet  werden. 

14.  FUr  hobere,  2n^^  Potenzen  sind  n  voneinander  unabbai^;ige 
Bedingungen  zugleich  zu  erftlUen,  was  nicbt  raoglicb  ist.  Durch  Ver- 
yielfachung  des  Korpers  1  lafit  sicb  jedocb  aucb  bier  (wie  Yorbin 
unter  (/J))  die  tibereinstimmnng  der  bocbsten  Koeffizienten  erreicben, 
und  dies  ist  wertyoll,  weil  dann  durcb  Bildung  eines  Differenz- 
korpers  der  Grad  urn  2  erniedrigt  wird.  Ffir  die  bocbsten 
Koeffizienten  der  Querscbnittsfunktiouen  der  Korper  1<**^  und  n<*") 
lautet  die  alte  Bedingung  (5) 

und  die  neue  (12)  entweder 

(«)  ^.  =  ^.    ond    ^;.-2»-%, 

Oder 

(,8)  An  =  An    «nd    ^;.  =  2«-%.; 

far  den  entstebenden  DiflFerenzkorper  2)(*"-*)  erbalten  wir  daber  entweder 

(a)     ZK2«-«)  =  2*"-*P")  —  IP")  =  ^-'*^^  .  !(«»)  =  (2*''  —  1)  •  II^-") 

oder 

(/3)    Z^'"-')  =  2^''-4(*«)  —  n^^")  =  — ^— - .  P")  =  (2*'*  —  1)  •  1¥^*'\ 

Durcb  wiederbolte  Anwendung  dieser  Rekursionsformel,  indem 
wir  D^^**~^^  als  den  neuen  Korper  II^*"-*)  betracbten  usw.,  gelangen 
wir  zu  dem  Resultat:  Zentralscbicbten  von  Korpern  2fi^  Grades 
konnen  durcb  n-malige  Anwendung  der  Metbode  (a)  berecbnet 
werden. 

15.  Hiermit  ist  unsere  Aufgabe  eigentlicb  gelost^  da  nacb  (4) 
jeder  Korper  2n**"  oder  2n  +  1**°  Grades  als  Zentralscbicbt  eines  ge- 
mischten  Zentralkorpers  2n*^  Grades  dargestellt  werden  kann.  Es 
bandelt  sicb  nur  nocb  darum,  die  Kubatur  wirklicb  auszuftibren  und 
zwar  zunachst  an  den  Reinkorpern  2n  —  1^°  und  2n^  Grades.  Dies 
soil    durcb   Induktion    gescbeben.     Wir   baben   demnacb   zu    beweisen. 
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daB,  wenn  ein  Reinkorper  von  der  QuerBchnittsfunktion 
Q  ^  Ap^y  w  =  0,  1,  2,  •  •  •,  2n  —  2  Yorausgesetzt,  die  Inhalts- 
form  el 

''f-o  =*  w+1  "=    m  +  1. 

hat,  diese  auch  noch  ftlr  m  »  2n  —  1  und  m  =  2n,  also  allge- 
mein  gilt 

Beweis  fttr  w«2n- 1.    Ist   Q  =^  At**""^  ^  A{k  +  eY''"^    und 
h  =-  2ky  80  folgt  nach  (4) 

also  der  Voraussetzung  gemafi 

Kr.-2^*..(.+rr')i+cv')i+-+e:ij),^)- 

Nun  ist 

I     X      )x+l  ""2nU  +  lJ' 
folglich 

»';:-.-M?ir.")+(V)+r.")+-+(..-.)i- 


Unter  BerQcksichtigung  der  Identitat 
ergibt  sich 

Beweis  fiir  m^2n.  Die  Anwendung  unserer  Bekursionsformel 
(14,  a)  auf  den  zu  berechnenden  Reinkorper  F(=»  der  halben  Zentral- 
schicht  I)  vom  Querschnitt  Q  ^  A^*'*  =^  A(k  +  2)^"  und  der  ahnlichen 
Zentralschicht  II  vom  Querschnitt  ^- =  2^'*-*M0*''  (vergleiche  12,  a) 
ergibt  fQr  den  Querschnitt  G  des  Differenzkorpers  !)(**•--) 

und  demnach  ffir  seinen  Inhalt  /)(•"-*)=.  2*"""  *I  —  II  oder 


und  endlich 
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Wird  in  der  Klammer  \V)-~^=^^  hinzugefiigt  und  wie  vorhin 
berttckflichtigt,  daB  (Y")  x^i^  ^iT+i  GVi^)  ^®*^  ^^  ^^^ 

^.K;:!._!!!-^--".{f»+V(»+')+...+(i;i;)+g:+;)-.j 

Bei  Ariwendung  der  Reknrsionsformel  (/3)  wUrde  sich  der  Beweis 
fast  ebenso  gestaltet  haben. 

Da  mm  fiir  die  Reinkorper  0***°  bez.  I****  Grades  von  der  Quer- 
schnittsfunktion  Aq  bez.  A^^  der  Inhalt 

der  Formel  geniigt;  so'ist  damit  ihre  allgemeine  Giiltigkeit  fiir  Rein- 
korper bewiesen.*) 

16.    Mithin  hat  auch  ein  gemischter  Eorper  vom  Querschnitt 

und  der  Hohe  h  den  Inhalt 

rl2l  -  A*  + 1  Ah*  +  i-  ^A»  + . . .  +  ^  ^„A»+i, 

oder  in  anderer  Form:   Ein  gemischter  Korper  2n}^^  bez.  2n  +  1*^ 
Grades  vom  Querschnitt 

Q^A,  +  A,z  +  A^'  +  ---  +  A^y"  +  ^,+,^»"+» 

und  ebenso  eine  Zentralschicht  2w*^  Grades  vom  Querschnitt 

und  der  Hohe  h  ==  2A;  hat  den  Inhalt 

♦)  Eine  viel  kiirzere  elementare  Ableitung  dieser  Formel,  auch  fur  gebrochene 
und  negative  Exponenten,  gebe  ich  in  meiner  Abbandlung:  ,,Cber  die  Quadratur 
hCberer  Parabeln  und  Hyperbeln  und  die  Kubatur  solcher  KOrper,  die  diese  Kurven 
zu  Meridiankurven  haben/*  Daselbst  entwickle  ich  auch  eine  neue,  uberraschend 
einfache  Methode  der  Quadratur  der  gew6linlichen  Hyperbel.  XXXII.  Jahres- 
bericht  des  Vereins  far  Naturkunde  zu  Zvrickau  i.  S.  1902,  Druck  von  B.  6.  Teubner 
in  Leipzig,  1905. 
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17.  Hiermit  ist  eine  aUgemeine  Inhaltsformel  gewonnen,  und  es 
scheint  nunmehr  die  Methode  (a)  selbst  ihren  Zweck  erfiillt  zu  haben, 
und  die  noch  zu  behandelnde  Methode  (b),  die  Inbaltsbestimniung 
eines  Korpers  mit  Hilfe  eines  bekannten  Korpers,  Uberhaupt  iiberfliissig 
geworden  zu  sein.  Dem  ist  jedoch  nicht  so.  Piir  einen  Korper  hoher 
Potenz  ist  es  allerdings  geraten,  ilin  nach  eben  entwickelter  Formel 
direkt  als  algebraische  Summe  von  Reinkorpeni  zu  berechnen^  wie  es 
ja  die  Integralrechnung  auch  tut;  fiir  einen  gemischten  Korper  1^^ 
oder  2*^  Grades  dagegen  ist  es,  wie  an  einigen  Beispielen  gezeigt 
werden  soU^  iiberraschend  einfacher,  ihn  als  einen  einzigen  aufisufassen 
—  darin  liegt  das  wesentlich  Neue  —  und  nach  Methode  (a)  oder  (b), 
also  indirekt  mit  Hilfe  eines  D-  bez.  5- Korpers  zu  bestimmen.  Vor 
alien  Dingen  umgeht  man  auf  diese  Weise  schon  die  Aufstellung  der 
Querschnittsfunktion,  denn  als  Bestimmungsstilcke  sind  gewohnlich  aufier 
der  Hohe  h  nicht  deren  Konstanten  Aq,  Ay,  A^j  sondem  ein  oder 
zwei  Querschnitte  selbst  und  eine  die  Gestalt  der  Meridiankurve  be- 
stimmende  Grofie  gegeben. 

Methode  (a)  kann  nach  (13)  nur  fQr  zentrale  Schichten  in  Frage 
kommen.  Diese  lassen  sich  aber  auch,  wie  es  f&r  nicht  zentrale  aus- 
schiiefilich  der  Fall  ist,  nach  Methode  (b)  finden.  Alle  hierher  ge- 
horenden  Berechnungen  —  nach  (4)  auch  die  von  Korpern  dritten 
Grades  —  konnen  mit  Hilfe  eines  einzigen  bekannten  Korpers  zwei  ten 
Grades,  z.  B.  des  Reinkdrpers  2^*^  Grades,  also  entweder  {a)  des  Kegels 
oder  (/3)  des  parabolischen  Zylinders,  der  die  ;?-Achse  zur  Scheitel- 
tangente  hat,  ausgefUhrt  werden.  Dies  ist  aber  nicht  immer  die  ein- 
fachste  Berechnungsart. 

18.  Auf  die  Korper  ersten  und  zweiten  Grades  soil  nun  naher 
eingegangen  werden.    Die  Meridiankurve 

(a)  C,x*  ^A^  +  A^z  +  A^z^ 

oder 

(/J)  CyX  ^A^  +  A^z  +  A^z^    . 

eines  gemischten  Korpers  ersten  oder  zweiten  Grades,  je  nachdem  ^^  =»  0 
ist  oder  nicht,  stellt  mit  Ausnahme  (/3J  einen  Kegelschnitt  dar  und 
zwar,  wenn 

(aj     -4j  =  0  Parabel  Pj,  deren  Achse 

(oj)    -4,  >  0  und  -4q  >  0  Hyperbel  fij,  deren  Neben- 

achse  die  jer-Achse  ist, 

-4o  <  0  „         If,,  deren  Haupt- 
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(a,)     A^>  0  und  -4^  =  0  Geradenpaar  H^^,  dessen     \ 

eine  Winkelhalbierende         i  die  jcr- Achse  isi, 
A^<0  und  ^  >  0  Ellipse  E,  deren  eine  Achse) 
-4^<0  imag.  Ellipse  ^^, 
(/Sj)     -4,  =  0  Gerade, 

(/3i)     ^3^0  Parabel  P^,  deren  Achse  der  x- Achse 

parallel  lauft. 

Laufen  die  parallelen  Querschnittsebenen  keiner  Achse  des  Meridian- 
kegelschnitts  parallel,  so  bedeuten  a  und  c  konjugierte  Durchmesser, 
and  als  Koordinatensystem  ist  das  schieiVinklige  zu  betrachten,  dessen 
J? -Achse  die  Richtong  von  c  hat. 

19.  Sind  a  und  c  die  Halbachsen  oder  konjugierte  Halbmesser 
des  Kegelschnitts,  so  ist  fiir  die  Ellipse  oder  Hyperbel 

Alle  Meridiankurven  einesKorpers  gehen  durch  dieselben 
reellen  oder  imaginaren  Punkte  der  jer-Achse,  stimmen  also 
im  Mittelpunkte  und  dem  Halbmesser  c  ttberein,  wie  leicht  daraus 
gefolgert  werden  kann,  dafi  alle  Meridiankurven  dieselben  Koef&zienten 
Aq,  A^y  A^  haben^  und  nur  Q  sich  andert. 

Die  Korper  selbst  sollen  nur  nach  ihren  Meridiankurven  als 
parabolische^  elliptische  und  hyperbolische  Schichten  erster 
oder  zweiter  Art  bezeichnet  werden;  die  Gestalt  der  untereinander 
ahnlichen  Querschnitte  kommt  hierbei  gar  nicht  in  Betrachi  Die 
hyperbolischen  Schichten  besitzen  einen  Asymptotenkegel, 
dessen  Querschnitte  denen  der  Schicht  ahnlich  sind.  Die 
Mantelflache  einer  Schicht  gehort  im  besonderen  einer  Flache  zweiter 
Ordnung  an,  wenn  die  ahnlichen  und  ahnlich  gelegenen  Querschnitte 
ebenfalls  Kegelschnitte  sind,  deren  Mittelpunkte  auf  der  ;er-Achse  liegen. 

20.  Nach  (11)  stimmen  nun  zwei  ahnliche  Meridiankurven  fBr 
jedes  Ahnlichkeitsverhaltnis  €  (iberein:  in  den  Vorzeichen  von  A^'  und 
Aq',  femer  in  den  Koeffizienten  Cj'  =  Q"  ^^^  -^'  =  -^' •  Letztere 
beide  Gleichungeu  werden  auch  von  zwei  ahnlich-konjugierten 
Hyperbeln  fi"/  und  if,"  (d.  h.  solchen,  von  denen  jede  der  konjugierten 
der  andem  ahnlich  ist)  befolgt,  aber  A^'  und  A^"  haben  verschiedene 
Vorzeichen.  Da  nach  (5)  ein  D-Korper  nur  an  die  Bedingung 
A^'  —  A^'  ^  0  gebunden  ist,  so  kann  er  entweder  durch  2  elliptische 
oder  durch  2  hyperbolische  Schichten  gleicher  oder  verschiedener  Art 
hergesteUt  werden.  Filr  einen  S- Korper  ist  A^'  +  A^'  —  0  Bedingung; 
A^  und  A^'  haben  demnach  verschiedene  Vorzeichen,  und  seine  Her- 
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stellung  erfordert  also  eine  elUptische  und  eine  hyperbolische  Schicht 
erster  oder  zweiter  Art.     Aus  obigen  Bedingimgen  ergibt  sich  daher 

A*  A" 

in  alien  Fallen,  abgesehen  vom  Vorzeiclien:  ^  »  ^^j  a^o  die  Gleich- 

heit   der   Verhaltnisse   entsprechender   konjogierter  Durchmesser  ^   ins- 
besondere  der  Aclisen. 

Der  Doppelsatz  (5)  kann  daher  f&r  Kdrper  zweiten  Grades  wie 
folgt  ansgesprochen  werden: 

Der  jD-Korper  zweier  elliptischer  oder  zweier  hyperboli- 
scher  Schichten  gleicher  oder  verschiedener  Art 

Der  iS-Korper  einer  elliptischen  und  einer  hyperbolischen 
Schicht  erster  oder  zweiter  Art 
von  gleicher  Hohe^  deren  parallele  Querschnitte  einander 
ahnlich  sind,  und  deren  entsprechende  Meridiankurven  in 
den  Yerhaltnissen  der  gleichgerichteten  Achsen  tlberein- 
stimmen;  ist  gleich  einem  Zylinder  von  gleicher  Hohe^  dessen 
Grundflache  gleich  dem  Mittelschnitt  oder  der  halben  Summe 
zweier  aquidistanten,  insonderheit  der  beiden  Begrenzungs- 

Bchnitte  des  I  o  Tr~  1  is*- 

liS-Korpers  J 

Laufen  im  besonderen  die  Begrenzungsebenen  der  Schich- 
ten   der    Zentrale    der    Meridiankurven    parallel,    so    ist    der 

I  ^^  ^     ^     I  ein  Cavalierischer  Korper  des  Zylinders,  da  in 

dieseth  Falle  alle  parallelen  Korperschnitte  einander  gleich 
sind. 

21.  Um  die  Einfachheit  der  Methode  zu  zeigen,  mogen  nun  einige 
Beispiele  folgen,  in  denen  wir  uns  auf  den  Fall  beschranken,  daB  die 
parallelen  Querschnitte  senkrecht  auf  der  Halbachse  c  stehen.  Soil 
jedoch  allgemein  c  nur  ein  konjugierter  Halbmesser  vom  Neigungs- 
winkel  (o  gegen  die  rry-Ebene  sein,  so  ist  in  den  betreffenden  Formeln 

c  bez.  Fo  durch  c  sin  cd  bez.    .J-  zu  ersetzen. 
"  8in*w 

Zunachst  Berechnungen  nach 

Methode  a.  Hier  handelt  es  sich  immer  um  Aufstellung  eines 
jD-Korpers,  der  mit  D^  oder  D^  bezeichnet  werden  soil,  je  nachdem 
Methode  (a,  ci)  oder  (a,  fii)  zugrunde  gelegt  wird. 

Kegel  (="  I),  gegeben  durch  (j[h^  —  G  und  Hohe  A.  Hilfskorper  II 
ist  ein  Doppelkegel. 
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Die  Mittelschnitte  siiid  Q^  ='-7-  G  and  Q^'  =>  0.  Dann  ergibt 
Bich  D„  =  I  -  II  =-J- 1  =  (^0'  -  Co")*  -=  T  ^*  "^^  "^ 

Elliptischer  Vollkorper  (=  II),  gegeben  darch  Q^'  =  G  und 
h='2c.  Hilfskorper  I  ist  ein  halber  elliptiBcher  Vollkorper.  Die 
Randschnitte  Bind  ^L.  =  4G,  ^c  =  0  nnd  ^I.  =  ^;=  0. 

Z)„=  I  _  n  -  311  -  («'---^V+M=^  .  A  =  4Gc 

Im   Sonderfall   des   EllipsoidB   von    den  HalbachBen   a,  b,  c  ist 

J  =  -J-  abcn. 

In  gleicber  WeiBe  kdnnen  die  elliptische  ZentralBcbicbt  und 

byperboliBche  ZentralBchicht  erster  Art  berecbnet  werden. 

Parabolischer  Zylinder,    deBBen  Scheiteltangente   die  ;9-AcIise 

(=  I),  gegeben  dnrch  die  Ordinate  h  und  Qf}  =  G  —  bg,  wenn  b  die 

~i 
konstante  Breite   deB  QuerschnittBrechtecks   bedeutet,    ^_^  —  0.     Die 

Berechnung  ist  identisch   mit  der  Quadratur  der  Parabel.     F^  die 

Zentralschicht  U  ist  ^^£  =  Q'*  =  y  &•     Nach  (13)  folgt 

D^  =  2 1  -  II  =  i- 1  =  ^  --»- -'^^ *- *- '-  •  h 

^.j ^ H 

J^lGh-^bgh. 

Mit  Benutzung  der  Mittekchnitte  ist  die  Rechnui^  noch  einfacher: 
Qo'  =  ^G  und  ^o"  =  0,  also 

D,^21-U=^l  =  {2Q,'-Q,")h 

^    T        ^  h 

J^^Gh. 

22.  Hieran  schlieBen  wir  einige  Berechnungen  nach 
Methode  b;   sie  zerfallen  in  vier  Arten,  je  nachdem  ein  D-,  2)*-, 
S-  oder  5*-K6rper  aufgestellt  wird. 
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Elliptische  nicht  zentrale  Schicht  (=*  I);  gegeben  durch  die 
Hohe  h,  Q'_^  ^  G^,  G*  '^  G^i  ^^^^  ^o;  ^®^  Mittelschnitt  des  ahnlichen 
VoUkorpers  von  der  Halbachse  1  in  der  jgr-Achse.  1st  11  der  Voll- 
korper  von  der  Hohe  h,  bo  ist  Qq'  =  Fq  (-]  ,  Q'^  *  =  Q"h  =»  0. 

z)„  =  i_ii  =  j_|i^,(A)a=^« 'L^\-* d.h 

Parabolische  Schicht  (deren  Achse  die  ;er-Achse  ist);  da  —  =  0 
und  also  auch  T^  =  0  ist,  folgt 

Bei  direkter  Berechnnng  der  parabolischen  Schicht  kann  die  Inhalts- 
formel  sofort  hingeschrieben  werden,  da  die  Schicht  als  Korper  ersten 
Grades  der  D^- Korper  selbst  ist. 

Im    besonderen:    Schicht    des    Botationsellipsoids,    gegeben 

durch  h,  r^,  r,,  und  —  oder  F^  =  -j  ;t, 

und  hieraus  Kugelschicht,  fiir  die  —  =  1  ist, 

In  gleicher  Weise  k5nnen  die  nicht  zentralen  hyperbolischen 
Schichten  erster  und  zweiter  Art  berechnet  werden. 

Kegelstumpf  (=»  1),  gegeben  durch  A,  Q^^  =  G^  und  CI  A  =•  G^. 
Ist  II  der  Vollkegel  von  der  Hohe  A,  so  folgt 

V^^  -VWI-V^J.-YGi'-Vg,   und   c:a  =  o 

s  s  s  s 

D„  =  I  -  n  =.  J  -  I  G"±  •  A  =•  ^—' '' ^    ^    ' •  * 


s 


j^  »(g.+g.)-(ygr-v^)' ,, 
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Hyperbolische  Zentralschicht  erster  Art  (=  I),  gegeben  darch 
h,  Qq  "=  (t  nnd  die  gemeinsame  Halbachse  c  der  Meridiankurven.     1st 

II  der  Asjmptotenkegely  so  folgt  CIa  *=  C  A  =  G^ '  (o-) 

2);_i_n-j-ie(A)*»_o.s 

Im  besonderen  ist  fQr  h  =  2c 

und  femer  Hyperboloid  erster  Art  vun  den  Halbachsen  a,  b,  c 

Ganz  analog  gestaltet  sich  die  Berechnong  der 
Elliptischen  Zentralschicht  (=  I),  wenn  II  der  Dop|)elkegel 
ist^  fQr  welchen  Q^"  »-  Q^   ist.     Es  folgt  aus 

s:-i  +  n      j^Gh(i-}(^)y 

Im  Sonderfall  der  Eugel  erhalt  man  die  Archimedische  Kugel- 
berechnung. 

23.  Zum  Schlusse  mogen  noch  die  GanBschen  Formeln  der 
mechanischen  Quadratur*)  nnd  einige  andere  nach  meiner  Methode 
in  einfacher  Weise  abgeleitet  werden. 

Fiir  Korper  2n*®°  und  2w  +  1*®"  Grades  sind  iibereinstim- 
mend  wenigstens  w+  1  Werte  der  Querschnittsfunktion 

erforderlich,    die    paarweise    aquidistant    zum    Mittelschnitt 
liegen. 

Dieser   GauBsche    Satz    erhellt    sofort    aus    unserem    Reduktions- 
satze  (4),   nach   welchem  jeder  der  beiden  Korper  durch  eine   inhalts- 
gleiche  Zentralschicht  2n**^  Grades  ersetzt  werden  kann.    Ihre  Quer- 
schnittsfunktion 
GW  ^A^  +  A,z'  +  ---  +  A,,0'^ 

*)  C.  F.  Gaufi,  Methodus  nova  integralium  valores  per  approximationem 
inveniendi.  Werke  III.  Band,  Seite  163 — 196;  femer  aus  den  GOttingischen 
gelehrten  Anzeigen  abgedmckt  Seite  202 — 206. 

Eine  elementare  Ableitong  der  ersten  drei  Gaufischen  Formeln  hat 
auch  E.  Lampe  in  den  Sitznngsberichtcn  der  Berliner  math.  Gesellsch.  gegeben. 
Siehe  Archiv  d.  Math.  Bd.  V,  1908. 
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hat  n  +  1  Koeffizienten,  erfordert  also  gerade  so  viel  Bestimmungs- 
stUcke,  als  nach  Gaufi  Funktionswerte  Q  gegeben  sein  mOssen.  Nun 
ist  unser  Ersatzkorper  eine  Zentralschicht,  also  G(z)  =  G(—  j?);  die 
n  +  1  Qnerschnitte  miissen  daher  symmetrisch  zum  Mittelschnitt  an- 
geordnet  sein.     Wir  erhalten^ 

n  -4-  1 
wenn  n  ungerade  ist  ft  =    ~    symmetrisch  gelegene  Paare  von 

Querschnitten,  dagegen 
wenn  n  gerade  ist,      /*  =  y  symmetrisch  gelegene  Paare  und  den 

Mittelschnitt. 

Die  so  angeordneten  w  +  1  Qnerschnitte  G  haben  nur  (n  +  1  —  (i) 
verschiedene  Werte,  es  werden  also  (i  BestimmungssttLcke  frei,  welche 
gerade  zur  Ermittelung  gewisser  Koeffizienten  q  hinreichen. 

Die  Inhaltsformel  nimmt,  wenn  wir  zur  Abkflrzung 


mit  G^  bezeichnen  und  2(t^  fttr  Q{e^)  +  Q{—  ^^)  setzen,  die  Qestalt  an 


i 


wobei  Qo  "=  0  oder  1  zu  setzen  ist,  je  nachdem  n  ungerade  oder 
gerade  ist.  Aus  obiger  Querschnittsfimktion  Q(js)  oder  G{z)  folgt 
nach  (16) 

Die  trbereinstimmung  beider  Pormein  auch  fQr  die  Reinkorper 
2*^,  4**",  •  •  •,  2n*^  Grades  liefert  die  notigen  Bestimmungsgleichungen 
zur  Berechnung  der  n  +  1  Unbekannten  z^  und  q^.  Die  eine  noch 
fehlende  Gleichung  erledigt  sich  dadurch,  dafi,  wenn  Qo=^0  ist,  (»i  »  1 
gesetzt  werden  kann,  dagegen  wenn  Qq^^I  ist,  0q^O  sein  mufi. 

In  der  Formel  fQr  V  ist  dann  die  Funktion  Q  wieder  einzuftihren, 
also  zu  setzen 

24.  Stellen  wir  nun  die  ersten  drei  Oaufischen  Formeln  auf: 

Korper  0**"  oder  I**"  Grades,     n  -  0,  p^  -  1,  ft  -  0. 

h 
(Oo)  n  "  * ^(^)-       ^^-  GauBsche  Formel) 

Korper  2*~  oder  3*~  Grades,     n  «  1,  p^  —  0,  ft  —  1. 
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A 


»^i=4-('^'^'l=^*+-J^(^)'*- 


8 


FClr  den  Eleinkorper  2**°  Grades  ist  G^^  =  ^2^1^}  also  der  Inhalt 

h  .  ^fTj*  -  J-  A^  ^  h 
und  mithin 


Ans  •        »2' 


s 

erhalten  wir  also: 

(lo)  ^t  =  T  N  (t >^^)  +  «  (-  T  >^)  1  •  (II- GaufischePormel) 

Korper  4*^  oder  b^  Grades,    n  =  2,  py  =  1,  /a  =  1. 

8 

Fiir  den  Reinkorper  2**°  Grades  ist  6?^  =  0  und  Gj  =  ^jsr,*,  also 
der  Inhalt 

und  mithin 

Fur  die  Reinkorper  4*®°  Grades   ist  6^0==^  ^^^  ^1  =•  ^^'^r^*,   also 
der  Inhalt 

und  mithin 

Aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  ergibt  sich  durch  Division 

Wird  dieser  Wert  in  Gleichung  (1)  eingesetzt,  so  folgt 
Aus  ^  ^'  =  ^- 

2 

erhalten  wir  also: 
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(III.  Gauflsche  Fonnel) 

Gaufi  ffihrt  die  Berechnung  bis  w  ==  6,  also  bis  zu  den  Korpem 
12*®°  und  13**°  Grades  aus.  Die  drei  eben  entwickelten  Formeln  sind 
die  einzigen  bis  zu  w  =  6,  welche  rationale  Koeffizienten  g  anfweisen. 
Im  III.  Bd.  Seite  206  von  Gaufi'  Werken  steht,  dafi  die  Koeffizienten 
in  den  meisten  Fallen  Irrationalgrofien  sind.  Ich  vermute,  dafi  sie  fUr 
die  Korper  vom  16*^  und  17*®°  Grad  wieder  rational  sind  und  die 
Rationalitat  der  Koeffizienten  demselben  Gesetz  gehorcht,  das  Gaufi 
fur  die  algebraische  Auflosbarkeit  der  Kreisteilungsgleichung  aufge- 
steUt  hat. 

25.  Es  eriibrigen  noch  einige  Bemerkungen  iiber  andere  Formeln 
der  sogenannten  mechanischen  Quadratur:  1st  fiir  einen  Korper  2w*®° 
oder  2n  +  1*®°  Grades  gerade  die  Minimalzahl  n  +  1  von  Quer- 
schnitten  vorgeschrieben,  so  ist  die  von  Gaufi  aufgestellte  die  einzig 
mogliche  Inhaltsformel  (iV^);  ist  dagegen  die  Zahl  der  vorgeschriebenen 
Funktionswerte  um  k  grofier,  so  lassen  sich  in  ganz  derselben  Weise 
fiir  jedes  k  unendlich  viele  Inhaltsformeln  (Nj^)  ableiten,  nur  konnen 
von  den  zu  bestimmenden  Grofien  z  und  q  noch  k  willkiirlich  ange- 
nommen  vjrerden.     So  erhalt  man  z.  B.  ftir 

Korper  bis  zum  3*®°  Grade  w=  I 
bei   3  Funktionsvjrerten   k  =»  1,   also    fur   Qo^^  I,  ^o  "*  ^   ^^^  ^*8  frei- 
gevjrahlte    ^i  =  ±  y    ^^   zugeordnete    Qi='-r,    mi  thin    die   bekannte 
Simpsonsche  Formel 

8 

bei  4  Funktionsvjrerten  k  =»  2,  also  fiir  Qo^^'O,  Qi  =  i  und  die  frei  ge- 
wahlten   ^i  ^  ±  y  und  ^g  =  ±  v    das  zugeordnete  p,  =  8,  mithin 

(V)   »^i-xi  {<)+«« (')+««(-')+«(- 1)1, 

8 

ebenso  fiir  die  frei  gewahlten  2^  =  ±       imd  ^^2  ^  ±  «   ^^^  zugeordnete 
Q^  =  3,  mithin  die  Cotes-Newtonsche  Formel 

(V)    y\-Y{Q(i)  +  Mi)  +  'H-i)+^{-i)\ 

8 
Vorh.  d.  in.  InternAt.  Mathem.-Kongr.    HeidnlberK  1904.  46 
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und  ebenso  fttr   die   frei   gewahlten  ^i  =  ±  y  und  ^^  =  ±  y  das  zu- 
geordnete  Pg  =  y ,  mithin 

(V")   v\ = I  (2«  ©  +  Q  C)  +  Q{-i)+ M'  Dl  • 

s 

Femer  erhalt  man  z.  B.  fUr 

Korper  bis  zum  5^"  Grade  n  «  2 
bei  4  Funktionswerten  k  =»  1,  also  fttr  p^  =  0,  pj  «  1,  und  das  frei  ge- 
wahlte  ^1  =  ±  Y  ^^®  zugeordneten  ^j  =  ±  r^  ]/5  nnd  g^  "^  ^y  mithin 

bei  5  Funktionswerten  A:  =  2,  also  fiir  ^q  =  1,  -e©  ^  ^  ^"^^  ^®  fr®^  K®' 

wahlten  e^^  ±,-^  nnd  ^erj  «=  ±  -j-  die  zugeordneten  (>i  =  jo  '^^  (^2  =*  "§"  > 
mithin 

(II,)    f|  =  AJ7«(A)  +  32«(|)  +  12«(0)  +  32«(--*)+7«(-|)J. 
s 

Diese  Beispiele  mogen  geniigen.  Jede  dieser  Forraeln  {Nj)  stellt 
bei  Anwendung  auf  einen  Korper,  dessen  Grad  2w  +  1  Clbersteigt,  nur 
eine  melir  oder  weniger  gute  Naherungsformel  dar.  So  sind  z.  B.  fflr 
den  Korper  4****  oder  5**°  Grades  von  den  angefiihrten  Formeln  mit 
4  Querschnitten  (I^")  und  (Ij")  Naheruugsformeln,  (IIj  dagegen  eine  ex- 
akte  Inhaltsformel .*)  Auf  die  Fehlerbestimmung  der  Naherungsformeln 
hier  einzugehen,  wiirde  /u  weit  fiihren. 


*)  Die  Formeln  1,,  I,'  und  II,  befinden  sich  in  der  Abhandlung  von  GauB, 
a.  a.  0.  S.  146. 

Die  Formeln  (I,'),  (I,")  und  (!,'")  fand  ich  fniher  einmal  —  beim  Suchen  nach 
solchen,  die  ^(0)  nicht  entbalten  —  dadurch,  dafi  ich  den  K5rper  V  in  2,  bez. 
3  gleicb  hohe  Schichten  A,  Ji,  bez.  A^  (7,  B  zerschnitt  und  die  Simps  on  sche 
Formel  I,  auf  die  3  bez.  je  4  durch  ( )  bezeichneten  Schicliten  anwandte.  Ich 
erhielt  so 

V  aus  3F=  4(^)4- 4(B) -(^  +  JB), 

V  V     4V^(A  +  C+B)-^d{C)  +  ^(A  +  C)  +  S(B+C). 
II,'"  „     2F=  S{A)  +  3(C)  +  H{B)  -{A  +  C  +  B), 

Meine  Formel  IIj  t'ur  KOrper  bid  zum  tiinften  Grade  ist  die  einzige  exakt« 
Formel  von  vier  Funktionswerten,  die  die  Begrenzungsquerschnitte  enthillt. 


Ober  die  diskontinuierlicheu  und  nicht-konvexen  gleicheckig- 
gleichflachigen  Polyeder. 


Von 
M.  Bruckner  aus  Bautzen. 


Prof.  Hefi  sprach  mir  vor  einigen  Jahren  brief lich  eein  Bedauem 
aus,  daB  er  seine  Untersuchungen  aus  der  Polyedertheorie  aus  ver- 
scliiedenen  Qrunden  habe  beiseite  liegen  lassen,  und  forderte  mich  auf, 
seine  Untersuchungen,  besonders  der  gleicheckigen  und  gleicbflachigen 
Polyeder  fortzufuhren.  Es  ist  Ihnen  bekannt,  wie  weit  die  Resultate, 
die  Hefi  in  seiner  ^Kugelteilung^'  veroffentlicht  hat,  auf  diesem  6e- 
biete  reichen;  doch  gestatten  Sie  vielleicht  einen  ganz  kurzen  histori- 
schen  tlberblick.  Das  Problem,  die  gleicheckigen  und  zugleich  gleicb- 
flachigen Polyeder  zu  finden,  war  langst  gelost  fiir  den  Pall,  dafi  die 
Ecken  sowohl  wie  die  Flachen  regular  sind.  Wir  haben  hier  die 
5  Platonischen  und  bei  BerUcksichtigung  von  Ecken  und  Flachen 
hoherer  Art  die  4  Kepler- Poinsotschen  Polyeder.  Hefi  stellte  nun 
das  Problem  allgemeiner,  indem  er  von  der  Regelmafiigkeit  der  Grenz- 
flachen  und  Ecken  absah,  und  nur  die  Bedingung  der  Kongruenz 
dieser  Gebilde  beibehielt;  iiberdies  aber  nur  solche  Polyeder  zunachst 
beriicksichtigte,  die  als  kontinuierlich  und  konvex  in  dem  bekannten 
Sinne  zu  gelten  haben.  Schon  Wiener  hatte  in  seiner  klassischen 
Schrift  „trber  Vielecke  imd  Vielflache"  neben  den  4  Kepler-Poin- 
sotschen  kontinuierlichen  konvexen  Polyedem  die  regular  diskontinuier- 
licheu erwahnt,  namlich  die  bekannten  Kombinationen  von  5  und 
10  Tetraedem  im  Dodekaeder.  Auch  Hefi  fiihrt  in  seiner  Haupt- 
abhandlung  vom  Jahre  1^76  „tFber  die  zugleich  gleicheckigen  und 
gleicbflachigen  Polyeder'^  neben  den  von  ihm  gefundenen  8  kontinuier- 
liclien  und  konvexen  Gebilden  dioser  Art  wenigstens  beilaufig  einige 
der  nicht-konvexen  Polyeder  des  Ikosaedersjstems  an,  ohne  aber  weiter 

46* 
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auf  sie  einzugehen  und  liberdiee  nicht  ohne  Irrtumer.  Neben  der  Auf- 
findung  der  genannten  8,  von  mir  als  „Hefl8che  Polyeder*'  bezeich- 
neten  Korper  beeteht  das  Hauptyerdienst  der  Schrift  in  der  Darstel- 
lung  der  allgemeinen  Metboden  der  Ableitung  der  gleicheckig- 
gleichflacbigen  Polyeder  auf  Grand  zweier  Satze  iiber  den  inneren  Kern 
nnd  die  auBere  von  den  Ecken  gebildete  Hulle  dieser  Vielflacbe.  In 
den  Marburger  Berichten  des  Jahres  1877  endlich  gibt  HeB  das  SchluB- 
resultat  seiner  weiteren  Untersucbungen,  indem  er  verschiedene  gmnd- 
legende  Satze  fiir  die  nicht-konyexen  Vielflacbe^  z.  6.  die  allgemeinste 
bier  geltende  Eulerscbe  Gleicbung^  ableitet,  und  einige  merkwiirdige 
solcbe  Polyeder  aufzablt.  Die  aucb  in  mein  Bucb  iibergegangenen  Irr- 
tQmer,  besonders  der  vorhergebenden  Scbrift^  sind,  wie  mir  HeB  mit- 
teilte,  durcb  die  Tatsacbe  voranlaBt,  daB  er  die  erst  spater  in  seiner 
Kugelteilung  erwabnten  eigentumlicben  nicbt-konvexen  Polyeder,  die  er 
Stepbanoide  nennt,  damals  nocb  nicbt  erkannt  batte.  Dagegen  sind 
die  Yorlaufigen  Angaben  iiber  die  diskontinuierlicben,  aus  Spbenoiden 
bestebenden  Polyeder  korrekt,  so  daB  icb  nur  notig  batte,  dem  von 
HeB  ausgesprocbenen  Wunscbe,  diese  Gebilde  genauer  zu  untersucben 
und  zu  modeUieren,  nacbzukommen;  freilicb  war  aucb  bier  der  Reich- 
turn  der  aufgefundenen  verscbiedenen  Typen  ein  docb  unvermuteter. 
Etwas  scbwieriger  war  die  zweite,  nocb  nicbt  systematiscb  in  Angrijff 
genommene  Bestimmung  der  moglicben  nicbt-konvexen,  unter  Urn- 
standen  aucb  einseitigen  Polyeder. 

Das  Prinzip  der  Ableitung  der  bier  in  Frage  kommenden  GebQde 
ist  dasselbe  wie  das  zur  Auffindung  der  konvexen  Polyeder  von  HeB 
angewandte,  oben  scbon  erwabnte.  Die  Ebenen  jedes  gleicbeckig-gleicb- 
flacbigen  Polyeders  bilden  als  innerste  Zelle  einen  Kern,  der  ein  gleich- 
flacbiges  Polyeder  erster  Art  darstellt;  die  Ecken  aber  liegen  wie  die 
eines  gleicbeckigen  Polyeders  erster  Art.  Sowobl  aus  dem  inneren 
Kern  wie  der  auBeren  HiUle  konnen  also  die  Gebilde  boberer  Art  er- 
scblossen  werden;  fiir  die  Konstruktion  niiber  liegend  ist  das  erste  Ver- 
fabren.  Man  zeicbnet  die  Spuren  der  Ebenen  samtlicber  Grenzflachen 
eines  gleichflacbigen  Polyeders  mit  der  Ebene  einer  ersten  solcben 
Grenzflache  und  sucht  diejenigeii  Schnittpunkte  dieser  Spuren  auf,  die 
auf  einer  Kugel  so  wie  die  Ecken  eines  gleicbeckigen  Polyeders  der 
erster  Art  liegen,  in  ibrer  Ebene  also  auf  einem  Kreise,  namlich  auf  einem 
kleinen  Kreise  jener  Kugel.  Bilden  die  Verbindungskanten  dieser 
Sclinittpunkte  ein  zusammenhiingendes  Polygon  mit  nur  positiven 
Flachenzellen  und  kebren  die  Kanten  des  Polyeders  dem  Mittelpunkte 
des  umbeschriebenen  Kreises  samtlich  ihre  Innenseite  zu,  so  ergibt  sich 
ein  konvexes  Polyeder;    fallen  diese  Bedingungen   ganz  oder  teilweise 
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weg,  80  ist  das  Polyeder  nicht-konvex  oder  diskontinuierlich  .*)  In  jedem 
Falle  vereinfacht  sich  die  Auffindung  der  benotigten  linearen  Figur  noch 
durch  die  Bemerkimg,  dafi  durch  jeden  ihrer  Eckpunkte  gleichviel  Spuren 
laufen  miissen^  da  die  Eckeo  des  zu  findenden  Polyeders  kongruent  oder 
symmetrisch  eind.  Endlich  ist  von  groflter  Wichtigkeit  die  Beachtung 
der  Reziprozitat.  Denn  das  einem  gleichflachig-gleicheckigen  Polyeder 
polar-reziproke  in  Bezug  auf  die  umbeschriebene  Kngel  ist  wieder  ein 
ebensolches,  dessen  Ecken  und  Flacben  ihrer  Art  nach  ans  den  Flachen 
und  Ecken  des  urspriinglichen  folgen.  Mit  dem  ersten  Polyeder  ist 
also  immer  das  polar-reziproke  mitgefunden.  HeB  hatte  nun  ge- 
zeigt,  dafi  zur  Bestimmung  der  moglichen  konvexen  Polyeder  —  ich 
lasse  das  Beiwort  gleicheckig  -  gleichflachig  auch  kiinfkig  weg  —  die 
YoUstandigen  Figaren  des  Ikosaeders  und  Triakontaeders  genUgen.  Aus 
den  Ecken  der  so  gefundenen  4  Polyeder  leitet  er  dann  die  Flaclien 
der  4  ihnen  reziproken  ab^  deren  Kerne  gewisse  Varietaten  eines  Del- 
toidhexekontaeders^  eines  Pentakisdodekaeders  und  zweier  Dyakishexe- 
kontaeder  sind.  Alle  konvexen  Polyeder  gehorten  also  dem  Ikosaeder- 
system  an.  Lafit  man  aber  aucb  fiir  die  konvexen  Polyeder  die  Be- 
schrankung  fallen,  dafi  eine  Grenzflaclie  zu  jeder  Ecke  des  Vielflaches 
nur  2  Kanten  beitrilgt,  so  existiert  noch  ein  dem  Oktaedersystem  an- 
gehorendes  9.  konvexes  Polyeder,  das  sich  selbst  polar-reziprok  ent- 
spricht,  d.  h.  autopolar  ist.  Der  innere  Kern  ist  bei  einem  solchen 
Vielflache  reziprok  der  aufieren  Hiille.  Zur  Auffindung  der  nicht-kon- 
vexen  und  diskontinuierlichen  Polyeder  sind  nun  die  voUstandigen 
Figuren  samtlicher  voUzahligen  gleichflachigen  Polyeder  erster  Art 
in  den  bekannten  3  Hauptklassen,  dem  Prismensystem,  dem  Okta- 
eder-  und  dem  Ikosaedersystem  systematisch  zu  untersuchen.  Das 
scheint  auf  den  ersten  Blick  ein  fast  unausfQhrbares  Untemehmen. 
Doch  beachte  man  das  Folgende.  Alle  gleichflachigen  Polyeder  erster 
Art  jedes  der  3  genannten  Systeme  sind  als  spezielle  Falle  in  einem 
derselben  enthalten,  nach  dem  man  passend  das  ganze  System  benennt; 
die  des  2.  z.  B.  in  dem  48-Flach,  dem  Hexakisoktaeder,  die  des 
3.  im  Dyakishexekontaeder.  Durch  Zusamroenfallen  bestimmter  Nach- 
barflachen  dieser  allgemeinsten  Korper  entstehen  die  speziellen,  wie  fiir 
das  2.  System  auch  aus  der  Kristallographie  bekannt  ist.  Fiihrt  man 
die  Hefischen  Ableitungskoeffizienten  <t  und  r  ein,  die  fiir  das  allge- 
meinste  Polyeder  jedes  Systems  unabhangig  voneinander  sind,  nur  in 
gewisse  Grenzen  eingeschlossen,   damit  das  Polyeder  konvex  bleibt,   so 

*)  Als  Beispiel  fahrte  ich  hier  die  vollst&ndige  Figur  fur  eine  bestinimte 
Varietat  des  Dyakishezekontaeders  vor,  die  die  FlSrche  eines  nicht  konvexen  Poly- 
eders enthSrlt. 
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sind  die  speziellen  Korper  durch  bestimmte  Relationen  zwischen  6  nnd 
r  charakterisierty  wahrend  fQr  die  letzten  nicht  variablen  Polyeder  jedes 
Systems^  das  Hexaeder,  Oktaeder^  Rhombendodekaeder^  sowie  das  Dode- 
kaeder,  Ikosaeder  und  Triakontaeder,  6  und  r  feste  Werte  erhalten. 
Die  Flachen  der  in  der  Yollstandigen  Figur  des  allgemeinsten  Korpers 
enthaltenen  Polyeder  werden  bei  Variation  des  a  und  r  in  den  voll- 
standigen  Fignren  der  speziellen  Korper  entweder  entarten  oder  als 
Flachen  einfacherer  Polyeder  erhalten  bleiben^  und  man  kann  umge- 
kehrt  also  wenigstens  aus  dem  Vorhandensein  von  brauchbaren  Figoren 
in  den  speziellen  Fallen  auf  solche  in  den  allgemeinen  zurfickschlieBen. 
Zudem  ist  zu  beachten^  dafi  die  Einzelkorper  eines  diskontinuierlichen 
Polyeders  selbst  gleicheckig  und  gleicbflachig  sind^  wie  die  Einzel- 
figuren  eines  diskontinuierlichen  regularen  Yielecks  selbst  regulare 
Polygone  sind.  £s  zeigte  sich  in  der  Tat,  dafi  samtliche  diskontinuier- 
lichen Polyeder  Kombinationen  sind  von  quadratischen  und  rhombischen 
Sphenoiden,  Tetraedem,  Oktaedem,  Hexaedem,  regularen  Stempolyedem 
und  Stephanoiden.  —  Bei  der  Ktirze  der  verfiigbaren  Zeit  werde  ich 
mich  um  so  mehr  mit  einem  gedrangten  tFberblick  iiber  die  erhaltenen 
Resultate  begnUgen  konnen,  als  ich  bezdglich  der  Einzelheiten  vor- 
laufig  auf  das  gedruckte  Verzeichnis  der  ausgestellten  Modelle  ver- 
weisen  darf.  Nur  die  Gruppe  der  sog.  Stephanoide  verlangt  eine  Er- 
lauterung.  Hefi  hatte  deren  2  Elassen  unterschieden,  von  denen  die 
der  2.  Klasse  aber  nur  die  Hemigonien  und  Hemiedrien  derer  der 
1.  Klasse  sind,  Uberdies  auch  nur  die  Stephanoide  einfachster  Art  be- 
riicksichtigt.  Wie  am  Modell  ersichtlich,  gehort  ein  vollzahliges  Ste- 
phanoid  dem  Prismensystem  an;  sein  Kern  ist  die  regulare  Doppel- 
pyramide,  die  Hiille  das  regulare  n-seitige  Prisma.  Die  Plachen  sind 
uberschlagene  Vierecke  2.  Art,  die  Ecken  4-kantig  von  der  4.  Art 
und  jedes  Stephanoid  ist  autopolar.  Fiir  jedes  w  existiert  eine  be- 
stimmte Anzahl  verschiedener  Stephanoide,  die  sich  durch  die  Lage  der 
Grenzflachen  im  Hiillpolyeder  unterscheiden.  Ich  bezeichne  ein  solches 
vollzahliges  Stephanoid  mit  dem  Symbol  St^  und  fiige  in  Klammem 
zwei  charakteristische  Zahlen  bei.  Ist  (p  der  Zentriwinkel  der  Seite  des 
n-Ecks  und  sind  A  •  q?  und  (i  -  q?  die  Zentriwinkel  zu  den  Diagonalen 
des  Grenzvierecks  des  Stephanoids  als  Sehnen  in  den  umbeschriebenen 

Kreisen   der  beiden  Deckflachen,    so   laute   das  Symbol  St^(    j.      Die 

Hemigonien  werden  durch  Strichelung,  Si^\  unterschieden.  Da  jede 
Flache  aus  2  kongruenten  Zellen  entgegengesetzten  Vorzeichens  be- 
steht,  also  den  Inhalt  Null  hat,  so  verschwindet  die  Oberflache  und 
somit  der  Inhalt  des  ganzen  Polyeders,   das  aber  zweiseitig  ist,    d.  h. 
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das  Mobiussche  Kantengesetz  erfiillt.  Ich  habe  solche  nicht-konvexe 
Vielflache,  deren  einfachste  Vertreter  eben  die  Stephanoide  sind,  kurz 
als  ,^ullpolyeder*'  bezeichnet  und  ihnen  als  weitere  Klasse,  wie  Hefl, 
dann  alle  die  gegenilbergestellt;  deren  Inhalt  bei  bestimmter  Annahme 
der  Koeffizienten  der  ZeUen  der  Grenzflachen  positiv  wird.  £s  gilt  der 
Satz  bis  auf  eine  Ausnahme;  dafi  alle  Nnllpolyeder  des  Oktaeder-  und 
Ikosaedersy stems,  seien  sie  diskontinuierlich  oder  nicht,  sich  zuriick- 
fUhren  lassen  auf  Kombinationen  von  Stephanoideo.  Betraehten  wir 
nun  in  erster  Linie  diejenigen  diskontinuierlichen  konvexen  Polyeder, 
die  Gruppierungen  von  quadratischen  oder  rhombischen  Sphenoiden 
sind.  Lassen  wir  das  Piismensystem  hier  beiseite,  da  ich  dergleichen 
Modelle  nicht  ausgestellt  habe,  so  treflFen  wir  zunachst  im  Oktaeder- 
system  8  grofie  Gruppierungen  stets  quadratischer  Sphenoide  und 
4  Grruppieningen  rhombischer  Sphenoide,  die  nur  fQr  gewisse  Werte 
der  a  und  r  des  Kernpolyeders  zu  quadratischen  werden.  Jedem  gleich- 
eckigen  (6  +  8  +  12)-flrichigen  2.24-Eck,  der  allgemeinsten  Httlle 
dieser  Gruppierungen,  lassen  sich  12  solcher  Sphenoide  jeder  Gruppe 
einschreiben,  an  deren  Stelle  bei  den  speziellen  HQllkorpem  unter  Um- 
standen  6  Sphenoide  treten.  Die  moglichen  Typen  dieser  7  Gruppie- 
rungen sind  samtlich  ausgestellt,  wahrend  von  den  5  Gruppierungen 
von  je  30  rhombischen  Sphenoiden  im  (12  +  20  +  30)-flachigen 
2  •  60-Eck  sich  nur  typische  Vertreter  vorfinden.  Stets  quadratische 
Sphenoide  konnen  hier  nicht  existieren.  Die  Tatsache  des  Vorkommens 
der  Sphenoidgruppierungen  im  Oktaeder-  und  Ikosaedersystem  erhellt 
aus  der  Moglichkeit,  die  Ecken  des  2-24-Ecks,  sowie  die  des  2-60-Eck8 
auf  7,  bezdglich  auf  5  verschiedenerlei  Weise  so  zu  gruppieren,  daB  je 
8  Ecken  des  Hiillpolyeders  die  Ecken  eines  rechtwinkligen  Parallel- 
epipeds bilden,  dem  sich  2  rhombische  Sphenoide  einschreiben  lassen, 
die  in  quadratische  iibergehen,  wenn  die  Deckflachen  jener  Parallel- 
epipede  gleichkantig  werden,  in  regulare  Sphenoide,  d.  h.  Tetraeder, 
wenn  an  Stelle  der  ungleichkantigen  Parallelepipede  Hexaeder  treten. 

Gehen  wir  nun  zu  den  nicht-konvexen  Polyedem,  zunachst  den 
NuUpolyedern  des  Ikosaedersystems  ilber.  Die  120  Ecken  des  allge- 
meinsten gleicheckigen  Korpers,  des  genannten  (12-f  20  +  30)-flachigen 
2  •  60-Ecks,  liegen  12  mal  zu  je  10  in  parallelen  Ebenen  und  es  bilden 
die  2  •  10 -Ecken  in  je  2  gleichweit  vom  Zentrum  des  Polyeders  ent- 
fernten  Ebenen  die  Ualfte  der  Ecken  eines  (2  +  2jp)-flachigen  2  •  2p-Ecks, 
fdr  p  ^  10,    d.  h.    einer   Hemigonie    des   allgemeinsten   gleicheckigen 

Korpers  im  Prismensystem,  der  zwei  Stephanoide  St^'  (    j  einbeschrieben 

werden  konnen.    Daraus  folgt,  dafi  im  Ikosaedersystem  zunachst  6  Grup- 
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pierungen  von  je  12  solchen  Stephanoiden  existieren,  die  fiir  die  spe- 
ziellen  Korper  des  Systems  sich  zuweilen  auf  6  Stephanoide  reduzieren. 
Wahrend  nun  im  allgeraeinen  die  12  •  10  Ecken  des  2  •  BO-Ecks  die 
Ecken  von  12  halbregularen  2 -5- Ecken  bilden,  wird  fur  gewisse 
Varietaten  des  Hullkorpers  jedes  dieser  halbregularen  Zehnecke  in  ein 
regulares  Zehneck  tibergefiihrt  werden,  wenn  man  die  Werte  6  und  r 
des  Kempolyeders  gewissen  Kelationen  unterwirft.  Dann  lassen  sich 
aber  die  Ecken  des  2  •  60-Ecks  auffassen  als  die  von  6  regularen  zehn- 
seitigen  Prismen,   denen  je  2   Stephanoide  anderer  Art,    niimlich  je  2 

/S<5  (     j  einbeschrieben    sind.     Dies   ergibt  das  Resultat,   dafi  im   Iko- 

saedersjstem  noch  5  Gruppierungen  von  je  12  Stephanoiden  existieren, 
da  die  sechste  aus  leicht  ableitbaren  Griinden  unmoglich  ist.  Treten 
an  Stelle  des  allgemeinsten  Kempolyeders,  des  Dyakishexekontaeders, 
die  speziellen  Polyeder  des  Ikosaedersystems,  so  ergibt  sich  schlieBlich 
der  interessante  Satz,  daB  die  letztgenannten  Gruppierungen  in  die  4 
ersten  von  Hefi  angefiihrten  kontinuierlichen  Nullpolyeder  tibergehen, 
indem  je  2  vierkantige  Flachen  verschiedener  Stephanoide  zu  einem 
kontinuierlichen  Sechseck  verschmelzen.  Uberdies  zeigt  sich  nebenbei, 
dafi  das  5.  frtlher  von  Hefi  angegebene  kontinuierliche  Nullpolyeder 
nicht  existiert;  dagegen  erhalt  man  durch  Zusammenfallen  der  Ecken 
und  Flachen  zweier  Typen  verschiedenen  Gruppen  angehorender  Ste- 
phanoide ein  hochst  kompliziertes  kontinuierliches  autopolares  NuU- 
polyeder  mit  120  sechskantigen  Ecken  5.  Art  und  120  sechseckigen 
Grenzflachen  3.  Art,  dessen  Kern  eine  besondere  Varietlit  des  Dya- 
kishexekontaeders ist.  Die  von  Hefi  seinerzeit  fiir  Mobiussche  Poly- 
eder angesprochenen  sind  zum  Teil  Spezialfalle  aus  den  ersten  der  an- 
gefiihrten Stephanoidgruppierungen. 

Das  allgemeinste  Polyeder  des  Oktaedersy stems  kann  aus  hier  nicht 
zu  erortemden  Griinden  keine  Veranlassung  zu  dergleielien  Gruppie- 
rungen geben.  Jedoch  lassen  sich  fiir  bestimmte  Werte  der  6  und  r 
des  Kempolyeders  solche  (6  -f  8  -f  12)-flachige  2  •  24-eckige  Hiill- 
l)olyeder  bestimmeu,  deren  Ecken  zu  je  8  in  6  parallelen  Ebenen 
liegend,  in  diesen  Ebenen,  natiirlich  jedesmal  nur  in  je  2  gleichweit 
voiu  Zentrum  entfemt  liegenden,  die  Ecken  regularer  8-Ecke  bilden, 
so  dafi  sich  die  Ecken  des  Hiillpolyeders  auf  dreierlei  Weise  als  Ecken 
von  3  regularen  achtseitigen  Prismen  auffassen  lassen.  Danach  existie- 
ren im  Oktaedersy  stem  3  verschiedene  Gruppierungen  von  je  6  Stepha- 
noiden Stj[  I  \.  Fiir  die  speziellen  Kerne  ergeben  sich  unter  anderen 
die  von  Hefi  in  den  Marburger  Rerichten  1877  erwahnten  kontinuier- 
lichen Nullpolyeder  des  Oktaedersystenis.    Was  nun  die  nicht-konvexen 
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Polyeder  der  ersten  Klasse  betriflFk,  deren  Inhalt  positiv  gewahlt  werden 
kann,  so  existieren  diese,  soweit  sich  bisher  ergab^  nur  fiir  die  ein- 
facheren  Varietaten  der  Kempolyeder,  bo  dafi  ihre  Auffindung '  nicht 
allzu  schwierig  war;  allerdings  mangelt  es  noch  an  einem  Beweise^  daB 
samtliche  moglichen  nicht-konvexen  Polyeder  dieaer  Klasse  bereits  ab- 
geleitet  sind.  Zum  Schlusse  mdchte  ich  noch  auf  die  interessanten 
6  Mobiusschen  Polyeder  aufinerksam  roachen,  von  denen  3  zum 
inneren  Kern  das  Triakontaeder  haben^  wahrend  die  Gb*enzflaclien  der 
anderen,  ihnen  polar-reziproken  aus  den  voUstandigen  Figuren  be- 
stimmter  Varietaten  des  Pentakisdodekaeders  und  Deltoidhexekontaeders 
zu  entnebmen  sind. 

Wenn  auch  zugegeben  werden  mufi^  daB  die  von  inir  Ibnen  hier 
vorgetragenen  Satze  sozusagen  zum  Luxus  in  der  Geometrie  gehoren, 
da  die  Moglichkeit  praktischer  Verwendung  so  gut  wie  ausgescblossen 
erscheint,  so  glaube  ich  doch,  daB  ihnen  ein  rein  theoretisches  Inter- 
esse  wohl  entgegengebracht  werden  kann^  und  ich  hoiFe  die  voUstan- 
digen Untersuchungen  im  Zusammenhange  in  den  Abhandlungen  der 
Kaiserl.  Leopold.  Carolin.  Akad.  d.  Naturf.  spater  zu  veroffentlichen. 


Dritter  Teil. 
Die  Literatur-  uiid  Modellausstellung. 


A.  Bericht  fiber  die  Ausstellnng. 

Von 
M.  DiSTELi  in  StraBburg  i.  E. 


Nachdem  bereits  im  September  1902  auf  der  Versammlung  der 
Deutschen  Mathematiker-Vereinigung  zu  Karlsbad  der  Beschlufi  gefafit 
worden  war^  mit  dem  III.  Intemationalen  Matheniatiker-Kongrefi  eine 
Ansstellung  wissenschaftlicher  Literatur^  sowie  neuerer  mathematischer 
Modelle  und  Apparate  zu  verbinden,  beauftragte  der  vorbereitende  Aus- 
schuB  in  seiner  Sitzung  vom  20.  April  1903  in  Heidelberg  mit  der 
Ausfiihrung  dieses  Yorschlages  eine  Eommission,  bestehend  aus  den 
Mitgliedem:  Disteli-Strafiburg,  von  Dyck-Mtinchen,  Gutzmer-Jena, 
Krazer- Karlsruhe,  Mehmke-Stuttgart.  Spater  wurde  diesem  BeschluB 
noch  der  weitere  hinzugefUgt,  in  der  Ausstellnng  Gelegenheit  zu 
Demonstrationen  mit  Lichtbildem  zu  geben,  teils  zur  Unterstiitzung 
von  Vortragen,  teils  zur  selbstandigen  Darlegung  dieses  modemen  Hilfs- 
mittels  im  mathematischen  Uuterricht. 

Dem  genannten  Zwecke  diente  ein  Projektionsapparat  System 
Schuckert^  sowie  das  Epidiaskop  der  Firma  Carl  ZeiB  in  Jena.  Als 
Ausstellungssaal  konnte  der  groBe,  neu  hergestellte  Saal  im  Museums- 
gebaude  am  Ludwigsplatz  in  Aussicht  genommen  werden. 

Von  einer  detaillierten  Angabe  und  naheren  Beschreibung  aller 
eingegangenen  Ausstellungsgegenstande  muB  bei  dem  unserem  Aus- 
stellungsbericht  zu  Gebote  stehenden  Raume  abgesehen  werden.  Wir 
beschranken  uns  vielmehr  darauf^  unter  Abschnitt  B  beziiglich  der 
Literatur  die  Namen  derjenigen  Firmen  anzugeben,  die  sich  an  der  Aus- 
stellnng in  der  Hauptsache  beteiligt  haben,  und  beziiglich  der  Modell- 
ausstellung  eine  summarische  t^bersicht  der  ausgestellten  Oegenstande 
durch  wissenschaftliche  Institute  und  die  einzelnen  Aussteller  anzufOhren. 

Die  Eroffnung  der  Ausstellungen  wurde  auf  Donnerstag  den 
11.  August  festgesetzt  und  es  waren  dazu  zwei  groBere  Demonstrationen 
mit  Lichtbildem  in  Aussicht  genommen.  Nachdem  die  Teilnehmer  des 
Kongresses  zu  diesem  Zwecke  auf  den  Galerien  des  Ausstellungssaales 
Platz  genommen,  begriiBte  zur  festgesetzten  Stunde  nachroittags  A^^  Uhr 
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Gutzmer-Jena  die  Erschienenen  zur  £rd£Fhuiig  der  Literataransstelluiig 
mit  folgender  Ansprache: 

Hochgeehrte  Anwesende! 

Im  September  1902  wurde  auf  der  Yersammlnng  der  Deutschen 
Matheraatiker-Vereinigaiig  zu  Karlsbad  der  Beschlufi  gefaBt,  mit  dem 
III.  Interiiationalen  Mathematiker  -  Eongrefi  eine  Aasstelliuig  neaerer 
mathematischer  Modelle  and  der  wissenschaftlicben  Literatur  der  letzten 
10  Jahre  zu  verbinden.  Von  dem  vorbereitenden  Aiisscbufi  des  HI.  Inter- 
nationalen  Mathematiker-Kongresses  ist  mir  der  Auftrag  znteil  geworden, 
die  Literaturausstellung  mit  einigen  Worten  zu  eroShen. 

Ausstellungen  mathematischer  Modelle  und  Apparate  haben  bereits 
bei  friiheren  Gelegenheiten  stattgefhnden,  und  sie  haben  stets  ungemein 
lehrreich,  anregend  und  befruchtend  gewirkt;  eine  Ausstellung  mathe- 
matischer Literatur  stellt  dagegen  eine  Neuerung  dar.  Denn  daB  bei 
Gelegenheit  der  Weltausstellungen  zu  Chicago  1893  und  zu  Paris  1900 
in  dem  allgemeinen  Rahmen  der  Literatur  auch  mathematische  Schriften 
ausgelegt  wurden  und  daB  dies  auch  in  diesem  Jahre  zu  St  Louis 
geschieht,  kommt  naturgemafi  nicht  in  Betracht  im  Vergleiche  mit  der 
gegenwartigen  Literaturausstellung^  die  sich  auf  die  mathematischen 
Wissenschaften  beschrankt,  aber  in  diesem  Gebiete  eine  moglichst  grofie 
Yollstandigkeit  f&r  den  Zeitraum  der  letzten  10  Jahre  erstrebt. 

Freilich  sind  wir  hinter  dem  gesteckten  Ziele  weit  zurQckgeblieben. 

Denn  wenn  wir  einen  Blick  werfen  auf  die  gesamte  literarische 
Produktion  der  Welt  und  auf  die  wissenschaftliche  mathematische 
Produktion,  so  kommen  wir  zu  ganz  gewaltigen  Zahlen.  In  Deutsch- 
land  waren  z.  B.  von  den  24  792  im  Jahre  1900  erschienenen  Buehem 
allein  1390  uber  Mathematik  und  Naturwissenschaften  (=  5,6%),  und 
nach  einer  Zahlung  von  Felix  Miiller  gelangen  im  Jahrbuch  fiber  die 
Fortschritte  der  Mathematik  mehr  als  2000  Schriften  jahrlich  zur  Be- 
sprechung,  womit  aber  langst  nicht  Yollstandigkeit  erreicht  wird. 
Mit  Rticksicht  auf  die  Kurze  der  verfGgbareii  Zeit  will  ich  auf  dieses 
Zahlenmaterial  hier  nicht  naher  eingehen,  indem  ich  auf  die  unten  im 
Anhang  wiedergegebene  Zusammensteliung  verweise.  Indessen  mochte 
ich  an  dieser  Stelle,  gerade  im  Hinblick  auf  den  intemationalen  Cha- 
rakter  der  gegenwartigen  Versammlung  darauf  hinweisen,  wie  ungleich- 
wertig  die  Statistik  iiber  die  literarischen  Erscheinungen  ist,  selbst 
wenn  man  die  besten  Quellen  heranzieht.  Es  ware  zu  wiinsehen,  daB 
hier  durch  eine  internationale  Vereinbarung  nacli  dem  Vorbilde  der 
intemationalen  Katalog-Kopferenz  eine  gleiohmaBige  Klassifikation  der 
Werke    und    Zeitschrifken    herbeigefiihrt  wurde.     Erst    dann   ware   ein 
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statistisch  zutreffendes  Bild  von  dem  literarischen  Schaffen  der  einzel- 
nen  Volker  zu  gewinnen.  AUerdings  darf  iiberhaupt  der  Wert  einer 
derartigen  Statistik  nicht  dberschatzt  werden,  denn  gerade  in  der 
Mathematik  kann  die  wissenschaftliche  Leistung  eines  Yolkes  nicht 
ansschliefilich  nach  der  Zahl  der  Btlcher  oder  Abhandluugen  bemessen 
werden:  hier  gilt  es  ganz  besonders  zu  wagen  und  nicht  zu  zahlen! 

Wir  haben  die  Ausstellung  von  vomherein  auf  die  wissenschaft- 
liche Literatur  beschrankt.  Aber  auch  in  dieser  Beschrankung  war 
eine  angenaherte  YoUstandigkeit  nicht  im  Bereiche  der  Moglichkeit 
gelegen.  Denn  mancher  Verfasser  hat  sich  in  QbergroBer  Bescheiden- 
heit  nicht  bewegeu  lassen^  seine  Schriften  auszustellen^  wahrend  es  uns 
andererseits  nicht  immer  moglich  gewesen  ist,  alle  Verfasser  und  Ver- 
leger  mathematischer  wissenschaftlicher  Literatur  zu  erreichen  und  fiir 
die  Ausstellung  zu  interessieren.  Einige  grofie  Sendungen^  die  uns 
angemeldet  wurden,  sind  nicht  eingetroffen. 

In  der  XJnmoglichkeit,  jeden  einzelnen  hier  namhaft  zu  machen^ 
der  die  literarische  Ausstellung  beschickt  hat^  sei  es  mir  gestattet,  mich 
auf  die  Anfiihrung  einiger  Namen  zu  beschranken.  Ich  nenne  zuerst 
die  Firma  B.  G.  Teubner  in  Leipzig,  der  die  Deutsche  Mathematiker- 
Vereinigung  iiberhaupt  zu  besonderem  Danke  yerbunden  ist;  ich  nenne 
sodaun  die  glanzende  Ausstellung  von  Gauthier-Yillars  in  Paris: 
beide  Firmen  nehmen  mit  der  von  ihnen  eingesandten  Literatur  die 
eine  Langsseite  des  Saales  ein.  Auf  der  anderen  Langsseite  sind  zu- 
nachst  andere  deutsche  Verleger  vertreten  wie  Yieweg  &  Sohn  (Braun- 
schweig), Goschen  (Leipzig),  Engelmann  (Leipzig),  Mayer  &  Miiller 
(Berlin)  usw.  Alsdann  folgt  das  Ausland.  Ich  hebe  hier  die  Aus- 
stellung von  Huy gens'  Werken  durch  die  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften  zu  Haarlem  hervor;  femer  erregt  ganz  besonderes  Interesse 
die  Gruppe  italienischer  Literatur,  um  deren  Zustandekommen  sich  die 
Firma  Ulrico  Hoepli  in  Mailand  in  dankenswerter  Weise  verdient 
gemacht  hat.  Es  folgen  des  weiteren  franzosische  Firmen  wie  Yui- 
bert  et  Nony,  Delagrave  und  Colin,  die  den  Yerlag  mathema- 
tischer Werke  pflegen.  Den  Schlufi  macht  eine  Keihe  kleinerer  Gruppen 
Yon  Literatur,  deren  Aufzahlung  an  dieser  Stelle  ermUden  wiirde. 
Es  ist  mir  eine  angenehme  Pflicht,  alien  Ausstellem  dafiir,  dafi  sie 
unserer  Einladung  gefolgt  sind,  namens  des  vorbereitenden  Ausschusses 
dieses  Kongresses  den  warmsten  Dank  auszusprechen.  Ebenso  danke 
ich  auch  den  Herren  aufs  beste,  die  uns  hier  am  Orte  in  freundlichster 
Weise  unterstiitzt  haben. 

Zum  SchluB  niochte  ich  nochmals  betonen,  daB  es  sich  bei  der 
literarischen   Ausstellung   um    eineu    ersten    Yersuch    handelt,    dem 
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hoffentlich  viele  andere  ahnliche^  bessere  und  voUstandigere  Ausstellungen 
folgen  werden. 

Ohne  der  Initiatiye  spaterer  Kongresse  vorgreifen  zu  woUen,  erlaube 
ich  mir  einige  Gesichtsponkte  hervorzuheben,  die  vielleicht  ktinftig  Be- 
achtung  verdienen.  Und  da  mochte  ich  vor  alien  Dingen  empfehlen, 
daB  die  Literaturausstellungen  sich  einen  engeren  Rahmen  wahlen  als 
wir  es  getan  haben.  Meines  Erachtens  ware  es  z.  B.  yon  grofiem 
Interesse^  wenn  jedesmal  das  einladende  Land  seine  eigeue  mathe- 
matische  Literatur  fiir  einen  bestimmten  Zeitabschnitt  so  vollstandig 
als  moglich  ausstellte.  Das  laBt  sich  durchaus  erreichen,  denn  im 
eigenen  Lande  kennt  man  die  Verhaltnisse  gut  und  kann  auf  aUseitige 
Unterstiitzung  rechnen. 

Ein  anderer  Gesichtspnnkt  ware  der^  daB  man  etwa  aUe  Lehr- 
biicher  einer  bestimmten  Kategorie  zur  Ausstellung  vereinigte.  Wie 
lehrreich  ware  z.  B.  eine  moglichst  vollstandige  Sammlung  der  eng- 
lischen  und  amerikanischen  Text-books  fiir  den  hoheren  mathematischen 
Unterricht  oder  einen  bestimmten  Zweig  desselben.  Andere  Vorschlage 
dieser  Art  hat  G.  Enestrom  gemacht*),  so  daB  ich  mich  fflglich  ent- 
halten  kann^  naher  darauf  einzugehen. 

Wie  sehr  aber  auch  unsere  Literatur-Ausstellung  hinter  den  be- 
rechtigten  Wftnschen  und  Erwartungen  zuriickbleiben  mag,  ein  Er- 
gebnis  wird  dennoch  auch  hier  jedem  deutlich  werden:  die  stetig 
wachsende  Bedeutung  der  mathematischen  Wissenschaften 
fttr  das  gesamte  Leben  aller  Kulturvolker  der  Gegenwart. 

Anhang. 

Einige  Zahlen  aus  der  Statistik  iiber  die  literarische 

Produktion  der  Welt. 
1.  Auf  der  ganzen  Welt  wurden  gedruckt: 


1436- 

-1536 

:    42000  Bflcher 

1636- 

-1636 

575000 

ff 

1636- 

-1736 

:  1225000 

ff 

1736- 

-1822 

1839  000 

J) 

1822- 

•1887 

6500000 

f} 

1887- 

-1898 

:  1782000 

ff 

1899 

150000 

yj 

1900 

:   150000 

yy 

1901 

150000 

n 

1902  : 

150000 

f} 

12  563  000  Biicher 
=  rund  12y2  Millionen  Biicher  (einschl.  Neuausgaben  und  Ubersetzungen). 

*)  Bibliotheca  Mathematica,  dritte  Folge.    IV.  Band.    4.  Heft. 
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2.  In  Deutschland  betrug  die  Gesamtzahl  der  Druckschriften: 


im  15.  Jahrhundert 

w  16.  „ 

„  17. 

»  18.  „ 


16—24000 
100000 
200000 
500000 


3.  Bacherproduktion  Deutschlands  1861—1900: 


1861-66J1866-70  1871-76-1876-80  1881-86 

1886-90 

1891-95 

1896-1900 

Gesamte 
Bucherprodoktion 

47  466 

60  260 

67  617  1  70  283      76  719 

86  101 

109  778 

118  466 

DaniDter: 

[ 

Math.,  Naturw.  .  . 

3  016 

8  639 

4  186        4  884  !     6  294 

6  688 

6  290 

6  424 

Eraeh.,  Unterricht. 

6  297 

6  041 

7  996  1   11222  ,  12  009 

12  662 

14  127 

18104 

PhiloBophie 

406 

613 

841           769  .        716           760 

1184 

1622 

Ban-,  IngenieurwisB. 

914 

949 

1491  1     1988 

2  228 

2  090 

3  006 

8  474 

4.  Biicherproduktion  der  einzelnen  Lander  im  Jahre  1900*) 

Deutschland:     Insgesamt  24  792 

Darunter:     Math.,  Naturw.  1 390 

Erziehung,  Unterricht  3  697 

Bau-,  Ingenieurwiss.  739 

Osterreich-Ungarn:  Exakte  Wissenschaften  173 

Frankreich:     Insgesamt  10004 

Darunter:     Mathemat.  i.  allg.  28 

Astronomie,  Meteorol.^  Mechanik  32 

Physik,  Chemie  87 

Erziehungy  Unterricht  40 

Insgesamt  2  889 

Math.,  Astronomic,  Meteorol.  30 
Baukunsty  Wasserbau,  Mechanik  52 
Erziehung,  Unterricht  99 

Insgesamt  2511 

Reine  Wissenschaften  175 

Unterrichtswesen  92 

Industrie  173 


Niederlande: 
Daininter: 


Belgien: 

Darunter: 


*)  Die  nachstehenden  Angaben,  den  neuesten  and  zuverl&Bsigsten  Quellen 
entnommen,  zeigen  deutlich,  dafi  mangels  einer  einheitlichen  Klassifikation  die 
anfgeft&hrten  Zahlen  nicht  vergleichbar  sind.  Aufgenommen  wurden  alle  Rubriken, 
in  denen  math.  Werke  enthalten  sein  kOnnen.  t^ber  mehrere  Lender  waren  ent- 
sprechende  Angaben  nicht  zu  erlangen. 

Yerh.  d.  III.  Internat.  MAthom.-Kongr.  H«idelberg  1904.  46 


i 


722 


m.  Teil:  Die  Literstur-  und  Modellausutellang. 


Italien:          Insgesamt 

9  935 

Darunter: 

Wissenschafken  (Math.,  Phys.) 

322 

Ingenienrwesen 

228 

Unterricht,  Erziehung 

398 

GroBbritannien: 

r              ^     f  neue  Werke 
[nsgesamt    j     ^     ^^^^^^ 

5  760 

] 

1389 

Darunter: 

Ktinete,  W 

issenschaften,  (  neue  Werke 

385 

IlluBtrierte  Werke                 \     „     Auflag 

en    63 

Danemark: 

Insgesamt 

1251 

Darunter: 

Mathemat.,  Astronomie 

56 

Naturwissenschaften 

53 

Padagogik,  Jugendschrifken 

61 

Industrie 

13 

Norwegen: 

Insgesamt 

646 

Darunter: 

Matliematik 

20 

Naturwissenschaften 

45 

Erziehung,  Unterricht 

27 

Technologie  etc. 

54 

Schweden: 

Insgesamt 

1682 

Darunter: 

Mathemai,  Astronomie 

35 

Naturwissenschaften 

36 

Unterricht,  Jugendschriften 

176 

Technologie  etc. 

125 

Vereinigte  Staaten  von  Nordamerika: 

Neue 
Biicher 

Neue      1   ^^"^^^^ 
A"^-^^^-  ;    Sen 

Fremde 
Autoren 

EingeKlhrte 

englische 

Werke 

Insgesamt 

4490 

1 

1866        j        S378 

1388 

1090 

(6496) 

(2646)            (4701) 

(2122) 

(1318) 

Darunter: 

Mathemat.,  Physik  . 

160  (260) 

24  (42)     ;     99  (215) 

24  (21) 

61  (66) 

Erziehung  etc 

431  (529) 

210  (31)        847  (366) 

196  (136) 

98  (58) 

Die  entsprechenden  Zahlen  fiir  das  Jahr  1901  sind  in  Klammem 
angegeben,  so  dafi  sich  insgesamt  eine  betrachtliche  Steigerung  im 
Jahre  1901  herausstellt,  die  sich  in  den  einzelnen  Kolonnen  belauft  auf: 

Insgesamt:       227^  42%  2l7o  537o  217^. 
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5.  Zeitschriften  erschienen  in  Deutschland  im  Jahre  1901: 

Insgesamt  5545 

Danmter  filr:    Mathematik  und  Astronomie  18 

Naturwissenschaften  138 

Erziehung,  UnterriclitswiBsensch.  262 
Ban-,  Ingenieurwesen  etc.  224 

6.  Dissertationen  und  Programme  erschienen  in  Deutschland 
1900/1901  insgesamt:  3802,  davon  iiber  exakte  Wissenschaften,  Mathe- 
matik, Phjsik,  Astronomie,  Meteorologie:  324. 

An  die  ErofiPaung  der  Literaturausstellung  schlofi  sich  unmittelbar 
diejenige  der  Modellausstellung ,  welche  yon  Disteli-Strafiburg  mit 
folgenden  Worten  eingeleitet  wurde: 

Hochgeehrte  Versammlungl 

Im  Auftrage  des  vorbereitenden  Ausschusses  habe  ich  die  Ehre, 
die  Modellausstellung,  die  Sie  heute  freundlich  mit  Ihrer  Gegenwart 
beehren,  ebenfalls  mit  einigen  Worten  zu  eroffhen. 

So  einleuchtend  auch  der  Vorschlag  erscheinen  mochte,  mit  dem 
gegenwartigen  Eongresse  eine  Ausstellung  mathematischer  Modelle  und 
Apparate  zu  verbinden,  ware  doch  seine  erfolgreiche  Durchfahrung 
ohne  das  gtinstige  Entgegenkommen,  das  er  iiberall  gefunden,  nicht 
moglich  gewesen,  und  ich  erachte  es  daher  als  eine  erste  und  angenehme 
Pflicht,  namens  der  Ausstellungskommission  die  ihren  Bestrebungen  zu- 
teil  gewordene  sympathische  Aufuahme  aufs  Warmste  zu  yerdanken. 

Unser  Dank  gebiihrt  vor  allem  dem  Grofiherzoglich  Badischen 
Ministerium  fiir  die  wertvolle  und  fordernde  Unterstiitzung,  deren  sich 
unser  Projekt  yon  Anfang  an  zu  erireuen  hatte;  sodann  den  leitenden 
Behorden  der  Universitiit  Heidelberg,  welche  uns  diesen  kiinstlerisch 
ausgestatteten  Saal  in  entgegenkommender  Weise  zur  Verfilgung  stellten, 
sowie  dem  archaologischen  Institut  der  Uniyersitat,  welches  der  Kom- 
mission  die  gesamte  yorhandene  Projektionseinrichtung  iiberlassen  hai 
Er  gebiihrt  ferner  den  wissenschafklichen  Instituten  und  alien  Herren 
Ausstellem  fflr  die  gewahrte  Bereitwilligkeit,  auf  unsere  Wiinsche  ein- 
zugehen  und  die  Ausstellung  mit  ihren  Erzeugnissen  zu  beschicken, 
insbesondere  dem  Landesdirektorium  der  Proyinz  Hannoyer,  welches  es 
uns  ermoglichte,  das  Modell  der  Leibnizschen  Uechenmaschine  im 
Original  ausstellen  zu  konnen. 

Es  liegt  in  der  Natur  der  Sache,  daB  im  Gegensatze  zur  literari- 
schen  Produktion,  die  sich  iiber  das  Oesamtgebiet  der  mathematischen 
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Disziplinen  erstreckt,  der  Konstruktion  mathematischer  Modelle  und 
Apparate  engere  Grenzen  gezogen  sind.  Trotzdem  besteht  auch  hier 
eine  bemerkenswerte  Vielseitigkeit. 

Die  gegenwartige  Ausstellong  will  nun  keineswegs  den  Anspruch 
auf  Vollstandigkeit  beztiglich  der  Leistungen  erheben,  die  auf  dem  ge- 
nannten  Gebiete  wissenschaftlicher  Betatigung  zu  verzeichnen  sind.  In- 
dem  ftir  die  Kommission  der  Gedanke  leitend  war,  nur  solche  Modelle 
zur  Ausstellung  zu  bringen,  welche  in  den  ungefahr  zehn  letzten  Jahren 
nen  hinzugekommen  sind,  also  von  alien  denjenigen  Erzeugnissen  abzn- 
sehen,  die  auf  der  glanzenden  Ausstellung  vom  Jahre  1893  in  Miinchen*) 
zusammen  gestellt  waren,  gelang  es,  der  Ausstellung  zweckmafiig  ein 
dbersichtliches  Mafi  raumlicher  Ausdehnung  zu  geben,  und  erklart  sich 
aus  diesem  Grande  der  beschrankte  Umfang  des  jetzt  Gebotenen. 

Der  tfberblick  tlber  das  Ganze  ist  daher  ein  sehr  einfacher  und 
bedarf  kaum  eines  Eommentars.  Es  ist  an  dieser  Stelle  nicht  moglich 
auf  Einzelheiten  einzugehen  und  die  Fortsehritte  alle  aufzuzahlen,  die 
Ihrem  kundigen  Blick  beim  Besuche  der  Ausstellung  nicht  entgehen 
werden.  leh  darf  mich  begniigen  zu  erwahnen,  dafi  unter  den  Aus- 
stellern  mathematischer  Instrumente  und  Apparate  Firmen  wie  Carl 
Zeifi  in  Jena,  Chateau  Freres  in  Paris,  G.  Coradi  in  Ztirich  und 
andere  vertreten  sind,  wiihrend  unter  den  ausgestellten  Modellen  zur 
Geometrie,  Kinematik  und  mathematischen  Phjsik  nebeu  zahlreichen 
anderen  Darbietungen  nur  die  „Sammlung  mathematischer  Modelle^ 
von  H.  Wiener  in  Darmstadt  und  der  Verlag  der  Firma  M.  Schilling 
in  Halle  a.  S.  hervorgehoben  werden  mogen. 

Noch  sei  mir  gestattet  darauf  aufmerksam  zu  machen,  daB  neben 
der  bereits  erwahnten  Leibnizschen  Reclienmaschine,  iiber  welche 
heute  Herr  Runge-Hannover  noch  sprechen  wird,  die  Ausstellung 
noch  ein  zweites  historisches  Modell  besitzt:  namlich  das  Original  des 
Modells  der  Flache  dritter  Ordnung  mit  27  reellen  Geraden,  entworfen 
von  weiland  Professor  Christian  Wiener  in  Karlsruhe,  welches  Ori- 
ginal uns  von  der  dortigen  GroBh.  Technischen  Hochschule  freund- 
lichst  zur  Verfiigung  gestellt  wurde. 

Erlauben  Sie  mir  ferner  noch  einige  geschaftliche  Mitteilungen 
machen  zu  diirfen.  Zunachst  sind  zur  nahem  Orientierung  im  Saale 
alle  Modelltische  mit  den  Namen  der  betreffenden  Aussteller  versehen 
und  sind  vielen  Ausstellungsgegenstandeu  Kataloge,  Abhandlungen  oder 

*)  Vergleiche:  Katalog  mathematischer  uud  mathematisch  -  physikalischer 
Modelle,  Apparate  und  Instrument'e  nebst  Nachtrag,  herausgegebeu  von  Prof. 
Walter  Dyck,  Miinchen  1892  u.  1893. 
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Zeichnungen  hinzugefiigt^  deren  Sie  sicli  beim  Besuche  der  Ausstellung 
nach  Gutdtlnken  bedienen  mdgen. 

Die  Ausstellung  ist  taglich  geoffhet  yormittags  9  bis  1  Uhr^  nach- 
mittags  3  bis  7  Uhr  und  bin  ich  in  der  angenehmen  Lage  raitzuteilen, 
dafi  eine  Reihe  von  Eongrefiteilnehmem  sich  bereit  erklart  hat,  In- 
teressenten  wahrend  der  Ausstellungstage  Modelle  und  Apparate  mit 
erlautemden  Vortragen  zu  demonstrieren.  Zeit  und  Thema  dieser  in 
der  Ausstellung  zu  haltenden  Yortrage  werden  jeweils  durch  Anschlag 
im  Empfangsbureau,  sowie  an  den  Saaleingangen  zur  Ausstellung  be- 
kannt  gegeben  werden. 

Neben  Modellen  und  Apparaten  bildet  aber  in  neuerer  Zeit  auch 
die  Verwendung  des  elektrischeu  Projektionsapparates  ein  wertvolles 
Hilfsmittel  im  Gebiete  des  mathematischen  Unterrichtes,  zumal  wenn 
es  sich  um  Vortrage  vor  einem  ausgedehnten  Auditorium  handelt. 

Der  vorbereitende  Ausschufi  glaubte  daher  durch  Veranstaltung 
einiger  Demonstrationen  nach  yerschiedenen  Projektionsarten  yersuchen 
zu  sollen,  Ihnen  ein  Bild  dieser  modemen  Darstellungsmethoden  zu 
geben. 

Zu  diesen  Demonstrationen  hat  sich  die  Firma  Carl  Zeifi  in  Jena 
bereit  erklart,  welche  Ihnen  die  Verwendung  und  Wirkungsweise  ihres 
Epidiaskopes  an  einer  Reihe  yon  Lichtbildem  diyerser  Gegenstande 
und  yerschiedenen  Genres  zeigen  wird.  Sodann  darf  ich  bereits 
zwei  Vortrage  yon  Herrn  H.  Wiener-Darmstadt  anmelden,  welcher 
an  eiuer  Serie  yon  Schattenbildern  seiner  Modelle  die  Entwicklung 
geometrischer  Formen  demonstrieren  wird,  sowie  einen  Vortrag  yon 
Herrn  F.  Schilling-Gottingen  fiber  die  Frage:  Welche  Vorteile  ge- 
wahrt  die  Beniitzung  des  Projektionsapparates  im  mathematischen 
Unterricht?  Diese  Vortrage  finden,  soweit  die  Zeit  reicht,  heute  statt 
und  werden  morgen  Freitag  nachmittags  3  Uhr  in  diesem  Saale  fort- 
gefuhrt  werden. 

Indem  ich,  hochgeehrte  Anwesende,  zum  Schlusse  meiner  Mit- 
teilungen  geme  der  HofiPnung  Ausdruck  gebe,  dafi  die  Ausstellungen 
trotz  etwaiger  Mangel  und  UnyoUkommenheiten  an  innerem  Werte 
genug  zu  bieten  yermogen,  um  Ihres  Interesses  wiirdig  zu  sein,  gestatte 
ich  mir  noch,  Sie  nach  Beendigung  der  heutigen  EroflFnungsdemonstra- 
tionen  namens  der  Ausstellimgskommission  zu  'einem  Rundgange  durch 
den  Saal  ergebenst  einzuladen. 

Nach  Eroffhung  beider  Ausstellungen  fand  der  erste  Vortrag  statt, 
indem  Runge-Hannoyer  historische  Bemerkungen  zur  Leibnizschen 
Rechenmaschine  machte,  die  er  am  Original  orlauterte  mit  der  gleich- 
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zeitigen  Ankundigong;  seine  vorlaufigen  Mitteilungen  mit  Demonstra- 
tionen  Freitags  in  der  Ausstellung  weiter  ausfiihreu  zu  woUen. 

Seine  liistorischen  Bemerkungen  finden  sich  im  Beferat  zusammen- 
gefafit  unter  Abschnitt  G. 

Nachdem  sodann  der  Saal  verdunkelt  worden  war,  schlofi  sich  an 
diesen  Vortrag  die  erste  Demonstration  mit  Lichtbildem,  ausgefiihrt 
mit  dem  Epidiaskop  Zeifi  und  geleitet  vom  Vertreter  dieser  Firma. 
Nach  einer  kurzen  Beschreibung  der  Finrichtung  und  Wirkungsweise 
des  Apparates  erfolgten  zablreiche  Projektionen  undurchsichtiger  Korper 
von  flacher  Form  mittels  auffallendem  Licht  (episkopische  Projektion), 
sowie  Yon  durchsichtigen  Eorpem  (Diapositive)  fUr  durchfallendes  Licht 
(epidiaskopische  Projektion).  Wahrend  bei  den  episkopischen  Pro- 
jektionen namentUch  die  brillante  Wiedergabe  der  Farben  aiiffiel, 
zeigten  die  epidiaskopischen  Bilder  hauptsachlich  in  der  Wiedergabe 
landschaftlicher  Motive  eine  weitgehende  Scharfe  und  plastische  Ver- 
tiefdng;  selbst  bei  bedeutenden  VergroBerungen. 

Nach  Beendigung  dieser  Veranstaltung  trat  an  Stelle  des  Epidias- 
kops  der  Projektionsapparat  Schuckert.  Mit  diesem  Apparate  ent- 
warf  H.  Wiener-Darmstadt  eine  Lehre  der  Eutwicklung  geometrischer 
Formen  unter  VorfQhrung  von  Modellen  in  Schattenbildem.  Dieser 
Vortrag  wurde  Freitag  nachmittags  durch  einen  zweiten  erganzt.  Der 
unter  Abschnitt  C  aufgefiihrte  diesbeziigliche  Bericht  gibt  den  Inhalt 
beider  Vortrage  gemeinsam  wieder^  geordnet  nach  den  leitenden  6e- 
sichtspunkten  und  unter  Hinzufiigen  einiger  weiterer  erlauternden  Be- 
merkungen, zu  denen  in  den  Vortragen  selbst  die  Zeit  fehlte,  aber  bei 
den  Fiihrungen  durch  die  Sammlungen  Gelegenheit  gegeben  war. 

Mit  SchluB  des  ersten  der  eben  genannten  Vortrage  war  die 
zweite  in  Aussicht  genommene  Demonstration  beendet,  und  die  Stunde 
herang€»ruckt,  mit  welcher  nach  einer  kurzen  Besichtigung  der  Aus- 
stellung der  erste  Ausstellungstag  programmgemaB  seinen  AbschluB  fand. 

Die  Ausstellung  wurde  Freitag  den  12.  August  morgens  9  Uhr 
wieder  geoffhet  und  hielt  daselbst  9^/^  Uhr  zunachst  Minkowski- 
Gottingen  vor  der  Sektion  1  seinen  Vortrag;  „Zur  Geometric  der 
Zahlen"  unter  Vorfuhrung  zahlreicher  Lichtbilder,  die  mittels  des  Epi- 
diaskops  im  unverdunkelten  Raume  entworfen  wurden.  Nach  dem  Vor- 
trage fanden  fiir  die  Anwesenden  Erklarungen  der  ausgestellten  Modelle 
durch  Mitglieder  der  Ausstellungskommission  und  die  Vertreter  ver- 
schiedener  Firmen  statt. 

Ein  besonders  reges  Leben  aber  entfaltete  sich  in  der  Ausstellung 
wahrend    der   Demonstrationen   der   Sektion   IV.    fiir   Angewandte 
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Mathematik;  die  von  liy^i  bis  ly,  Uhr  in  dem  Ausstellungssaale  statir 
fanden.  Aufier  den  bereits  in  der  Sektion  angemeldeten  seien  ins- 
besondere  hervorgehoben  die  folgenden  interessanten  Vortrage  und  Ver- 
snche,  die  teils  vor  teils  nach  der  Sitzung  bei  gruppenweiser  Ffthrung 
stattfanden  und  auf  welche  durch  Anschlag  hingewiesen  worden  war: 
A.  Greenhill:  Demonstrationen  am  Gyroskop;  dem  deformablen  Hyper- 

boloid  Darboux  and  diversen  Modellen  der  theoreidschen  und  prak- 

tischen  Mechanik. 
A.  Eempe:    Erklarung   und  Demonstration    eines  Gelenkmechanismus 

zur  Teilung  des  Winkels. 
F.   Klein:     Demonstrationen   mit   dem    Maxwellschen   Kreisel,    dem 

Gjrostaten,  den  Fliissigkeitskreiseln  und  Erklarung  der  Gipsmodelle 

iiber  die  Ausbreitung  der  Warme  in  einem  Stabe. 
L.  Prandtl:     Vortrag  iiber  Fliissigkeitsbewegung  bei  kleiner  Reibung 

mit  Hilfe  von  Lichtbildem  des  Epidiaskops. 
C.  Runge:   Erklarung  und  Demonstrationen  der  Leibnizschen  Rechen- 

maschine  am  Original. 
M.  Briickner:  Erklarung  der  gleicheckig-gleichseitigen  Polyeder. 
S.  Finsterwalder:   tTber  die  deformablen  Drahtgeflechte  von  Minimal- 

flachen;   Erklarung    des    Gletschermodells    and    des   photogramm- 

metrischen  Apparates. 
F.   Schilling:    Erklarung   neuer   kinematischer   Modelle   zur  Verzah- 

nungslehre  der  Stimrader. 
A.  Sommerfeld:  Demonstration  des  Toplerschen  Universalapparates. 
H.   Wiener:     Erklarung    und    Vorfiihrung    zahlreicher    Modelle    aus 

,fi.  Wieners  Sammlung  mathematischer  Modelle''  insbesondere  der 

beweglichen  DrahtmodeUe. 

Die  Ausstellung  wurde  sodann  nachmittags  3  Uhr  wieder  geoffbet 
und  fand  um  4  Uhr  die  angekiindete  Fortsetzung  grofierer  Lichtbilder- 
demonstrationen  stati 

F.  Schilling-05ttingen  eroffiiete  dieselbe  mit  einer  Besprechung 
der  Frage:  Welche  Vorteile  gewahrt  die  Benutzung  des  Projektions- 
apparates  im  mathematischen  Unterricht?,  bei  welcher  Gelegenheit  an 
einer  grofien  Zahl  von  Lichtbildem  yerschiedenartig  hergestellter  Dia- 
positiye  unter  Benutzung  des  Epidiaskops  die  mannigfaltige  Verwen- 
dung  des  Projektionsapparates  iiberhaupt^  insbesondere  in  der  darstel- 
lenden  Geometrie,  graphischen  Statik,  Photogrammetrie,  Perspektiye 
und  Kinematik  dargelegt  wurde.  Das  Referat  dieses  Yortrages,  welches 
gleichzeitig  auch  die  auf  diesen  Vortrag  folgende  Er^Lnzung  umfaBt^ 
folgt  unter  Abschnitt  C. 
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An  diese  Demonstrationen  reihte  sich  die  Fortsetznag  des  Donners- 
tags  begonnenen  Yortrages  von  H.  Wiener:  Entwicklong  geometri- 
scher  Formen,  liber  welchen  Yortrag  gleichzeiidg  mit  dem  ersten  in 
dem  unter  dieser  l^^berschrift  gegebenen  Bericht  unter  C  referiert  ist. 
Der  Yortragende  entwarf  mittels  des  Projektionsapparates  eine  stattliche 
Zahl  Yon  Schattenbildem  diyerser  Modelle,  durch  welche  u.  a.  die  Ent- 
stehung  aller  Besonderheiten^  die  bei  der  Projektion  geometrischer 
Linien-  und  Flachengebilde  aiifkreten,  insbesondere  die  UmriBlinien  von 
Rotations-  und  Schraubenflachen,  sowie  ihre  Beziehungen  zu  den  Haupt- 
tangentenkurven  durch  rotierende  Drahtmodelle  erklart  und  anschau- 
lich  dargelegt  wurden. 

An  diese  Ausitlhrungen  schlofi  sich  alsdann  der  bereits  erwahnte 
zweite  Yortrag  von  F.  Schillings  welcher  die  episkopische  Projektion 
verschiedener  beweglicher  kinematischer  Modelle  insbesondere  zur  Ver- 
zahnungslehre  zum  Gegenstand  hatte. 

Damit  war  auch  die  f^  den  zweiten  Ausstellungstag  in  Aussicht 
genommene  Reihe  von  Lichtbilderdemonstrationen  beendet,  wahrend 
die  Ausstellung  selbst  bis  Sonntag  den  16.  August  mittags  geoffnet  blieb. 

Der  zahlreiche  Besuch,  dessen  sie  sich  erfreute,  darf  wohl  als  eine 
Bestatigung  angesehen  werden,  daB  die  Yeranstaltungen  ihren  Zweck 
erreichten  und  das  Interesse  nachhaltig  wachzuhalten  vermochten.  Gab 
die  Literaturausstellung  ihrerseits  ein  Bild  von  dem  bedeutenden  Um- 
fange  der  Produktion  auf  alien  Gebieten  mathematischer  Betatigung,  so 
zeigte  anderseits  die  Modellansstellung  eine  immerhin  beachtenswerte 
Yielseitigkeit  der  Hilfsmittel,  die  dem  Mathematiker  zur  Yeranschau- 
lichimg  seiner  Ideen  zu  Gebote  stehen. 

In  diesem  Sinne  werden  wohl  jedem  Besucher  der  Ausstellung 
Modelle  und  Lichtbilder  von  schatzenswerter  Bedeutung  im  Unterricht 
erschienen  sein,  nicht  als  Mittel,  um  an  eigener  Gedankenarbeit  zu 
sparen  oder  die  Konstruktionen  im  Zeichensaal  durch  eine  fliichtige 
Folge  fertiger  Lichtbilder  zu  ersetzen,  wohl  aber  als  Trager  und  Yer- 
mittler  von  Anschauungen,  Yorstellungen  imd  Erfahrungen,  um  bei  dem 
stetig  wachsenden  Umfang  der  mathematischen  Disziplinen  das  Gute 
erfolgreich  zu  verbreiten  und  das  luteresse  fiir  Neues  dauemd  und  be- 
lebend  anzuregen. 
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A.  Literataraasstdlnng. 

An  der  Literaturausstellung  beteiligten  sich  die  folgenden  in  alpha- 
betischer  Ordnung  anfgeftlhrten  Firmen  des  In-  und  Auslandes: 

I.   Deutschland. 

1.  Baumgartners  Buchhandlung,  Leipzig. 

2.  6.  Braunsche  Hofbuchdruckerei  u.  Verlag,  Karlsruhe. 

3.  Ferd.  Dilmmlers  Verlagsbuchh.,  Berlin. 

4.  Diirrsche  Bucbhandlung^  Leipzig. 

5.  Wilhelm  Engelmann^  Yerlagsbachhandlung,  Leipzig. 

6.  G.  Freytag,  Leipzig. 

7.  6.  J.  Goschensche  Verlagshandlungy  Leipzig. 

8.  Robert  Grassmauns  Verlag,  Stettin. 

9.  Helwingsche  Verlagsbuchliandlang,  Hannover. 

10.  Ferdinand  Hirt,  Breslau. 

11.  C.  A.  Kochs  Verlag  (H.  Ehlers),  Dresden. 

12.  M.  Krayn,  Verlagsbuchhandlung,  Berlin. 

13.  Mayer  &  Miiller,  Berlin. 

14.  Metzlersche  Buchhandlong;  Stuttgart. 

15.  Moritz  Schauenburg^  Lahr. 

16.  Ferdinand  Schoningh,  Paderbom. 

17.  Leonhard  Sim  ion  Nachf.,  Berlin. 

18.  Eugen  Strien's  Verlag,  Halle  a.  S. 

19.  B.  G.  Teubner,  Leipzig. 

20.  Friedr.  Vieweg  &  Sohn,  Braunschweig. 

21.  J.  J.  Weber,  Leipzig. 

22.  Eonrad  Wittwer,  Sort.-  u.  Verlagsbuchhandlung,  Stuttgart, 

23.  Hermann  Zieger,  Leipzig. 
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n.   Ansland. 

1.  The  Royal  Irish  Academy^  Dublin. 

2.  Augustin  Aline. 

3.  Wilhelm  Braumuller,  Wien. 

4.  Carvallo,   Examinateur  de    sortie    a  TEcole  polytech.,    Paris,    rue 
Clovis  1. 

5.  Lauro  Clariana  Ricart,  Catedratico  en  la  Universidad  Barcelona, 
Balmes  67. 

6.  D.  Coelingh,  Amsterdam. 

7.  Armand  Colin,  Librairie,  Paris,  rue  de  Mezieres  5. 

8.  Ch.  Delagrave,  Libraire,  Paris,  rue  Soufflot  15. 

9.  S.  Dickstein,  Professor,  Warschau,  Marszalkowska  117. 

10.  6.  Enestrom,  Bibliothekar,  Stockholm,  Grefkuregatan  77. 

11.  Victorino    Garcia   de  la  Gour,    Catedratico    en   la  Uniyersidad 
Madrid. 

12.  Zoel    de    Galdeano,    Catedratico    en    la    Universidad    Zaragoza, 
Cdso  99. 

13.  Gauthier-Villars,  Imprimeur-Libraire,  Paris. 

14.  Georg  &  Co.,  Librairie,  Geneve. 

16.  Carl  Gerolds  Sohn,  Verlagshandlung,  Wien. 

16.  Gesellschaft  der  Wissenschaften,  Christiania. 

17.  R.  Giusti,  Livomo. 

18.  U.  Hoepli,  Mailand. 

19.  Alfred  Holder,  Wien. 

20.  Holland.  Gesellsch.  der  Wissenschaften,  Haarlem. 

21.  Andr.  Fred.  Host  &  Son,  Kopenhagen. 

22.  Ad.  Hoste,  Imprimeur-Editeur,  Gand. 

23.  A.    Macfarlane,    Professor,    Gowrie    Grove,    Chatham,    Ontario, 
Canada. 

24.  Murillo,  Madrid. 

25.  B.  Pellerano,  Neapel. 

26.  J.  K.  Puzyna,  Professor,  Lwow  (Lemberg). 

27.  Fr.  Rivnac,  Prag. 

28.  J.  Ruis  y  Casas,    Catedratico   en  la  Universidad  Zaragoza,    Calle 
de  San  Miguel  30. 

29.  Kgl.  Danske  Widenskab.  Selskab,  Kopenhagen. 

30.  A.  W.  Sijthoff,  Leiden. 

31.  E.  Spoerri,  Pisa. 

32.  F.  Gomes  Teixeira,  Professor,  Porto. 
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33.  Eduardo    Torroja   y   Caballe,    Catedratico    en   la   Cniversidad, 
Madrid. 

34.  Vuibert  &  Nony,  Librairie,  Paris,  Boul.  St.  Germain  63. 

35.  A.  Wassilieff,  Professor,  Universitat,  Easan. 

36.  N.  Zanichelli,  Bologna. 

B.  Modellansstellnng. 

Zur  leichteren  tJbersicht  mogen  die  ansgestellten  Gegenstande  in 
zwei  Gruppen  gesondert  aufgefiihrt  werden.  Sie  verteilen  sich  in 
folgender  Weise  auf  die  in  alphabetischer  Ordnnng  zusammengestellten 
Aussteller  der  verschiedenen  Lander: 

a)  Instrumente  und  Apparate. 

1.  Bombicki  und  Lamm,  Berlin. 

Rechenmaschine  „Triumphator'^ 

2.  Chateau  Freres,  Firma  fiir  Prazisionsmechanik,  Paris. 

Kurvenerzeugungsapparate:  Campylograph  Dechevrens,  Zirkel 
Schwartzbard;  Torres'  Maschine  zur  Auflosung  trinomischer 
Gleichungen;  Winkelteiler  nach  Longchampt  und  Malassis- 
C bateau.  Zahlreiehe  Zeichnungen  und  Photographien  der  er- 
zeugbaren  Kurven. 

3.  G.  Coradi,  Mathematisch-mechanisches  Listitut,  ZtLrich. 

Differentiator  G.  Coradi;  Integraph  System  Abdank-Abakano- 
wicz;  Parabolograph  Payne-Coradi;  Harmonischer  Analysator 
nach  Prof.  0.  Henrici,  London. 

4.  Gottingen,  Mathematisches  Institut  der  Universitat. 

Kreisel  nach  Maxwell;  Gyrostat  nach  Lord  Kelvin;  Fliissigkeits- 
kreisel  nach  Prof.  Schwarzschild-Gottingen.  Verschiedene  Dia- 
positive  zur  kinematischen  Erzeugung  von  Kurven;  Modelle  und 
Tafeln  zur  Funktionfenlehre,  Flachentheorie  und  mathematischen 
Physik. 

5.  A    Greenhill,  Professor,  London. 

Das  hangende  und  das  gesttltzte  rotierende  Rad  (Gyroskop),  das 
deformable  Hyperboloid  Darboux;  verbesserter  Flaschenzug;  Mo- 
delle zur  Mechanik. 

6.  Grimme,  Natalis  &  Co.,  Maschinenfabrik  Braunschweig. 

Die  Rechenmaschinen  „Brunsviga'^  und  „Addograph". 

7.  A.  Kempe,  Gymnasialoberlehrer,  Rotterdam. 

Gelenkmechanismus  zur  Teilung  des  Winkels. 

8.  Landesdirektorium  der  Provinz  Hannover. 

Original  der  Leibnizschen  Rechenmaschine. 


732  UI.  Teil:  Die  Literatur-  nnd  Modellausstellung. 

9.  0.  Leaner,  Mechauisches  Institut  der  K.  Technischen  Hochschule, 
Dresden. 
Der  Toplersche  Universalapparat  ftir  den  Mechanik-Unterricht. 

10.  J.  Schnockel,  K.  Landesvermesser,  Aachen. 

Apparat  zur  mechanischen  Bestimmong  des  Inhaltes  iind  der 
Momente  yerschiedener  Ordnung  ebener  Fl'achenstiicke. 

11.  Wien,  K.  u.  K.  Technische  Hochschule. 

Zyklograph  und  Ellipsograph  nach  Prof.  Th.  Schmid,  ausgestellt 
von  Mechaniker  Penocny,  Wien. 

12.  Carl  Zeifi,  Optische  Werkstatte  Jena. 

Das  Epidiaskop  und  Episkop.  Keichhaltige  Sammlung  optischer, 
zum  Teil  fur  Demonstrationszwecke  zerlegbarer  Instrumente:  Neue 
Stereoskope,  Stereometer,  Verantlupen,  Relieffemrohre,  Feldstecher, 
photograph!  sche  Apparate,  diverse  Diapositive. 

b)  Mathematisohe  Modelle. 

1.  M.  Briickner,  Gymnasialoberlehrer,  Bautzen. 

GroBe  Sammlung  von  KartonmodeUen  der  gleicheckig-gleichseitigen 
Polyeder. 

2.  E.  Estanave,  Dr.  es  sciences,  Paris. 

Hyperbolograph. 

3.  S.  Finsterwalder,  Professor,  Miinchen. 

Diverse  bewegliche  Drahtmodelle  von  Minimalflachen;  Modelle  zu 
praktischenProblemenderKugelteilung;  Gletschermodell  und  neuer 
photogrammetrischer  Apparat. 

4.  Jena,  Mathematisches  Institut  der  Universitat. 

Regulare  Raumeinteilung  bei  Nichteuklidischer  MaBbestimmung; 
raumliches  Netz  eines  regularen  Korpers  im  vierdimensionalen  Raum 
von  Prof  HoBfeld  in  Eisenach. 

5.  Karlsruhe,  GroBh.  Technische  Hochschule. 

Originalmodelle  der  Flache  III.  Ordn.  mit  27  reellen  Geradeu,  ent- 
worfen  von  weiland  Professor  Christian  Wiener;  Vorlesungs- 
modelle  zur  darstellenden  Geometric  (ausgefilhrt  vom  Mechaniker 
F.  Steflitschek,  Wien);  der  Perspektivapparat  von  Professor 
E.  Brauer,  Karlsruhe. 

6.  L.  Klug,  Professor,  Klausenburg. 

Holzmodelle  des  Ringes  und  Schraubenrohrs  mit  Isophoten.  Modelle 
des  geraden,  schiefen  und  des  Pliickerschen  Konoids,  sowie  der 
geraden  Normalentiache  des  Kegels  11.  Ordng.  nebst  ihren  Schattcn- 
bestimmungen. 
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7.  C.  Leist,  Professor  a.  d.  K.  Techuischen  Hochschule,  Berlin. 

Apparat  zur  Darstellung  ranmlicher  Figuren  fiir  den  Mechanik- 
unterricht.     (Vorlesungsmodell.) 

8.  M.  Schilling?*),  Verlagshandlung,  Halle  a.  S. 

I.  Mathematische  Physik.  Gipsmodell  zur  DarsteUong  der  Ge- 
staltsanderung  einer  schwingenden  Saite^  sowie 

2  Gipsmodelle  zur  Theorie  der  Warmestralilung  in  einem  Stabe 
nach  Prof.  F.  Klein,  Gottingen;  konstruiert  von  Oberlehrer 
Dr.  Schellenberg,  Mdlheim  a.  d.  R. 

3  Raumliche  Drahtmodelle  der  elektrischen  Aquipotential-  und  Kraft- 
linien  nach  Prof.  0.  Wiener,  Leipzig. 

II.  Geometrie.  3  Kartonmodelle  iiber  die  KrUmmung  der  Flachen, 
nach  Prof  Ch.  Wiener,  Karlsruhe. 

5  Gipsmodelle  der  Flachen  U.  Ordnung  zum  Gebrauche  fiir  Studie- 
rende. 

5  Fadenmodelle  einiger  einfacher  Regelflachen:  Hyperboloid,  Para- 
boloid, Pliickersches  Zylindroid,  Developpable  der  Raumkurve 
IV.  Ordnung  mit  Doppelpunkt  von  Prof.  H.  Wiener,  Darm- 
stadt. 

7  FadenmodeUe  der  Kegel  III.  Ordnung  vom  Geschlecht  Null  und 

Eins  von  Prof.  H.  Wiener,  Darmstadt. 
10  Gipsmodelle  architektonischer  Polyeder  zum  Unterricht  in  dar- 

stellender    und    projektiver   Geometrie   nach   Prof.    G.   Hauck, 

Berlin. 
VorlesungsmodeUe  einer  Durchdringung  von  Pyramide  und  Prisma, 

sowie  einer  projektiven  Erzeugung  der  Kegelschnitte  nach  Prof. 

F.  Schilling,  Gottingen.  Einzelne,  sowie  Systeme  von  Schrauben- 

linien  mit  der  namlichen  Ganghohe. 

6  Modelle  zur  Theorie  der  kubischen  Raumkurve:  Kubische  Ellipse, 
Hyperbel,  Parabel  und  Horopter,  auf  durchsichtigen  Zelluloid- 
zylindem,  dargestellt  von  Dr.  W.  Ludwig,  Karlsruhe. 

2  Gipsmodelle  fiir  die  Abbildung  der  projektiven  Ebene  auf  eine 
im  Endlichen  geschlossene  singularitatenfreie  Flache  von  Dr. 
W.  Boy,  Gottingen. 

GipsmodeU  der  Grenzflache  eines  parabolischen  Strahlsystems  nach 
Prof.  K.  Zindler,  Innsbruck. 


*)  Fiir  eine  ausfiihrliche  £rkla,raxig  und  Beschreibung  der  oben  angeffihrten 
Modelle  verweisen  wir  auf  den  ,,Kaialog  mathematiBcher  Modellers  verdffentlicht 
durch  die  Yerlagshandlang  M.  Schilling,  Halle  a.  S.  1903,  welcher  der  AnssteUimg 
beigegeben  war. 
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Gipsmodell   einer  Flache  III.  Ordnung   mit   parabolischem   Punkt 

nach  Prof.  P.  Stackel,  Kiel. 
III.    Kinematik.     3    ModeUe    zur   Ereiseltheorie:    Die   epi-    und 
perizykloidische  Drehung  eines  kraftfreien^  starren  Korpers  und 
ifare  trbeigangsform  nach  Prof.  H.  OraBmann^  Giefien. 
12  Modelle  von  Prof.  F.  Schilling*),  Gottingen.    Erzeugnng  der 
Trochoiden,    Zykloiden    und    Kreisevolventen;    Zwillingskurbel- 
getriebe  und  Inversoren  nach  Peaucellier,  Hart  und  Sylvester- 
Kempe. 
11  Modelle   von  Prof.  F.  Schilling   zur   Yerzahnungstheorie   der 
Stimrader.     Erzeugung  der  Pascalschen  Eurven.     Die  Methoden 
der    Zykloiden-     und     Evolventenverzahnung     der      Stimrader; 
Methoden  der  Hilfspolbahnen,  der  Aquidistanten,  der  sekundaren 
Polbahnen  uad  der  Triebstockverzahnung. 
9.  F.  Steflitschek,  Mechaniker,  Wien. 

Universalapparat  der  Durchdringungen  von  Prismen-  und  Zylinder- 
fliichen  mit  beliebigen  Korpern.  Universalschnittebene  oder  Profil- 
taster  fur  beliebige  Korperquerschnitte. 

10.  B.  V.  Totossy,  Professor,  Budapest. 

Mehrere  Bande  ausgewahlter  Losungen  von  Problemen  der  pro- 
jektiven  und  darstellenden  Geometrie,  die  anlaBlich  der  Staats- 
prflfimgen  von  der  K.  K.  Technischen  Hochschule  Budapest  ge- 
stellt  wurden. 

11.  W.  Voigt,  Professor,  Gottingen. 

Modelle  zur  Elastizitat,  der  Pyro-  und  Piezoelektrizitiit  der  Krystalie. 

12.  H.  Wiener    in  Darmstadt  und    Mathematisches    Institut**) 

der  GroBh.  Technischen  Hochschule  zu  Darmstadt  (unter  Leitung 

von  Prof.  H.  Wiener***)). 
I    EbeneGebilde.  Projektionsmodelle. 
n.  Ebenflachige     Raumgebilde.      Die    5    regelmaBigen    (Pla- 

tonischen)  Vielflache  La   Draht,    sowie  die  hoheren  (Keplerschen 

*)  Vergleiche  die  FuBnote  Abschnitt  C,  S.  755. 

**)  Man  verjfleiche  den  Zusatz  I  im  Anhang  zu  H.  Wieners  Vortrag  „Ent- 
wickluug  geometrischer  Formen". 

***)  Ein  ausfiihrliches  Verzeichnis  samtlicher  im  math.  Institut  der  Techn. 
Hochschule  zu  j)armstadt  unter  Leitung  von  Prof.  H.  Wiener  angefertigten 
Modelle,  insbesonderc  der  in  der  Heidelberger  Ausstellung  enthaltenen,  kann  von 
dem  genannten  Institut  bezogen  werden.  Die  wichtigeren  erscheinen  in  „I1.  Wieners 
Sammlung  mathematischer  Modelle",  deren  Verlag  vom  1.  Jannar  1905  ab  B.  G. 
Teubner  in  Leipzig  (ibemommen  hat. 

IJber  die  einzelnen  Modelle  fiiiden  sich  erlautemde  Bemerkungen  in  H.  Wieners 
Vortrag  S.  73y,  sowie  in  dem  Anhang  dazu  S.  746. 
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und  Poinsotsclieii)  Yielflache  mit  Faden   in  Drahtgestellen   durch 

ihre  Kanten  dargestellt.    Regelmafiige  Vielstrahlen  als  geschlossene 

Spiegelsysteme. 

In   Kanten    biegbare    (offene)  Vielflacbe  (vergl.   unten:   „Flachen- 

biegung"). 

III.  Zylinder  nnd  Kegel  2.  Ordnung  in  Kreisschnitten  beweglicb 
(vergl.  ,^achen  2.  Ordn.").  Die  Kegel  3.  Ordnung  in  7  Gestalten 
(FadenmodeUe). 

IV.  Raumkuryen  und  abwickelbare  Flachen.  Kriimmung 
und  Torsion. 

Singularitaten  der  Raumkuryen:  FadenmodeUe  ihrer  abwickel- 
baren  Flachen  in  je  8  Fallen  ftir  yiererlei  Lage  der  betrachteten 
KurvensteUe  gegen  das  unendlich  Feme. 

Die  4  Falle  der  Raumkurye  3.  Ordnung  in  ihrer  Lage  gegen 
das  unendlich  Feme,  als  Punktkurye  mit  ihren  Asymptoten  (Draht- 
modelle),  als  Tangentenkurve  (FadenmodeUe),  und  als  Durchdringung 
(desgl.).  In  denselben  dreierlei  DarsteUungen  die  Raumkurye 
4.  Ordnung  erster  Art  mit  ihren  wesentUch  yerschiedenen  Ge- 
stalten. 

Rationale  Lissajoussche  Kuryen. 

Transzendente  Raumkuryen:  Schraubenlinie  mit  Schmiegungs- 
eUipse.  Raumkurye,  die  aus  der  Schraubenlinie  mittels  einer 
Imaginar-Projektion  abgeleitet  ist.  —  KoUineares  RaumbUd  der 
Schraubenlinie.  Logarithmische  Spirale  auf  dem  Kegel.  Oeoda- 
tische  Linien  auf  dem  Kegel  mit  1  und  2  Doppelpunkten.  Loxo- 
drome  auf  der  Kugel.  Haupttangentenkurye  einer  schiefen  ge- 
schlossenen  Regelschraubenflache,  auf  der  Drehflache  einer  Hyperbel 
gelegen,  deren  eine  Asymptote  Drehachse  ist. 

V.  Regelfiachen:  Zylindroide  (ygl.  auch  unter  „Flachen  2.  Ordn."). 

VI.  Flachen  2.  Ordnung.  Gips-  und  FadenmodeUe  der  Flachen 
2.  Ordnung  in  yerschiedenen  Ausfiihrungen.  DrahtmodeUe  der 
Hauptschnitte. 

Bewegliche  Modelle  mit  2  Scharen  gerader  Erzeugender  und 
solche  mit  zwei  Scharen  yon  Kreisschnitten  aus  Drahten,  die  an 
Kreuzimgen  durch  „H.  Wieners  geschranktes  Verbindungsgelenk" 
yerbunden  sind.  Geradliniges  Dreh-Hyperboloid  und  Paraboloid 
als  bewegUche  FadenmodeUe  ohne  angehangte  Gewichte. 

VII.  Dreh-  und  Schraubenflachen.  Kreisring  und  Dreh- 
flache einer  zur  SinusUnie  affinen  Meridiankurye  (DrahtmodeUe  auf 
einer  Achse  drehbar).    Geschlossene  Regel-Schraubenflache  (W( 
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flaclie  unci  schiefe)  als  FadenmodeUe  and  als  Drahtmodelle  mit 
eingesetzten  HaupttangentenkiuTen.  Rohrenschraubenflache  ans 
Drahtkreisen). 
Vin.  Bfischel  Ton  Flachen  2.  Ordnung.  Samtliche  dnrch 
y.  Staudt  aufgestellte  14  Arten^  jede  mit  den  wichtigsten  dorch 
ReelliiHtsunterschiede  bedingten  Haaptfallen  (27  FadenmodeUe). 
Hieronter  DarstelluDg  der  imaginaren  Geraden  2.  Art  (nach 
V.  Staudt),  BerQhrung  von  Hyperboloiden,  entsprechend  den  hyper- 
boioidischen  Zahnradern,  Darchdringungen  in  Raamknnren  4.  Ord- 
nimg  1.  Art. 

IX.  Scharen  yon  Flachen  2.  Ordnung.  Flachen  gleichen  B5- 
Hchungswinkels  (gleichen  Gefalles)  liber  einem  horizontalen  Kegel- 
schnitt  in  verschiedenen  Ausf&hrungen  und  zwar  liber  Ellipse^ 
Parabel  und  Hyperbel  (letzterer  Fall  nach  einem  von  C.  Rodenberg 
angegebenen  Modell). 

X.  Beleuchtung  von  Flachen.  Gipsmodelle  mit  farbiger  Ab- 
tonung  der  durch  Lichtgleichen  getrennten  Bereiche.  Kugel,  Ring- 
fiache;  Ume  als  Drehflache  einer  zur  Sinuslinie  affinen  Meridian- 
linie  und  als  Drehflache  einer  aus  Oeraden  und  Ereisbogen  zu- 
sammengesetzten  Meridianlinie.  Abwickelbare  und  windschiefe 
Schraubenflache.  Elliptisches  und  hyperbolisches  Paraboloid.  Bo- 
schungsfiiiche  iiber  einer  Ellipse. 

XL  Gelandedarstellungen.  Gipsmodelle  mit  Hohenlinien,  des- 
gleichen  mit  Kurven  gleicher  Flachensteilheit  (gleichen  Gefalles). 
Reliefkarten  zur  Feststellimg  der  Wirkung  verschiedener  Uber- 
hohung. 

XII.  Flachenbiegung.  Die  Biegung  einer  Flache  mit  zwei 
Scharen  kongruenter  geodatischer  Linien,  die  auch  fiir  endliche 
Biegungen  2  Systeme  einander  zugeordneter  Bieguugslinien  bleiben 
fVossische  Flache),  veranschaulicht  durch  endliche  Biegung  eines 
aus  ebenen  Vierecken  bestehenden  Vielflaches.*) 

♦)  Vergl.  die  Vorb.  d.  Ges.  d.  Naturf.  und  Arzte,  75.  Vers,  zu  Cassel,   S.  29. 


C.  Vortrage. 


Cber  die  Leibnizsche  Rechenmaachine. 

Vou 
C.  RuNOB  aus  Hannover. 

Darf  ich  die  Aufmerksamkeit  der  Versammluug  auf  einen  Gegen- 
stand  der  Ausstelluiig  lenken^  den  das  Landesdirektorium  der  Provinz 
Hannover  uns  freundlicfast  zu  VerfiQgang  gestellt  hat.  Sie  sehen  hier 
die  Rechenmaschine,  die  von  Leibniz  erfunden  und  zu  seinen  Lebzeiten 
ausgefilhrt  worden  ist.  Sie  ist  deshalb  so  interessant,  weil  sie  in 
wesentlichen  Dingen  mit  der  modemen  Rechenmascfaine  von  Thomas 
iibereinstimmt.  Allerdings  ist  bei  der  modemen  Rechenmaschine  die 
ZehnerQbertragung  weit  vollkommener  eingerichtet.  Die  Schwierigkeit, 
die  hierbei  iiberwunden  werden  muBte^  besteht  hauptsachlich  in  der 
Ubertragung  der  Zehner  fttr  den  Fall,  dafi  mehrere  Cbertragungen 
sicli  aufeinander  stiitzen.  Wenn  z.  B.  zu  9999  die  Zahl  1111  addiert 
werden  soU^  so  sind  die  Zehnertibertragungen  voneinander  unabhangig. 
Die  Leibnizsche  Mascbine  wilrde  diese  Reohnung  richtig  auufQhren. 
Wenn  dagegen  zu  9999  die  Zahl  1  addiert  werden  soli,  so  wird  jede 
folgende  Zehnertibertragung  erst  durch  die  vorhergehende  veranlafit. 
Die  Leibnizsche  Maschine  wUrde  nur  die  ersten  beiden  Neuner  in  Null 
verwandeln  und  ihr  Ergebnis  wtirde  9900  statt  10000  sein.  Diesem 
Mangel  bat  Leibniz  dadurch  abzuhelfen  gesucht,  daB  er  Signale  an- 
gebracht  hat,  die  in  solchen  FUllen  das  Ausbleiben  der  Zehneriiber- 
tragungen  erkennen  lassen.  Sie  sehen  an  der  hinteren  Seite  der  Ma- 
schine fiinfeckige  Scbeibeu  an  den  Achsen  der  Rader,  welche  die 
Zehneriibertraguog  vorbereiten.  Nach  YoUendung  der  Rechnung  sollten 
diese  Scheiben  so  stehen,  dafi  die  oberste  Seite  jedes  FSnfecks  horizontal 
ist.  Bleibt  nun  eine  vorbereitete  Zehnertibertragung  aus,  so  bleibt  daa 
Ftinfeck  schief  stehn.     Der  Rechner  hat  dann  mit  der  Hand  das 

Verh.  d.  III.  Internal.  Mathem.-Kongr.    Heidelberg  ItfiU.  47 
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eck  in  die  normale  Lage  zu  bringen,  wodarcfa  die  ausgebliebene  Zehner- 
tlbertragung  nachtraglich  bewirkt  wird. 

Auch  bei  der  modernen  Thomasschen  Recbenmaschine  bleibt  die 
Zebneriibertraguug  unter  Umstandeu  aus,  aber  allerdings  erst  wenn 
eine  weit  groBere  Anzahl  von  tTbertragungen  sich  aufeinander  stQtzen. 
Filr  diesen  Fall  hat  Burkhardt  bei  seiner  Ausftihrang  der  Thomas- 
schen Recbenmaschine  ahnlich  wie  Leibniz  ein  Signal  eingefiihrt.  £s 
besteht  in  einem  Glockenzeichen,  dessen  Ertonen  den  Rechner  ver- 
anlaBt;  mit  der  Hand  die  ausgebliebene  Zehner tlbertragung  anzubringen. 

Die  mechanische  Ausfiihrung  der  Leibnizschen  Maschine  hat  so 
viele  Unvollkommenheiten,  dafl  sie  heute  nicht  ordentlich  zu  gebrauchen 
ist.  Ja  es  ist  zweifelhaft,  ob  sie  jemals  ordentlich  funktioniert  hat. 
Bei  guter  Ausfiihrung  wOrde  sie  dagegen  durchaus  brauchbar  sein^ 
wenn  auch  die  Einrichtung  der  Signale  fiir  die  ausbleibenden  Zehner- 
Qbertragungen  eine  groBere  Aufmerksamkeit  beim  Rechnen  verlangen 
wiirde  als  bei  der  modernen  Form  der  Maschine. 

(In  der  Sitzung  der  Sektion  IV  am  Freitag  12.  Aug.  wurde  die 
Maschine  TorgefUhrt  und  im  einzelnen  erlautert.) 


Entwicklung  geometrischer  Fornien. 

Von 
H.  Wiener  aus  Darmstadt. 

T.  Einleitende  Betrachtnngen. 

Es  ist  eine  Keihe  von  Abstraktionen  notig,  die  uhb  aus  den  physisch 
wahrgenommenen  Gegenstanden  geometrische  Gebilde  liefem.  Sieht  man 
von  Farbenunterschieden  und  Helligkeitstonen  der  Telle  eines  Gegenstandes 
ab;  so  bleibt  nichts  an  ihm  librig^  wodurch  er  sicb  unserem  Auge  dar- 
bieten  konnte.  Wenn  man  also  die  Form  durch  Abstraktion  von  Farbe 
und  Helligkeit  erklaren  will,  so  entsteht  ein  Widerspruch  zwischen  Idee 
und  Darstellbarkeit  der  Form.  In  der  Zeichnung  geometrischer  Formen 
behilft  man  sich  von  jeher 
dadureh,  dafi  man  das  nlum- 
liehe  Gebilde  durch  Linien*; 
darstellt  (schwarz  auf  weiB), 
und  man  wahlt  als  solche 
entweder  die  Grenzen  aus, 
in  denen  ihre  einzelnen  Fla-  Fig  i 

chen    zusammenstoBen,    oder 

Umrisse,  oder  andere  Linien,  wie  es  fi;erade  der  Zweck  verlangt.  Ent- 
sprechendes  gilt,  wenn  geometrische  Gebilde  raumlich;  also  in  Modellen 
dargestellt  werden. 

Daraus  entspringt  die  Forderung,  die  man  an  geometrische  Modelle 
stellen  mufi,  wenn  sie  auf  das  Auge  wirksam  sein  sollen:  sie  diirfen 
nicht  aus  Flachen,  sondem  sollen  aus  Linien  bestehend  dargestellt 
werden,  d.  h.  das  ganze  Modell  bestehe  aus  Draht-Staben  und  -Eurven^ 
yielleicht  auch  mit  eingespannten  Faden.  Als  Beispiel  diene  ein  Wiirfel, 
dessen  Bild  beistehend  wiedergegeben  ist,  einmal,  wenn  man  ihn,  unter 


*)  In  der  Figur  sind  dies  Edrper  von  Bruckerschw&rze  u.  9..,  die  in  ihrer 
geringen  Breite  und  noch  geringeren  H5he  den  gewollten  Hinweis  auf  die  Ab- 
straktion der  ,,Linie*^  geben. 
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Abstraktiou  der  Helligkeitstoiiung  seiDer  Fiachen  als  YoUkorper,  uud 
das  anderemal^  weun  man  ihn  aus  Kauteu  gebildet  darstellt.  Nebenbei 
ergibt  sich  fllr  solche  Ausjpdhrung  der  wichtige  Vorteil  gegenilber  den 
Gips-  oder  Pappmodellen,  daB  von  deu  Flacheu  auch  die  faintereu^ 
sonst  verdeckten  Telle  sicbtbar  gemacht  werden.  Die  in  ihren  Eanteu  aus 
Drafat  bergestellten  regelmafiigen  Eorper  gebeu  ein  ntitzlicbes  Beispiel. 

II.   Das  Sehattemverfen  vou  Modelleu. 

Sollen  geometriscbe  Modelle  einem  groBereu  Kreis  vorgefiihrt 
werden,  so  bat  das  alleinige  Vorzeigen  mancherlei  Nachteile;  nament- 
lich  werden  bei  den  sehr  verschiedenen  Sehrichtungen  die  Modelle  jedeni 
einzelnen  wieder  ein  anderes  Bild  gewahreu.  LaBt  man  aber  das  in 
der  gescfaildei-ten  Weise  durchsichtig  gemachte  Modell  seinen  Schatteu 
auf  einen  hellen  Schirin  werfen,  etwa  auf  einen  durchscheinentlen,  der 
zwischen  Zusehauer  und  Licfatquelle  sieht,  so  erhalt  man  ein  fQr  alle 
Zuscbauer  gemeinsames  Bild,  das  dasselbe  ist,  wie  es  ein  an  Stelle 
der  Lichtquelle  befindliehes  Ange  sieht. 

Die  Vorteile  der  Benutzung  von  Modellen  im  matfaematischen 
Unterricbt  (es  ist  nur  davor  zu  wamen,  die  Modelle  zum  Ersatz  des 
Tafelzeichnens  nehmen  zu  wollen^  statt  zn  seiner  Er^nzung)  treten 
beim  Schattenwerfen  besonders  hervor.  Die  Konstruktion  an  der  Tafel 
zeige  z.  B.  eine  Durchdringung  yon  zwei  Zylindem,  dann  gibt  sie  das 
Bild  der  Durcbdringungskurve  nur  fdr  eine  Sehstrahlricbtung.  Aber 
das  gegen  den  Lichtstrahl  verscbiedentlich  gedrehta  Drahtmodell  dieser 
Kurve  gibt  Bilder  fiir  alle  moglicben  Lagen  des  SehstrahLs.  Leichter 
wie  auf  irgend  eine  audere  Art  treten  hier  die  Ubergiinge  von  einer 
Form  zur  andern  hervor.  Als  Beispiel  mannigt'al tiger  Formen  in  ver- 
schiedenen Ubergangen  dienen  wieder  die  Bilder  der  aiis  Driihten  hei- 
gestellten  regelmafiigen  Korper. 

Die  im  folgenden  genannten  Modelle  wurden  wahrend  des  Vor- 
trags  alle  in  dieser  Weise  in  Sehattenbiidern  vorgefiihrt. 

111.   tiber  die  Eutwickelung  geometrischer  Formen. 

Um  aus  gegebenen  geometrischen  For  in  en  neue  zu  entwickeln, 
kennt  man  versehiedene  Weisen.  Die  eintachste  ist  das  Projizieren, 
und  zwar  von  ebenen  Gebilden  in  andere  Ebeneu,  oder  von  Kauin- 
gebilden  in  die  Ebene  und  in  etwas  erweiterter  Auffassung,  von  rauui- 
lichen  Gebilden  in  den  Raum  (Reliefperspektive).  Als  Er^nzung 
hierzu  muB  die  Imagiuiirprojektiou  genannt  werden,  bei  der  reelle  Teile 
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der  Figur  in  imaginare  iibergehen  und  umgekehrt.  Eine  andere  Weise 
besteht  in  der  Erzeugung  von  Flachen  aus  Linien  (aus  Geraden, 
aus  ebenen  Kurren  oder  solchen  de8  Raumes),  wie  z.  B.  die  Erzeugong 
von  Flachen  durch  Drehung  uud  Schraubung  einer  Linie  um  eine 
Achse.  Umgekehrt  gewinnt  man  wieder  Linien  aus  Flachen  durch 
Beziehungen,  die  diese  Flachen  zu  Ebenen  (z.  B.  in  ebenen  Schnitten) 
oder  zn  Punkttnj  oder  Richtungen  haben  (z.  B.  Umrisse,  Helligkeitfl- 
kurven  bei  Beleuchtung  aus  einem  Punkt  oder  in  einer  Richtung)  oder 
aber  durch  Aufsuchen  ausgezeichneter  Linien  und  Liniensysteme  auf 
der  Flache  (parabolische  Linie,  Haupttangentenkurven,  Kriimmungs- 
linien).  Im  iolgenden  .soUen  solche  Eutwickelungsweisen  von  Formen 
aus  einfacheren  betont  werden,  die  auf  das  sinnliche  Erfassen  von  Kurven 
und  Flachen  Bezug  haben^  d.  h.  auf  ihre  Darsteliung  im  Bilde. 

IV.  Beispiele  solcher  Entwickelnngen. 

A.  Kurven 

Zur  Erlauterung  der  Projektion  ebener  Kurven  (insbesondere 
der  Parallelprojektion,  der  affinen  Abbildung)  werden  Flachmodelle 
aus  Draht  vorgefiihrt:  RegelmaBige  Vielecke,  Kreis,  rechtwinklige 
Hyperbel,  Parabel,  Sinuslinie.  Der  Kreis  mit  umschriebenem  Quadrat 
liefert  bei  Parallelpro- 
jektion  Satze  fiber  die 
Ellipse;  die  Sinuslinie 
hat  ein  affines  Bild, 
das  als  Kunstform  hau- 
fige  Verwendung  findet 
(vgl.  spater  ihre  Dreh-  ^^^  * 

flache,  die  Urne). 

Bei  Projektion  von  Raumkurven  sind  wichtig  die  scheinbaren 
Singular! tateu:  Spitze,  wenn  der  Sehstrahl,  Wendepunkt,  wenn  die 
Schmiegungsebene  einer  singularitatenfreien  Stelle  der  Raumkurve  pro- 
jiziert  wird.  Bei  Veranderung  der  Sehstrahlen  sind  Ubergange  zu  be- 
obachten  vom  scheinbaren  Doppelpunkt  durch  die  Spitze  hindurch  zum 
isolierten  Doppelpunkt,  dessen  Auftreten  sich  durch  zwei  benachbarte 
Wendepunkte  andeutet.  Als  Modell  dient  ein  beliebiges  Stttck  ge- 
wundenen  Drahtes;  statt  dessen  ist  sehr  lohrreich  ein  Sehnenzug,  der 
die  obigen  bei  Projektion  auftretenden  Singularitaten  an  endlichen  ge- 
raden Strecken  versinnbildlicht  (man  vgl.  die  Figuren,  wo  einmal  die 
Strecke  3  4,  das  anderemal  die  durch  zwei  aufeinanderfolgende  Strecken 
gelegte  Ebene  2  3  4  durch  das  Auge  geht). 
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Von  rationaleu  Raumkurven  sind  als  eiufachste  Beispiele  die 
von  der  3.  Ordnung  zu  erwahnen;  sie  haben  in  der  Projektion  stets 
einen  Doppelpunkt  (Knotenpiinkt,  Spitze  oder  isolierten  Doppelpunkt). 
Von  den  vier  durch  ihr  Verhalten  im  Unendlichen  bestimmten  Fallen 
eignen  sich  zwei  noch  zur  Verdeutlichung  der  Entwickelung  von 
Kurven  durch  stetiges  Verandern,  indem  man  die  Kurve  aus  den 
(in  den  Modellen  gleichfalls  enthaltenen)  drei  Asymptoten  (Fall  der 
kubischen  Hyperbel)  oder  aus  der  Geraden  und  der  sie  schneidenden 
paraboliscben  Asymptote  (Fall  der  parabolischen  Hyperbel)  hervor- 
gegangen  denkt. 

Von  den  Raumkurven  4.  Ordnung  sind  diejenigen  auch  in 
Anwenduugen  wichtig,  die  als  Durchdringungen  von  Flachen  2.  Ord- 
nung erscheinen,  rationale  mit  Doppelpunkt  (Knotenpunkt,  Spitze  oder 
isoliertem  Doppelpunkt)  und  solcbe  vom  Gesehlechte  eins  in  ihren  drei 
Gestalten:  zwei  paare  Kurvenziige,  ein  paarer  Zug,  zwei  unpaare  Ziige. 

Von  transzendenten  Raumkurven  ist  die  wichtigste  die  ge- 
meine  Srhraubenlinie.  Ein  Modell  dieser  Kurve  zeigt  gleichzeitig  die 
Schmiegungsellipse  (im  Modell  nach  jedem  beliebigen  Punkt  bin  ver- 
schiebbar  j,  d.  h.  den  Schnitt  der  Schmiegungsebene  mit  dem  Schrauben- 
zylinder.  Da  diese  Ellipse  beim  Projizieren  der  Kaumkurve  wieder 
zur  Schmiegungsellipse  wird,  die  insbesondere  im  Scheitel  vierpunktig 
beriihrt,  so  liefert  sie  bei  Konstruktion  der  Zykloiden  (sowie  der  Sinus- 
linie)  und  ihrer  affinen  Bilder  ein  einfaches  aus  der  Anschauung  un- 
mittelbar  entnommenes  Verfahren  zur  Konstruktion  der  Kriimmung 
dieser  Kurven.*) 

Als  Beispiel  fiir  die  Im  aginarprojektion**)  sei  eine  Raumkurve 
erwahnt,  die  aus  der  Schraubenlinie  ahgeleitet  wird.  Durch  Imaginar- 
projektion  findet  man  aus  deni  Kreise  die  rechtwinklige  (gleichseitige? 
Hyperbel,  und  durch  dieselbe  kinematische  Konstruktion,  die  aus  dem 
Kreise  die  Schraubenlinie  liefert  (wobei  die  Zeit  der  iiberstrichenen 
Flache  des  Radius  proportional  gesetzt  wird),  erhalt  man  aus  der 
rechtwinkligen  Hyperbel  die  genannte  Kaumkurve.  Und  wie  sich  die 
Schraubenlinie  auf  drei  geeignet  gewahlte  Koordinaten-Ebenen  als 
Cosinuslinie,  Sinuslinie  und  Kreis  projiziert,  so  geschieht  es  mit  unserer 
Kurve  in  die  Linien  des  Cosinus  hyperbolicus  (Kettenlinie),  des  Sinus 
hyperbolicus  und  in  die  rechtwinklige  Hyperbel.***) 

*)  In  der  Literatur  finde  ich  die  Schmiegungsellipse  wohl  fur  Bestinimnng  der 
Kriimmung  der  Schraubenlinie  und  der  Sinuslinie,  nicbt  aber  der  Kriimmung  der 
Zykloiden  benutzt. 

**)  Cbr.  Wiener,  Lebrbuch  der  darstellenden  Geometrie,  Bd.  T,  S.  315  tf. 
***)  Weiteres  vergleiche  man  im  Zuaatz  111,  S.  748. 
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Die  wegen  phyBikalischer  Anwendung  wichtigen  ebenen  und  raum- 
lichen  Lissajousschen  Eurven  ergeben  sich  durch  ahnliche  kine* 
matische  Betrachtungen,  wie  die  Schraubenlinie.  Die  ebenen  lassen 
eich  durch  Projektion  aus  raumlichen  Lissajousschen  Kurven  gewinnen, 
die  durch  Aufwickeln  von  Sinuslinien  auf  Drehzylinder  entstehen. 
Durch  Drehen  des  Zylinders  erhalt  man  bekanntlich  Kurven,  die  sich 
durch  groBere  oder  kleinere  Phasenverschiebungen  unterscheiden.  Fiir 
jedes  (von  1  verschiedene)  Schwingungsverhaltnis  lassen  sich  zweier- 
lei  solcher  Raumkurven  angeben.*)  Bei  raumlichen  Lissajousschen 
Kurven  laBt  sich  in  jedem  Modell  nur  eine  bestimmte  Phasenverschie- 
bung  darstellen;  so  sind  ffir  das  Schwingungsverhaltnis  2:3:5  in  vier 
Modellen  Beispiele  wechselnder  Phasenverschiebung  angegeben. 

B.  Flachen. 

Bei  der  bildlichen  Darstellung  von  Flachen  unter  den  zu  Eingang 
erwahnten  Abstraktionen  gilt  der  Grundsatz,  daB  jede  Flache  nur 
durch  Kurven  dargestellt  werden  kann,  die  auf  ihr  verlaufen. 
Geht  die  Flache  ins  Unendliche,  so  ist  sie,  um  vorstellbar  zu  sein, 
durch  Randlinien  auf  ein  endliches  StUck  abzuschneiden.  Die  Um- 
risse  geniigen  nicht,  um  den  Eindruck  der  Flache  als  Grenze 
des  Korpers  hervorzurufen. 

Da  hier  namlich,  nach  Voraussetzung,  von  Helligkeitsunterschieden 
abgesehen  wird,  so  miissen  andre  Zeichen  der  Rundung  eintreten. 
Hierzu  nimmt  man  Kurven,  die  von  sichtbaren  Teilen  fiber  den  UmriB 
hinweg  zu  unsichtbaren  Teilen  fQhren.  Das  scheinbare  Beriihren  des 
XJmrisses  ist  hier  das  Bezeichnende.  (DaB  auch  die  UmriBlinien  selbst 
vom  Sichtbaren  zum  Unsichtbaren  fiihren  konnen,  wird  spater  be- 
sprochen.)  Sind  die  Kurven  der  Flachen  (wie  bei  Draht-  oder  Faden- 
modellen)  auch  in  ihrem  hinteren  Verlauf  zu  sehen ,  so  kann  in 
der  Zeichnung,  die  diesen  Modellen  nachgebildet  ist,  die  UmriBlinie 
entbehrt  werden,  und  es  entsteht  ein  klares  Bild,  wenn  in  der  Zeich- 
nung, wie  bei  Uberschneidungen,  die  vorderen  Teile  gegeniiber  den  hin- 
teren Teilen  kenntlich  geniacht  sind.  Beim  Schattenwerfen  solcher 
Modelle  sind  die  dem  Schirme  naheren  Teile  durch  groBere  Scharfe 
von  den  anderen  zu  unterscheiden.  Auf  diese  Weise  geben  Draht- 
modelle  von  Flachen  2.  Ordnung,  die  nur  die  Hauptschnitte,  und 
falls  die  Flachen  ins  Unendliche  gehen,  Randkurven  enthalten,  ein 
deutliches  Bild  der  Flache. 


*)  H.  Wiener,   Vortrag,  gehaiten  im  naturw.  Verein  far  Sachsen  u.  Thar. 
(ZeitBchrift  fur  NaturwisBenschafken,  67.  Bd.,  1B94,  S.  231  ff.). 
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Dorch  Einfachheit  der  Erzeugung  und  deshalb  auch  der  koiiBtruk- 
tiven  Behandlung  zeichnen  sich  die  Dreh  (Rotations)  und  Schrau- 
benflachen  aus.  Der  Kreisring  und  die  umenformige  Drehflache, 
deren  Meridianlinie  das  afifine  Bild  einer  Sinuslinie  ist^  eignen  sich  als 
Beispiele;  der  Ring  ist  wegen  der  Fulle  seiner  besonderen  Eigen- 
schaften  weniger  zur  Erorterung  der  allgemeinen  Eigenschaften  der 
Drehflachen  dienlich  'als  die  Ume.  Von  den  Schraubenflachen  sind 
die  Wendelflache  (gerade  geschlossene  Schraubenflache)  and  die  schrage 
geschlossene  Schraubenflache  die  Beispiele^  die  in  der  Technik  die 
weiteste  Verwendung  zeigen  und  zur  geometrischen  Behandlung  am 
fruchtbarsten  sind.     Die  Schraubenr5hrenflache  sei  ihnen  hinzugefdgt. 

Eine  eigenartige  optische  Erscheinung,  die  eine  neue  Entwicklungs- 
weise  von  Kurvensystemen  aus  Flachen  in  sich  birgt,  entsteht  bei 
Modellen  von  Drehflachen  durch  Drehung  um  ihre  Achse.  Wir  denken 
uns  die  Flache  durch  eine  gewisse  Anzabl  sich  regelmaBig  wieder- 
holender  Meridiane*)  dargestellt^  und  sehen  diese  im  Modell  aus  glan- 
zenden  Messingdrahten  verfertigt.  Dann  erscheinen  auf  dem  hinteren 
(etwa  konkaven)  Teil  des  durch  die  Drehung  entstandenen  Flachen- 
scheines  feststehende  dunkle  Linien  in  endlichen  Abstanden.  Und 
umgekehrt  erscheinen  beim  Schattenwerfen  des  sich  drehenden  Modells 
in  der  (in  der  Mitte  blassen,  am  Rande  dunkleren)  Schattenflache 
feststehende  helle  Linien,  die  als  der  vorderen^  dem  Licht  ab- 
gewandten  (etwa  konvexen)  Seite  angehorig  zu  denken  sind.  Beiderlei 
Erzeugungen  erganzen  sicb  und  liefem  ein  die  Flache  iiberlagemdes 
System  von  Linien,  die  ich  V^deckungslinien**)  nennen  mochte. 

Die  zuletzt  aufgezahlten  Flachengattungen  besitzen  Teile  mit  nega- 
tiver  Flachenkrummung  und  geben  als  solche  Beispiele  ab  fiir  das 
Auftreten  von  verdecktpn  Umrissen.  Wenn  ein  UmriBsehstrahl 
auBer  den  beiden  in  den  Beriihrungspunkt  zusammenfallenden  Punkten 
noch  einen  dritten  Punkt  mit  der  Flache  gemein  hat,  so  kanu  es  vor- 

*)  Statt  ihrer  konnten  beliebige  kongruente,  die  Kurvp  durch  ihre  Drehung 
erzengende  Kurven  in  regelmafiiger  Wiederkehr  angenommon  werden. 

•*^  Man  kann  sich  ein  zusammengehoriges  Paar  einer  vorderen  nnd  hinteren 
Verdeckiingplinie  erzeugt  denken  durch  den  Schnitt  der  Flache  mit  einer  (reraden, 
die,  8tetB  Sehstrahl  bleibend,  langs  eines  vorderen  und  eines  hinteren  Meridians 
hingleitet,  wiihrend  sich  diese  Meridiane  hei  der  Drehung  scheinbar  gegeneinander 
bewegen.  Da  in  kurzcn  Zwischenraumen  der  cntL-ilonde  Sehetrahl  durch  einen 
Bolchen  ersetzt  wird,  der  die  beiden  iblgenden,  in  die  alto  Lage  einriickenden 
Meridiane  trifft,  bo  steht  die  vordere  wie  die  hintere  Linie  fest.  Wo  der  Sehstrahl 
mehrere  Schnittpunkte  mit  der  Flache  hat,  liberlagern  sich  mehrere  Systeme  von 
Verdeckungslinien.  Bei  den  Schraubenflachen  schreiten  diesr  Linien,  sich  selbst 
kongruent  bleibend,  in  der  liichtung  der  Schranbenachse  fort. 
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kommen;  daB  an  einer  Stelle  dieser  dritte  mit  den  beiden  andem 
zusammenriickt.  Der  wahre  UmriB,  d.  h.  der  Ort  der  Beriihrungspunkte 
aller  beriihrenden  Sehstrahlen,  wird  dann  an  dieser  Stelle  einen  Seh- 
strahl  zur  Tangente  haben,  und  es  wird  der  UmriB  an  dieser  Stelle 
von  sicbtbaren  Teilen  zu  unsichtbaren  flbergehen.  Die  UmriBlinie 
wird  an  der  Stelle,  wo  sie  vom  Sehstrabl  berfihrt  wird,  im  Bilde  eine 
Spitze  zeigen.  Die  Tangente  selbst,  die  drei  znsammenfallende 
Punkte  mit  der  Flache  gemein  hat,  ist  dann  eine  Hanpttangente 
(Asymptote  ibrer  Dupinscben  Indikatrix). 

Hierdnrcb  treten  die  Haupttangentenknrven  der  Flache  als 
wichtig  fur  ibre  Bilder  hervor.  Im  allgemeinen  wird  eine  solcbe  Kurve 
an  der  UmriBstelle  einen  scheinbaren  Wendepunkt  besitzen. 
Denn  jede  Beriihrungsebene  der  Flache  ist  fiir  eine  durch  ibren  Be- 
riihrungspnnkt  hindurchgehende  Haupttangentenkurve  Schmiegungsebene 
und  ftir  den  UmriB  geht  die  Beriihrungsebene  durch  das  Auge.  DaB 
nicht  nur  die  Schmiegungsebene,  sondern  auch  die  Tangente  der  Haupt- 
tangentenkurve durch  das  Auge  geht,  so  daB  anstatt  des  scheinbaren 
Wendepunkts  eine  scheinbare  Spitze  tritt,  ist  hiervon  ein  Sonderfall, 
der  sich  an  den  vorhiii  erwahnten  Stellen  des  verschwindenden  Um- 
risses  vorfindet. 

In  den  in  Scbattenbildem  vorgezeigten  Modellen  der  beiden  Regel- 
schraubenflachen  (Wendelflache  und  schrage,  geschlossene  Schrauben- 
flache)  sind  die  Haupttangentenkurven  aus  Diilhten  eingesetzt,  auf  der 
ersten  bilden  sie  Schraubenlinien,  auf  der  letzteren  sind  es  Kurven,  die 
sich  auf  eine  zur  Schraubenachse  senkrechte  Ebene  in  der  Richtung 
der  Achse  als  byperboliscbe  Spiralen  projizieren. 

Bei  einer  durchsichtigen  Darstellung  der  Flachen,  wie  sie  diese 
Drahtmodelle  geben,  sind  die  Haupttangentenkurven  die  fftr  die  Auf- 
fassung  der  Form  wichtigsten  Gebilde;  denn  schon  ffir  den  Zeich 
ner,  der  nach  der  Natur  irgend  welche  verwickelteren  Flachen  mit 
negativ  gekrtinimten  Teilen  (z.  B.  eine  Hand)  aufnehmen  will,  bieten 
(lie  Stellen  des  verschwindenden  Umrisses  die  groBten  Schwierigkeiten. 
Hat  er  sich  aber  mit  Hilfe  solcber  Modelle  daran  gewohnt,  wie  von 
verschwindenden  Kandlinien,  so  auch  von  den  verschwindenden  Um- 
rissen  d*'n  verdeckten  Verlauf  hinzuzudenken,  so  I5sen  sich  manche 
der  Schwierigkeiten  auf.  Die  Untersuchung  der  Haupttangentenkurven 
kann  daher  auch  dazu  beitragen,  das  Auffassen  der  Flachenform  zu 
erleichtern. 
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Anhang. 

An  die  Vortrage  schloB  sich  eine  Fiihrung  durch  die  Sammlung 
an,  und  ebenso  fanden  wahrend  der  Zeit  der  AnssteUnng  fOr  Gnippen 
oder  einzelne  Besncher  Erklariingen  statt,  aus  denen  in  den  folgenden 
Zusatzen  einige  wichtigere  Punkte  hervorgehoben  sein  mogen. 

Znsatz  I.   Bemerknngen  iiber  die  Entstehung  der  Hodelle. 

Von  den  IW  Modellen,  die  durch  H.  Wiener  und  das  mathe- 
matische  Institut  der  Technischen  Hochschule  zu  Darmstadt  aus- 
gestellt  waren,  ist  die  Mehrzahl  im  mathematischen  Institut  von  Assisten- 
ien  und  Studierenden  konstruiert  und  ausgeffihrt.  Ein  Teil  wird  auch 
anderen  Unterrichtsanstalten  zuganglich  gemacht  durch  VeroflFentlichung 
in  „H.  Wieners  Sammlung  mathematischer  Modelle"  (Verlag 
von  B.  G.  Teubner)  oder  ist  fruher  im  Brillschen  (spater  M.  Schilling- 
schen)  Verlag  erschienen.  Die  Modelle  sind  fiir  den  Gebrauch  in 
Vorlesungen  bestimmt  und  deshalb  moglichst  durchsichtig*),  meist  aus 
Drahten  und  Faden  verfertigt,  Gips  ist  als  Material  da  gewahlt,  wo 
einzelne  Schichten  abzutonen  waren.  Sie  sind  fiir  einen  groBeren  Hor- 
saal  bemessen,  ihre  Hohe  i.  a.  etwa  30  cm  und  darflber. 

Znsatz  II.   SingQlaritXten  der  Ranmknrven. 

An  einer  gegehenen  Stelle  einer  Raumkurve  kann  der  Punkt,  die 
Sohmiegungsehene  und  die  Tangente  ein  Riickkehrelement  sein,  oder 
nicht,  und  man  unterscheidet  danach  S  verschiedene  Falle  von  Singii- 
laritaten  (die  nioht  singulare  Stelle  eingerechnet).  Als  Beispiele  zu 
alien  8  Fallen  dienen  seiche  Kurven,  die  an  einer  gegebenen  Stelle 
entweder  den  Punkt  zum  Spiegelpunkt,  oder  die  Schmiegungsebene, 
Normalebene,  oder  rektifizierende  Ebene  zur  Spiegelebene,  oder  endlich 
die  Binormale.  Tangente  oder  Hauptnormale  zur  Spiegelachse  besitzen. 
Wenn  nun  jede  dieser  Spiegelungen  durch  die  Spiegelung  am  Punkte, 
an  der  Schmiegungsebene  und  an  der  Tangente  ausgedriickt  wird  (die 
Spiegelung  an  der  Hauptnormale  als  Folge  der  Spiegelungen  an  Punkt, 
Schmiegungsebene  und  Tangente,  die  Spiegelung  an  der  Binormale  als 
Folge  der  Spiegelungen  an  Punkt  und  Schmiegungsebene,  u.  s.  f.),  so  gilt 
der  Satz,  daB  an  der  betrachteten  Stelle  dasjenige  der  drei  Elemente 
Punkt,    Schmiegungsebene,     Tangente    bei    einem    jener    8   Falle    ein 

*i  Man  vergleiche  den  voranstehenden  Bericht  iiber  H.  Wieners  Vortrag: 
„Entwicklung  geonietrischer  Formen/'  S.  740. 
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Riickkehrelement  iet,  das  in  dieser  Spiegelfolge  nicht  vorkommt, 
und  das  Element  kein  Riickkehrelement,  das  vorkommt .*) 

Richtet  man  es  so  ein,  daB  der  unendlich  feme  Punkt  der  Bi- 
normale  ein  Punkt  der  Raumkurve,  die  unendlich  feme  Gerade  der 
Normalebene  seine  Tangente  und  die  unendlich  feme  Ebene  seine 
Schmiegimgsebene  ist,  so  hat  man  eine  unendlich  feme  Stelle  der 
Raumkurve,  die  infolge  der  von  vorhin  bestehenden  Spiegelungen  mit 
der  zur  ersten  dualen  Singularitat  behaftet  ist.  Denn  die  Spiegel- 
ebene  an  dem  ersten  Punkt  ist  im  projektiven  Sinne  gleichzeitig  auch 
Spiegelnng  an  der  unendlich  femen  Ebene,  d.  h.  an  der  Schmiegimgs- 
ebene der  zweiten  Singularitat,  und  ebenso  die  Spiegelung  an  der  end- 
lichen  Schmiegungsebene  zugleich  die  am  unendlich  femen  Punkt  der 
Raumkurve,  und  schlieBlich  die  (achsige)  Spiegelung  an  der  endlichen 
Tangente  zugleich  Spiegehmg  an  der  dazu  windschiefen  Tangente  des 
unendlich  femen  Punktes. 

Daher  kann  man  durch  dieselben  8  Modelle  von  Raumkurven  Singu- 
laritaten  darstellen,  die 

1.  einen  endlichen  Punkt  (mit  endlicher  Tangente  u.  Schmiegungsebene), 

2.  eine    unendlich    feme    Schmiegungsebene    (mit    imendlich    fernem 
Pimkt  und  eben  solcher  Tangente)  besitzt. 

Die  gegenseitige  Lage  dieser  beiden  Stellen  ist  so,  daB  die  zwei 
Punkte  Ecken,  die  zwei  Tangenten  windschiefe  Kanten  und  die  zwei 
Schmiegungsebenen  Seiten  eines  Tetraeders  sind,  von  dem  eine  Seite 
im  Unendlichen  liegt. 

Bildet  man  nun  die  Raumkurve  koUinear  so  ab,  daB  das  Tetraeder 
in  sich  flbergeht,  und  daB  beide  betrachteten  Stellen  ins  Unendliche 
fallen,  so  erhalt  man  in  den  neuen  8  Raumkurven  Beispiele  fiir  die 
8  Falle,  w^obei 

3.  ein    Punkt   unendlich    fern    wird,    wahrend    seine   Tangente   imd 
Schmiegungsebene  ins  Endliche  reichen; 

4.  eine  Tangente    (mit   ihrem   Kurvenpunkt)   ins  Unendliche    rilckt, 
wahrend  die  Schmiegungsebene  ins  Endliche  reicht. 

So  werden  durch  16  iModelle  alle  8  Falle  von  Singulariitaten  fflr 
die  viererlei  Lagen  dargestellt,  die  ein  Punkt  mit  seiner  Tangente  und 
Schmiegungsebene  gegen  das  unendlich  Ferae  haben  kann.**) 

*)  Da  die  Cbarakteristik  der  Spiegelung  =  —  1  ist,  so  wird  durch  den 
obigen  Satz  auf  die  Bezeichnnng  v.  Rtaudts  zuriickgegriffen,  der  das  Fortschreiten 
eines  Elements  dnrch  — ,  das  Rnckkehren  durch  +  ansdriickt  (Creom.  d.  Lage, 
Nr.  209).  Chr.  Wiener  (Lehrbuch  der  Darst.  Geom.  I  Bd.,  S.  214)  hat  die  um- 
gekehrte  Bezeichnung  eingefdhrt. 

**)  Fiir   den  einen  Fall   des   endbchen  Punktes  hat  Chr.  Wiener   an   der 
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Znsatz  III.  Verwandte  der  Schranbenlinie. 

Bin  Pimkt  P  durchlaufe  eine  gleichseitige  Hyperbel,  deren  reelle 
(x-)  una  ideelle  (y-)  Halbachse  die  Lange  a  habe,  derart^  daB  sein 
au8  der  Hyperbelraitte  0  (deni  Nullpunkt)  gezogener  Fahrstrahl  in 
gleichen  Zeiten  gleiche  Flachen  flberstreicht.  Gleichzeitig  werde  die 
Hyperbel  in  der  zu  ihrer  Ebene  senkrechten  Richtung  (der  ;?-Richtung) 
mit  gleichformiger  Geschwindigkeit  yerschoben,  und  diese  Geschwindig- 
keit  sei  so  gewahlt,  daB,  wenn  der  Fahrstrahl  in  der  Hyperbelebene 
die  Flache  |a*  iiberstrichen  hat,  der  beschreibende  Punkt  die  Hohe  a 
liber  der  Anfangsebene  erreicht  hat.  Die  senkrechten  Projektionen  der 
BO  durch  7'  beschriebenen  Raumkurve  auf  die  {x,  z)-  und  die  (y,  z)- 
Ebene  sind  die  Cosinushyperbolicus-Linie  ( Kettenlinie)  und  die  Sinus- 
hyperbolicus-Linie.*) 

Die  Raumkurve  hat  mancherlei  UbereinBtimmung  mit  der  gemeinen 
Schraubenlinie.  Der  aus  einem  beliebigen  Punkte  konstruierte  Richt- 
kegel  der  Kurventangenten  ist  ein  Drehkegel,  dessen  Achse  zur  y-Achse 
parallel  ist  und  dessen  Offnung  gleich  einem  Rechten  ist.  Legt  man 
den  Scheitel  des  Richtkegels  insbesondere  in  den  Punkt  Q  der  xr-Achse, 
der  die  Hohe  a  iiber  0  hat,  und  tragt  vom  Kegelscheitel  aus  auf  jeder 
Tangente  die  zugehorige  Geschwindigkeit  des  Punktes  P  auf,  so  ist  bei 
geeignet^r  Wahl  der  Streckeneinheit  der  Ort  der  Endpunkte  der  Ge- 
schwindigkeiten  (der  Hodograph  der  Raumkurve)  die  zur  gegebenen 
konjugierte  rechtwinkliche  Hyperbel,  wabrend  der  Ort  der  Endpunkt-e 
der  von  0  aus  aufgetragenen  Beschleunigungen  (der  2.  Hodograph)  die 
gegebene  Hyperbel  selbst  ist. 

Da  die  nach  Q  parallel  verschobene  Schmiegun^sebene  eines  Punktes  P 
die  Beriihrungsebene  dee  Richtkegels  liings  der  verschobenen  Tangente  ist, 
so  fallt  die  ebenso  verschobene  Binormale  des  Punktes  P  (wegen  der 
Rechtwinkligkeit  der  Kegeloffnung)  mit  der  der  Tangente  gegeniiber- 
liegenden  Erzeugenden  zusammen  und  die  nach  Q  verschobenen  Haupt- 
normalen  bilden  einen  Strahlenbiischel,  der  in  die  ix,  z)-  Ebene  fallt. 
Die  von  Q  aus  gezogene  Normalbeschleunigung  beschreibt  also  eben- 
falls  diesen  Strahlenbiischel,  und  man  kann  beweisen,  daB  ihre  End- 
punkte einen  Kreis  rait  dem  Radius  a  bilden. 

Tcchn.  Hochschnlf  zn  Karlsruhe  snlcho  Modelle  durch  Studierende  anfertigen 
lassen;  spiiter  hat-  fiir  drnselben  einen  Fall  RjSrling  in  Lund  aolche  Modelle 
herausgegeben.  Diese  beiden  Reihen  zeigen  eine  ganz  andere  Auafiihrung  als  die 
hier  vorliegendc. 

*;  Die  Gleich ungen  dieser  Kurve  und  der  Ausdruck  ihrer  Bogenlange  finden 
eich  im  r^bungsbucli  von  Schlomilch,  II.  Teil,  1.  Auflage  (1870)  S.  89. 
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Aus  der  Lage  der  verachobenen  Binormalen  folgt,  dafi  die  rekti- 
fizierenden  Ebenen  stets  senkrecht  zur  (x,  ;3r)-Ebene  sind^  daB  sie  also 
einen  senkrecht  fiber  der  Eettenlinie  errichteten  Zylinder  umhiillen; 
und  da  die  Tangenten  der  Kaumkurye  mit  der  Achse  des  Richtkegels, 
also  auch  mit  den  Erzeugenden  dieses  Zylinders  stets  einen  halben 
Reehten  einschlieBen^  so  ist  die  Raumkurve  eine  geodatische  Linie  des 
tiber  der  Eettenlinie  senkrecht  errichteten  Zylinders.  Aus  der  Lage 
der  verschobenen  Tangente  und  Binormale  folgt,  daB  beide  gleichzeitig 
gleiche  Winkel  Uberstreichen,  daB  also  (abgesehen  von  einer  naheren 
Festsetzung  des  Vorzeichens)  in  jedem  Punkte  der  Raumkurye  ihre 
Kriimmung  gleich  ihrer  Torsion  ist.  Diese  Eigenschaft,  und  die  andere, 
daB  die  2.  Ableitung  des  Kriimmungsradius  nach  dem  Bogen  eine 
Konstante  (==  j  ist,  ergeben  die  natiirlichen  Gleichungen  dieser 
Raumkurve. 

Die  Eettenlinie  wird  hierbei  von  einem  Punkte  P",  der  die 
senkrechte  Projektion  von  P  auf  die  (x,  2?)  Ebene  ist,  so  durchlaufen, 
daB  die  a:-Eoordinate  einer  jeden  Lage  von  P"  die  Beschleunigung 
des  Punktes  nach  GroBe  und  Richtung  angibt;  Geschwindigkeit  und 
Beschleunigung  haben  dann  stets  gleiche  Lange,  und  die  Normal- 
beschleunigung  ist  fiir  alle  Lagen  nach  GroBe  und  Richtung  gleich  der 
der  Raumkurve,  hat  also  die  konstante  Lange  a. 

Zusatz  IV.  BOseliel  von  Flllchen  2.  Ordunug. 

V.  Staudt*)  unterscheidet  22  Arten  von  Biischeln  der  Flilchen 
2.  Ordnung,  von  denen  die  8  ersten  Arten  in  einem  Bdndel  enthalten 
sind;  unter  den  14  iibrigen  Arten  enthalt  eine  unendlich  viele  Eegel^ 
die  13  andem  enthalten  vier  Kegel,  deren  Getrenntsein  oder  Zusammen- 
riicken  in  einen  doppelteu,  dreifachen  oder  vierfachen  durch  das  Schema 
ausgedriickt  wird: 

a)  1111  b)  211  c)  22  d)  31  e)  4. 

Ganz  allgemein  kann  ein  Kegel  2.  Ordnung  in  dreierlei  Gestalt  auf- 
treten,  als  eigentlicher  Kegel  und  als  entartend  in  ein  Ebenenpaar  oder 

^)  Die  ▼.  Staudtscbeu  Untersuchungeu  geben  die  Ableitung  dieeer  FRlle 
durchauB  unabh9jigig  von  Stetigkeitsbetracbtungen,  wie  sie  bier  der  kitrzeren 
Ansdruckflweise  balber  beim  ,,ZuBaminennicken"  beuiitzt  sind.  Wegen  der  Literatur 
fiber  dieeeu  Gegenstand,  insbesondere  Ober  den  ZuHammenbang  mit  der  Deter- 
minante  des  Hflschels  und  ibreu  Elementarteilern  vergl.  man  in  der  Enzykl.  d. 
matb.  Wise,  die  Abbandlung  von  0.  Staude  dber  ^Fl^cbeu  2.  Ordnung  und  ibre 
Systeme  und  Durcbdringung8kurven^\  Dort  findet  sicb  aucb  die  ini  Text  t'olgende 
Tabelle,  aber  obne  die  bier  gegebene  geometriscbe  Deutung. 
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in  eine  Doppelebene;  dementsprec^heud  ist  die  Eegelspitse  ein  Puukt 
(eiiiBtufiges  Qebilde)  oder  jeder  Punkt  der  Schnittgeraden  der  Ebenen 
des  Paares  (zweistafigea  Gebilde),  oder  jeder  Punkt  der  Doppelebene 
(dreistufiges  Gebilde).  Im  Biischel  geschieht  das  Zusaminenriicken 
zweier  Kegel  so,  dafi  entweder  auch  die  Spitzen  zuaammenrficken  (ein- 
stufig^  eigentlicher  doppelt  gereehneter  Kegel),  oder  so,  daB  sie  getrennt 
bleiben  und  eine  Oerade  bestimmen,  von  der  jeder  Punkt  als  Spitze 
gilt  (zweistufig,  ab  doppelter  Kegel  zu  rechnendes  Ebenenpaar).  Und 
Entsprechendes  gilt  fUr  das  Zusammenrdcken  von  drei  oder  vier  Kegeln; 
riicken  insbesondere  drei  Kegel  so  zusammen,  daB  ihre  Spitzen  getrennt 
bleiben,  so  bilden  sie  eine  dreifach  zu  recbnende  Doppelebene,  von  der 
jeder  Punkt  als  Spitze  gilt. 

Fiir    das  Zusammenriicken    der  vier  Kegelspitzen   erbalt  man   ein 
dem  obigen  gleiches  Schema: 

1)  nil  II)  211  UI)  22  IV)  31  V)  4. 

Beide    lassen  sich   kombinieren  und   liefem  so   die   13   erwahnten 
Arten  von  Flachenbiischeln: 


a 

1      b      ; 

" 

d 

e 

I 

1,  1,  1,  1 

;  11, 1, 1 

11, 11 

111,  1 

1 

n 
in 

IV 

2,  1,  1 

2,  11 
2,  2 

21,  1 
3,  1 

211 
;    22 

i    31 

V 

4 

In  dieser  Tabelle  bedeutet  jede  der  durch  Kommas  getrennten  Ziffem- 
gruppen  einen  Kegel  von  einer  Vielfachheit,  die  die  Quersumme  dieser 
Gruppe  ergibt;  eine  alleinstehende  Ziffer  bedeutet  einen  eigentliehen 
Kegel,  zwei  durch  Kommas  nicht  getrennte  Ziflfem  ein  Ebenenpaar, 
drei  eine  Doppelebene,  die  Zahlen  1,  2,  3,  4  geben  die  Anzahl  der 
Kegelspitzen  an,  die  zusammenriicken. 


Welche  Voi-teile  gewfthrt  die  Beiiutzung  des  Projektions- 
apparates  im  inathematischen  Unterricht?*) 

Von 
F.  Schilling  aus  GCttingen. 

Ich  mochte  mir  erlauben,  Ihnen  die  Benutzuiig  des  Projektions- 
apparates  im  mathematischen  Unterricht  an  einer  groBen  Reihe  von 
Beispielen  vorzuf&hren^  in  der  Hofinung,  inanche  von  Ihnen  anzuregen, 
auch  Ihrerseits  in  den  mathematischen  Stunden  von  den  dadurch  er- 
reichten  Vorteilen  Gebrauch  zu  machen. 

Mein  Vortrag  wird  in  zwei  Abschnitte  zerfallen:  einmal  soil  er 
die  yerschiedenen  Methodeu  der  Projektion  fiir  den  mathe- 
matischen Unterricht,  sodann  die  verschiedenen  Verwendungs- 
arten  des  Apparates  in  didaktischer  Hiusicht  Ihnen  vor  Augen 
fahren. 

I.  Was  den  ersten  Punkt  betriflffc,  so  haben  wir  in  Gottingen  fttr 
den  mathematischen  Unterricht  eine  grofie  Reihe  spezieller  Metho- 
den  zum  Projizieren  ausgebildet.  Am  einfachsten  ist  es,  wie  be- 
kannt,  gewohnliche  Diapositive  zu  benutzen,  die  anf  photographischem 
Wege  hergestellt  werden,  fiir  unsere  Zwecke  besonders  Photographien 
Yon  Zeichnungen.  Unsere  Diapositive  haben  das  Format  von  9  X  12  cm; 
meist  lassen  wir  sie  dort  anfertigen  zum  Preise  von  1,35  M.  das  Stiick. 
Doch  besonders  bei  Diapositiven  von  Zeichnungen  zeigt  sich,  da£  die 
feinen  Linien  zu  wenig  sichtbar  sind;  es  ist  leicht,  diesem  Hbelstande 
dadurch  abzuhelfen,  daB  man  die  Linien  mit  gewohnlicher  Tusche  nach- 
zieht.  Man  hat  hierbei  den  Vorteil,  auch  farbige  Tusche  verwenden 
und  dadurch  einzehie  Teile  der  Zeichnung  besonders  hervorheben  zu 
konnen.  Auch  haben  wir  wiederholt  ganze  Flachen  mit  durchsichtigen 
Farben  angelegt.**) 

*)  Leider  ist  es  der  Natnr  der  Sache  nach  nur  m5glich,  diesen  Vortrag, 
der  durch  fast  hundert  Projektionsbilder  unterstfltzt  wurde,  im  Aaszuge  wieder- 
zugebea. 

**)  Wir  haben  dazu  sogenannte  KOlitz-Farben  benutzt,  die  man  in  den  grofie- 
ren  Handlongen  fOr  photographische  Artikel  erh&lt. 


752  in.  Teil:  Die  Literatar-  und  ModellausBtellung. 

Eine  andere  sehr  einfache  Metbode,  Projektionsbilder  herzustellen^ 
besteht  darin,  daB  mau  Olasscheibeii;  die  mit  einer  Oelatine- 
schicbt  oder  mit  Negatiylack  oder  auch  mit  verdiiniitem 
Oummi  arabicum  dberzogeD  sind^  benutzt,  urn  direkt  auf  ihnen 
zu  zeicbnen.  Am  bequemsten  stellt  man  solche  Flatten  sich  her,  indem 
man  gewohnliche  photograph ische  Glasplatten,  einfiEich  in  Fixiematron- 
losung  legt,  wenn  man  es  nicht  vorzieht,  die  Glasscheiben  mit  einem 
der  genannten  Stoffe  selbst  zu  beziehen.  Na^iirlich  kann  man  auch 
bier  wieder  Linien  mit  farbiger  Tusche  zeichnen  und  Flachen  mit 
Far  ben  anlegen. 

Noch  einfacher  ist  es,  Oelatineblattchen,  die  jede  Papierhand- 
lung  gleieh  in  richtiger  GroBe  besorgt,  zu  benutzen,  um  auf  ihnen 
direkt  zu  zeichnen.  Beim  Projizieren  werden  dann  diese  Blattchen  in 
einen  Rahmen  gelegt.  Dieser  besteht  aus  zwei  Glasscheiben,  die  in 
eine  dUnne  Metallumrandung  gefafit  und  an  ihrer  Langsseite  durcb  ein 
Schamier  verbunden  sind.  Diese  letzte  Methode  empfiehlt  sich  wegen 
ihrer  Billigkeit  besonders  dann,  wenn  es  sich  darum  handelt,  Bilder 
fUr  eineii  gelegentlichen  Zweck  herzustellen  oder  auf  Reisen  mit- 
zunehmen,  da  die  Blattchen  leieht  und  unzerbrechlich  sind. 

Femer  kann  ich  Ihnen  einige  Bildchen  projizieren,  welche  die  Be- 
wegung  der  Bpitze  eines  Kreisels  darstellen;  interessant  ist  daran,   daB 
der  Kreisel  selbst  bei   seiner  Bewegung   sie    auf  einer  mit   RuB   be 
zogenen  Glasplatte  eingeschrieben  hai*) 

Um  Beispiele  zu  geben,  wie  man  die  Methode  der  Diapositive  be- 
deutend  vervollkommnen  kann,  will  ich  Ihnen  noch  einige  bewegliche 
Diapositivmodello  zeigen.  Das  erste  stellt  die  kinematische  Er- 
zeugung  der  Epitrochoiden  (zyklischen  Kurven)  dar:  Ein  kleines  Zahn- 
rad  aus  Zelluloid  rollt,  wie  Sie  seheii,  auf  einem  (»ben  solchen  ab  und 
besohreibt  mit  dreien  seiner  Puiikte  die  verschlungeue,  gestreckte  und 
gespitzte  Epitrochoide.  Ein  zweites  Diapositivmodell  zeigt  in  iihnlicher 
Weise  die  Erzeugung  der  gewohnliehen  Zykloide  als  Evolute  einer 
andem  kongruenten,  deren  Scheitel  in  den  Spitzen  der  ersteii  liegen. 
Sie  sehen  in  deni  Projektionsbilde  deutlieh,  wie  ein  Faden  auf  der  zu- 
letzt  genannten  Zykloide  abroUt  und  mit  einem  seiner  Punkte  die  erste 
beschreibt. 

Auf  eine  letzte  Verwendungsart  des  Projektionsapparates,  Sehatten- 
bilder  von  Drahtmodellen  Jiuf  den  Projektionsschirm  zu  werfen, 
brauche   ich    selbst  nicht   uiiher  einzugehen,    da  Herr  H.  Wiener   Qber 

*)  Vgl.  K.  Klein  und  A  Sommerfeld,  Theorie  den  Kreiaela,  Hett  3, 
Leipzig  1903,  p    G22. 


dicce  Ton  iinn  b<so=ders  aa«gebildete  Methode  iksea  i^  *3s;Shrt<fi*r 

mpparmi  hi^r  d^ssero?.  wie  das  niohi  inuner  zcr  Verf^.^Tiz£  $?^<«^5^ 
Sonnenlieht. 

n.  Was  nua  ferner  die  Tersckiedenen  Verwendtt^^sariei 
des  Apparaies  beim  Unterrioht  angeht.  so  will  iA  mrStrks?  io^ 
gendes  kervorhebec:  £s  isi  oft  zweokmafiig.  Aufgab^i.  di^  ^*r  nei^h- 
nen  will.  Torher  za  pm-jizieren.  am  an  den  Projekiionen  die  Mecrvvi^Ki 
za  erkiiren.  die  man  beim  Zeiebnen  aosfukren  vilL  Zan  Beisfii^ 
wird  es  gut  sein.  die  Figur  eines  Dodekaeders  fertig  ror  A:iger  n 
kaben,  eke  man  daran  gekt,  sie  im  einzelnen  an  der  Tafrl  la  SKCXLEiesi 
Ansdiucklick  will  ick  betonen.  daB  aack  nickt  im  geringsten  dnnrk  die 
Benutzong  des  Projektionsapparates  das  Zeieknen  der  Fignren  an  der 
Wandtafel  eine  Einsckranknng  erOaiiren  and  der  Voneil,  welekcsi  das 
allmiklicke  Elnt^teken  der  Figaren  darbietet,  beeintiacktigt  weiden  solL 
Das  Projektionsbild  gestattet  ferner.  oft  nack  Ausf^kning  der  Zetek- 
nnng  leickt  Erweitenmgen  der  Figar  andeaten  za  konnen.  deit^n  Dor^k- 
f&krong  an  der  Wandtafel  wegen  der  daza  ndtigen  Zeit  niekt  mogiiek 
ware.  Hat  man  z.  B.  das  Dodekaeder  fertig  gezeicknet.  so  kann  man 
an  dem  Projektionsbilde  nock  erklaren.  wie  man  einen  Sdinin  darek 
daaselbe  legen  kann.  In  ganz  aknlicker  Weise  wird  es  oft  erwtbiisekt 
sein,  zor  Erganzung  der  an  der  Tafel  gezeickneten  Aafgabe  aknlieke 
Ao^ben.  die  gleicke  Metboden  erfordem,  wenigstens  im  Projektions- 
bilde  den  Sebulem  vorfdkren  za  konnen.  Zam  Beispiel  wird  man  aaf 
andere  Darstellongen  des  Dodekaeders  als  gerade  die  gezeicknete  and 
aaf  die  rersckiedenen  Darstellongeu  des  Ikosaeders,  die  ja  ganz  gleicke 
Metkoden  erfordera,  oder  aaf  Darstellungen  der  versckiedensten  Kristalle. 
Yon  denen  man  Tielleicht  das  eine  oder  das  andere  gezeicknet  kat«  kin* 
weisen  konnen.  Oft  ist  es  notig,  an  frQker  gezeicknete  Auigaben  zu 
erinnem,  and  dabei  ist  es  wunsckenswert,  die  fertige  Figor  nock  ein- 
mal  Tor  Augen  zu  baben.  Ich  erwakne,  daB  man  z.  B.  fQr  die  Durck- 
dringang  zweier  Korper  gem  an  die  Darchdringang  zweier  Dieiecke. 
ffir  die  Durchdringimg  zweier  Kegel  oder  Zylinder  an  die  Durckdringang 
Ton  Prismen  und  Pyramiden  erinnert.  Mit  Leicktigkeit  kann  man  la 
diesem  Zwecke  die  in  Diapositiven  vorkandenen  friiheren  Figaren  wieder 
Tor  Aagen  fukren. 

Ick  nenne  weiter  als  Beispiele  zum  Projizieren  Literatnr-  and 
Formelzusammenstellangen^  Abbildangen  aus  Bdchemy  deren  Vorftikrang 
oft  zweckmaBig  oder  gar  notwendig  ist,  am  sich  Oberhaapt  Terstind- 
lick  machen  zu  konnen.  Ahnliche  Zwecke  wie  mit  Projektionsbildem 
▼erfolgt  man  ja  aiich  mit  der  Benutzung  von  matkematiscken  Modellen. 

Verb.  d.  Ill    Iut«njAt.  MAth«-m.-Konffr.    Ifeidelberg  19<M.  48 
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Doch  bei  einem  grofieren  Zuhorerkreise  erweisen  sich  letztere  oft  als 
zu  klein;  ich  habe  es  wiederholt  als  angenehm  empfiinden^  an  den 
Projektionsbildem,  die  durch  Photographieren  der  Modelle  gewonnen 
sind^  die  Eigenschaften  der  letzteren  allgemein  yerstandlich  anseinander- 
setzen  zu  konnen,  um  es  dann  dem  Einzelnen  zu  dberlassen,  sie  nach- 
her  an  den  Modellen  selber  naher  zu  studieren.  (Beispiele:  Kreisschnitte 
der  Flachen  zweiten  Grades  mit  den  Nabelpunkten;  Konstmktion  der 
Zahnrader^  Polarplanimeter  u.  dgl.).  Handelt  es  sich  nun  gar  um  grofie 
technische  Anwendungen^  an  die  man  beim  Unterricht  zur  Belebung 
der  theoretischen  AusfQhrungen  erinnem  mochte^  so  ist  der  Projektions- 
apparat  geradezu  unentbehrlich.  Denn  wie  ganz  anders  wirkt  diese 
Erwahnung  beim  Vortrag,  wenn  sie  von  einem  anschaulichen  Bilde 
begleitet  ist  (Konigsche  Schnellpresse  als  Beispiel  ffir  die  Geradfiihrung 
in  der  Kinematik;  Bahnhofshallen,  Bruckenanlagen  und  andere  grofie 
Eisenkonstruktionen  als  Beispiele  ftir  die  Fachwerke  in  der  graphischen 
Statik  U8W.). 

Habe  ich  bisher  die  vielen  Projektionsbilder,  die  ich  Ihnen  vor- 
fUhren  konnte,  aus  dem  Gebiete  der  Facher^  die  sich  auf  geometrisches 
Zeichnen  beziehen^  gewahlt^  so  will  ich  doch  nicht  unterlassen,  auch 
auf  die  Benutzung  des  Projektionsapparates  in  anderen  mathematisehen 
Disziplinen  hinzuweisen.  Ich  mochte  Ihnen  noch  eine  Reihe  Projek- 
tionsbilder  aus  der  projektiven  und  der  analytischen  Geometrie,  der 
FlachentheoriC;  der  Diflferential-  und  Integralrechnung  vorfiihren,  um  zu 
zeigen,  daB  auch  auf  diesen  Gebieten  die  Verwendung  des  Projektions- 
apparates wesentliche  Vorteile  darbietet.  (Beispiele:  Projektionsbilder 
zur  angenaherten  Darstellung  von  Funktionen  durch  Benutzimg  der 
ersten  Glieder  in  der  Entwicklung  der  Taylorschen  Reihe ,  so  wie  das 
Analoge  bei  der  Entwiklung  der  Funktionen  in  Fouriersche  Reihen.) 

Aus  meinen  bisherigen  AusfQhrungen  diirfte  zur  GentLge  hervor- 
geheU;  welche  Vorteile  die  Verwendung  des  Projektionsapparates  gerade 
auch  beim  mathematisehen  Unterricht  darbietet.  Zweifellos  gestattet  er 
eine  auBerordentliche  Belebung  des  Vortrages,  die  besonders  in  Riick- 
sicht  darauf  wiinschenswert  sein  diirfte,  dafi  im  Universitatsunterricht 
die  ,,Angewandte  Mathematik"  als  besonderes  Fach  eingefiihrt  ist,  und 
auch  in  den  hoheren  Schulen  die  Anwendungen  der  Mathematik  mehr  als 
bisher  herangezogen  werden  sollen.  Die  Benutzung  des  Apparates  ver- 
schafft  dem  Vortragenden  selbst  eine  nicht  unwesentliche  Erleichterung 
der  Ausdrucksweise,  wenn  er  seinen  Vortrag  an  ein  Projektionsbild 
anlehneu  kann,  und  Hand  in  Hand  damit  eine  grofiere  Moglichkeit, 
sich  den  Schiilem  leicht  yerstandlich  zu  machen.  Sie  gestattet  die 
Erwahnung  und  Besprechung  von  Dingen,  die  sonst  nur  unvollkommen 


C.  VortiAge:  Schilling.  756 

oder  iiberhaupt  nicht  Yorgetragen  werden  kdnnten;  sie  ermoglicht  nicht 
unbedeutende  Zeiterspamis,  was  besonders  bei  gelegentlichen  Vortragen 
durch  Projektionen  von  Formeln  und  Figuren  wiinschenswert  isi 

Ich  mochte  noch  besonders  hervorheben;  dafi  bei  alien  erwahnten 
Benutzungsarten  die  einfachsten  Ausftihiungen  des  Projektionsapparates 
sich  als  ausreichend  erweisen.  Falls  nicht  geradezu  direktes  Sonnen- 
licht  in  das  Zimmer  scheint^  ist  sogar  dessen  Verdunkelung  nicht  not- 
wendig;  was  sehr  erwUnscht  ist.  Hiemach  ist  die  Anschaffdng  eines 
einfachsten  Apparates  am  empfehlenswertesten^  besonders  auch  seiner 
bequemeren  Bedienung  and  grofieren  Haltbarkeit  wegen.  Die  Yorteile^ 
welche  die  epidiaskopische  Einrichtong  des  vollkommensten,  hier  aus- 
gestellten  Apparates  der  Firma  Carl  Zeifi  in  Jena  darbietet,  und  die  yon 
deren  Vertreter  an  zahlreichen  Beispielen  uns  bereits  naher  vorgef&hrt 
warden^  sind  fOr  den  mathematischen  Unterricht  sehr  wohl  entbehrlich. 
Um  indes  diese  Yorteile  speziell  fiir  den  mathematischen  Unterricht 
hervortreten  zu  lassen^  habe  ich  mir  erlaubt,  in  einem  Er^LnzangsYortrag 
die  Yon  mir  konstmierten  kinematischen  Modelled)  der  Ausstellung,  die 
auch  unter  Abschnitt  B  imher  aufgeftihrt  sind^  episkopisch  direkt  zu 
projizieren  und  wahrend  ihrer  Bewegung,  welche  die  Projektionsbilder 
sehr  gut  wiedergaben^  naher  zu  erlautem. 


*)  Diese  Modelle  sind  zngleicb  mit  zwei  ihre  Theorie  und  Yerwendong  be- 
schreibenden  Abbandlungen  (Separatabzdge  ana  der  Zeitschrifb  fdr  Mathematik 
und  Physik,  Bd.  44,  1899  und  Bd.  51,  1904)  im  Verlage  von  Martin  Schilling  in 
Halle  a.  S.  erschienen. 
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